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Abstract. In this seminar I discuss some inequalities “going in the wrong direction ,

obtained in collaboration of R. Rochberg while studying Sobolev-type weighted inequalities
for dyadic martingales. All these inequalities can be phrased in terms of strongly monotone
functions on trees. One inequality says that such functions are rather resistant to cancellations.
The other says that the inclusion I! C [°° can be reversed “on average” for strongly monotone
functions. Applications of these results to spaces of martingales are discussed.

Sunto. In questo seminario discuto due disuguaglianze apparentemente controintuitive,
ottenute in collaborazione con R. Rochberg in un lavoro su disuguaglianze di tipo Sobolev per
spazi di martingale e sulle loro applicazioni.



1 Introduzione e contesto

Esistono alcune disuguaglianze che “vanno nel senso giusto”, come la disug-
uaglianza di Holder, che segue dalla convessita di ¢t*, p > 1. La disuguaglianza
di Holder inversa, invece, come dice il nome, “va nel senso sbagliato” (ma &
vera!). ! Per dirla con una metafora giornalistica, le disuguaglianze che vanno
nel senso sbagliato sono 'uvomo che morde il cane: a volte mordere il cane &
facile, ma in ogni caso il cane un po si stupisce.

In questo seminario presento due disuguaglianze discrete “che vanno nel
senso sbagliato”, estratte da un lavoro in collaborazione con Richard Rochberg
[AR]. La prima dice che alcune cancellazioni apparentemente fuori controllo
sono, al contrario, innocue, mentre la seconda dice che a volte, in media, possi-
amo invertire I’ovvia inclusione ! C [*°. Entrambe le disuguaglianze si possono
dimostrare con semplici argomenti a base di tempi d’arresto, utilizzando una
versione dell’inclusione /' C [P (p > 1) un po pil precisa di quella solita.

Il contesto che motiva le disuguaglianze e il seguente. In generale, & in-
teressante caratterizzare le misure p per cui vale la disuguaglianza di Sobolev
pesata

/ |fPdu < C(w) / 5f[PdX (1)
X X

dove (X, A) & uno spazio di misura dato e § ¢ una qualche definizione di derivata,
magari in senso molto generalizzato. Qui e nel seguito, p € (1,00) e p’ & il suo
coniugato, 1/p+1/p’ = 1. In realtd, in genere (1) diventa piu trattabile quando
si trasforma in

[ igPau< @ [ lgian @)
X X

dove Kg(z) = [ K(2,y)g9(y)d\(y) e K & un nucleo integrale con buone pro-
prieta. Su questo tipo di disuguaglianze, e sulle loro applicazioni, c’e‘’ una
vastissima letteratura, da cui estraggo solo alcuni lavori recenti e di portata
generale [KV], [SWZ].

In genere, al fine di caratterizzare le misure u per cui (1) vale, occorre con-
siderare anche la disuguaglianza duale a (2),

/ =gl du < C(u) / g7 ax, 3)
X X

dove K* e aggiunto di K. Un pregio di K* e che si tratta generalmente di un
operatore con nucleo positivo, 0 comunque con proprieta simili alla positivita.

1La disuguaglianza di Holder inversa dice che, se w & un peso in Ay, su R™, allora esiste
un r > 1 tale che, per ogni palla B,

1 1/r
(—/ wTd$> < i/ wdzx
|Bl /B \B| /B

(qui |F| & la misura di Lebesgue di B). Un peso A, ricordo, & una funzione positiva w tale
che, per costanti a, 8 € (0, 1), si ha che, se F' & misurabile ed & contenuto in una palla B, e
|F| > a|Bj, allora w(F) > B|B|.



Una variazione sul tema di queste disuguaglianze & quella in cui si richiede che
(1) valga solo per funzioni f che soddisfano delle condizioni tipo “valor medio”.
Per esempio, quando X @ la palla unitaria in C*, dA(z) = (1—|z|?)~"*DdA(z) &
la misura invariante per biolomorfismi, f & olomorfae § f(z) = (1—|z|?)™R™ f(z)
¢ la derivata invariante® (mp > n), dove Rf = > zja%if ¢ la derivata complessa
radiale. Vedi [Ste], [KS], [V], [Wu], [Wang], [ARS] per n = 1, con condizioni di-
verse, di tipo capacitario e non, e con diversa generalita. Il caso n > 1 e trattato
in un lavoro in corso di stesura con R. Rochberg e E. Sawyer. Anche nel caso
in cui si voglia caratterizzare (1) per funzioni olomorfe o armoniche, conviene
passare alla disuguaglianza duale (3), ma questa volta [’operatore aggiunto K* &
diverso, diversi essendo gli spazi di funzioni considerati. A volte, come vedremo
nel prossimo paragrafo, K* ha un nucleo pieno di cancellazioni. La sua analisi,
quindi, richiede un sovrappiu di sottigliezza.

2 Spazi di Dirichlet discreti formati da martin-
gale.

Per raccontare le diversitd che l'introduzione di una struttura per f (p.es.,
l’olomorfia) introduce nel problema, utilizzerd un esempio discreto, peraltro
legato al caso olomorfo in pitt modi. Sia T un albero (ciog, un grafo connesso
e semplicemente connesso), con un punto fissato o (la radice), rispetto a cui T'
viene parzialmente ordinato: se x,y € T, allora z < y se e solo se x sta nel cam-
mino [o0,y] tra o e y.> La distanza tra due punti z e y di T, d(z,y), & il numero
minimo di lati da percorrere andando da z a y. Nel seguito, |z| = d(z,0). Se
x # o sta in T, allora 2! denota il genitore di z: ! <z e d(z,z71) = 1. Se
F' & una funzione su T, la sua derivata ¢ ovviamente la differenza,

DF(z) = F(z) — F(z™")

se £ # o, mentre per comodita poniamo DF (o) = F (o). L’operatore inverso di
D (Pequivalente del K di cui sopra) & I,

If(x) =Y f(y)

Abbiamo, infatti, ID = DI = Id, I'identita.

Qui considero solo I'albero binario, in cui o & vertice di due lati e ogni altro
punto di T e vertice di tre lati. Denotiamo con x4 e x_ i figli di x, cioe, i suoi
due immediati successori (lattribuzione dei segni + & indifferente). Ci verra
utile dare un nome all’operatore che scambia i figli tra loro: —(+z) = Fz.

2A dire il vero, questa derivata & solo “quasi-invariante” per n # 1.

3Mi affido all’intuizione di chi ascolta, e non dard troppe definizioni formali. Tl cammino
tra o e y, per esempio, potrebbe essere definito come i vertici sulla sequenza di lati dell’albero
che va da o a y, senza mai tornare su se stessa.



Consideriamo su T funzioni con la struttura piu semplice, le martingale. H :
T — R & una martingala se soddisfa la relazione

H(zy )+ H(z-)

H(z) = 5

Le martingale modellano il gioco equo in probabilita (I’equita si riflette nel valor
medio), ma qui ci interessano solo come caricatura delle funzioni olomorfe o
armoniche. Do il nome M B, ; allo spazio delle martingale H per cui

IH|, = IDH|E, = Y |DH(2)P27* < 00
z€T
dove a € [0,1] in questo seminario. Lo spazio M B, , € contenuto in B, ;, lo
spazio definito dalla norma || - || g, ,, senza imporre condizioni di tipo algebrico
a H.

Vediamo in questo esempio le disuguaglianze pesate senza e con struttura.
Supponiamo di voler caratterizzare le misure p su T tali che

> |F@)Pu(e) < C(u) Y |DF(z)p2~! (4)
z€T z€T
Dopo aver sostituito DF' = f, (4) diventa
If(z)|Pu(z) < C(p x)|[P2™ )
D Hf@)Pu(z) < C(p) Y |f ()Pl ()
zeT zeT

Sard comodo introdurre la scatola di Carleson con vertice in z, S(z) = {y €
T : y > x}. Per la dualitd degli spazi (L?(u), L?' (1)) (prodotto in L?(p)) e
(Lp(2-alzly, L' (20" =D)lzl)) (prodotto interno in I2 = [2(T), il solito l-piccolo
2), (5) diventa

Yo (pg) @) 2@ I < C(u) Y g(@) P () (6)

zeT zeT

dove I*(u -) & Paggiunto di I, che pud essere calcolato scambiando due somme,

I"(pg)(@) = > 9(y)uy)

yeS(z)

Alla ricerca di condizioni sotto cui valga (5) <= (6), facciamo un test su (6)
utilizzando funzioni del tipo g = Xxg(;), 2 € T. Otteniamo una condizione
necessaria.

Lemma 1 Se la disuguaglianza (5) vale, allora, per ogni z in T,

S u(S)? 2@ D < Cluu(S(2)) (7)

y€S(z)



In [ARS] & dimostrato, in una situazione pill generale, che (7) ¢ anche sufficiente
affinche (5) valga.

Teorema 2 (7) e (5) sono equivalenti per 1 <p < oo ea € R

Vediamo ora cosa succede quando chiediamo che (4) valga solo per martingale.
Chiaramente, la condizione (7) sard a maggior ragione sufficiente. E anche
necessaria?

La prima sorpresa, brutta, ¢ che la condizione non & necessaria per a = 1
e p = 2 (ma vedremo in §3 che cio vale anche per a = 1, p € (1,00)). Infatti,
si pud mostrare con serie di Fourier (in questo contesto, con funzioni di Haar)
che M By = H? & lo spazio H? delle martingale, ed & noto (riproducendo in
forma semplificata un famoso teorema di Carleson [Car]) , che le misure u per
cui Id : H? — L?*(p) sono tutte e sole quelle per cui

u(S(2) < C(u2~" (8)

([Long], ma vedi anche [NT] per una dimostrazione breve e divertente, basata
sulla nuova tecnologia delle “funzioni di Bellman”) cosi come & noto che la
condizione (8) & strettamente pit debole della condizione (7) cona=1ep =2
(qualunque p € (1, 00), infatti [ARS]). Cercheremo di capire meglio cos’ & andato
storto in §4.

Nel resto del paragrafo, assumeremo che 0 < a < 1 eche 1 < p < 0.
Vedremo in Teorema 4 che la caratterizzazione delle misure p per cui (5) vale ¢
la stessa sia che si considerino spazi di successioni senza struttura, che spazi di
martingale.

Cerchiamo di usare un argomento di uso comune a base di aggiunti. Sup-
poniamo che valga, per ogni martingala H,

Y H(@)Pu(@) < C(w) Y IDH(z)[P2 "l (9)

zeT zeT
Astrattamente, questo significa che 'identita Id immerge M B, p in LP (),

Id: MB,, — LP(p)

Diamo per scontato che, per a € [0, 1], (M By, p, MBa(l,p,)’p,) sia una coppia di
spazi duali rispetto al prodotto in By (di cui M Bs @ sottospazio),

<H,K >p,= Y DH(z)DK(x)
T
(questo fatto ¢ vero e facile da dimostrare, e non ha equivalenti, per a = 1, nel
caso olomorfo). Possiamo allora calcolare “a mano” aggiunto © = Id* di Id

rispetto a queste coppie duali, sapendo che (9) diventera, in forma astratta,

@ N Lpl (/J/) — MBa(lfp’),p’ (]_0)



(Il vantaggio, qui, & che lo spazio su cui & definita © contiene funzioni “destrut-
trate”, piu flessibili delle martingale). Utilizziamo il fatto che M Bs & dotato di
nucleo riproducente. Cioe, per ogni punto x € T ¢’ una martingala H, con la
proprieta che

< H,,H >p,= H(x)

per ogni martingala H in M Bs. Possiamo finalmente calcolare aggiunto di Id,
del tutto astrattamente:

Og(x) < ©Oyg,H, >,

<g,IdH, >r2(u) =< 9,H; >L2(p)

= > 9 H.(v)uw)

Vestendo ora (10) nei concreti panni di una disuguaglianza valida per ogni g €
L? (u), otteniamo

SIS 9w) D Ha(y)uy)P 22®' D1l =
z Yy
S (Haly) = Homs ()9 (w)py) P 20®
z oy
< 0w Y lo@)l” u(z)

E facile calcolare Pespressione esplicita di D, H, = H, — H,—1 (dove D, ¢ la
differenze nella variabile ), per z # o,

12 ify>a

H,(y) — Hy-1(y) = {_1/2 ify>—x

La disequazione per O ristretta a funzioni del tipo g = x5(.) diventa, allora,

u(S(2)P 2 "IN 7 (S () — (S (—)) [P 22 %D < Clu)p(S(a)) (11)

>z

dove il primo termine, 1’unico a priori sostanzioso, & quello che si ottiene ponendo

z = z. La condizione (7) si otterrebbe sostituendo — con + dentro il valore

assoluto. Questo non puo esser fatto a cuor leggero, poiche le cancellazioni sulla

sinistra di (11) sono potenzialmente distruttive. Si pensi al caso di una y radiale,

w(z) = p(]z]), in cui tutti i termini della sommatoria a sinistra si azzerano.
Nel prossimo paragrafo mostriamo il seguente

Lemma 3 Se0<a<1el<p< oo, allora esiste C = C(a,p) tale che
D w(S) 22 I < p(S(z))P 20w 1

y€S(2)
+ 37 1(S(@)) — p(S(=a)) [P 20" Dl

>z



Come conseguenza, in virtu della discussione precedente abbiamo il seguente
teorema.

Teorema 4 Se0 < a<1lel < p< oo, allora le due seguenti affermazioni
sono equivalenti per una misura p su T'.

(i) Id: M B, , — LP(u);

(it) esiste C = C(u) tale che 3, 5 p(S(y))? 20@ =Dyl < C(u)u(S(2)) per
ogni z in T.

Lemma 3 e falso per p = 1. Questo sembra escludere che lo si possa dimostrare
utilizzando solamente la disuguaglianza triangolare in maniera accorta, come si
potrebbe pensare.

3 A volte le cancellazioni non contano

In questo paragrafo dimostro una generalizzazione del lemma 3. Lemma 3 &
dimostrato in [AR], mentre la generalizzazione che presento qui ¢ nuova e la
dimostrazione ¢ leggermente differente.

Sia T un albero con distanza d e radice o. Dato z € T, sia C(z) = {w €
T: w >z, d(z,w) =1} l'insieme dei figli di z. Una funzione M : T — [0, 00)
& fortemente monotona se 3, cc(,) Mw < M. Per esempio, se p & una misura
positiva su T', allora M, = p(S(z)) ¢ una funzione fortemente monotona. Sia
dato su T un peso positivo A tale che A(0) =1 e

A(z) < BA(ZY) (12)
Sia ora v : T' — C una qualsiasi funzione tale che

[v]|oo < A< 00, inf |v(2)|>a>0 (13)
zeT

Formiamo ora due operatori che agiscono sulle funzioni M strettamente mono-
tone,

HM(z)= Y wv(w)M, (14)
weC(z)
weC(z)

Introduciamo ora la funzione
fA)=t"+(1-1)%, 0<t<1 (16)

Teorema 5 Sia g > 1 e supponiamo che k soddisfi la condizione

kf (ﬁ) <1 (17



Allora, esiste Cy dipendente solo da a, A, k e q tale che

YO IEM(2)]" A(z) + M < Gy (Z [HM (2)|" A(z) + Mé’) (18)

z€eT z€T

Corollario 6 Con le stesse ipotesi, abbiamo

S° M)A < Gy (Z M (2)| A(2) + M:;) (19)

zeT z€T

Prima di dimostrare il teorema, vediamo come lemma 3 sia un suo caso par-
ticolare. Innanzitutto, poniamo p' = q. Assumiamo che T sia l’albero diadico
del paragrafo precedente e notiamo come le funzioni M, = u(S(z)) siano forte-
mente monotone su 7. Infatti, “quasi” ogni funzione strattamente monotona
M si puo scrivere nella forma M, = u(S(z)) per qualche > 0 (per rimuo-
vere il “quasi” occorrerebbe permettere che il supporto di p possa estendersi al
bordo dell’albero, ovvero alla sua frontiera di Martin). La funzione v & quella
che vale +1 su z4, quindi a = A = 1, mentre il peso A & quello definito da
Mz) = 2-1lz| (¢’& uno sfortunato caso di omonimia con la a nell’enunciato
del teorema), per cui k = 2%(¢=1). La condizione 17, allora, diventa

1> 2@(11—1)]0(1/2) — 9a(g—1)—(¢—1)

cioe, a < 1 (questo, tra’altro, mostra che 'ipotesi (17) non puo essere migliorata
sostituendo < con <). La conclusione del corollario 6 & proprio quanto affermato
in lemma 3.

La dimostrazione del teorema si basa sul seguente lemma, che quantifica
quanto si puo guadagnare nella disuguaglianza corrispondente all’inclusione [P C
I' quando intervengono delle cancellazioni.

Lemma 7 Sia g > 1 e sia ¢ = {¢;} una successione in C tale che
0 <a<inf|g;| <sup|p;j| <A<

Sia 0 < 0 < a. Allora, se {x;} é una successione di numeri non negativi tali
che 3,z =1, e se

> iz <6, (20)
J

allora 54 A
q +
zj:wjﬁf(—aJrA <1 (21)

Dimostrazione del teorema. Sia 0 < § < a tale che

i+ A
kf(a+A> <1




(questo & possibile se d & abbastanza piccolo, per (17)). Consideriamo gli insiemi
B={weT: |HM(w)| < d|KM(w)|} (cattivo per la disuguaglianza (18)) e
G={weT: |HM(w)| > 6| KM(w)|} (buono per (18)).

Su G c’e ben poco da dire, poiche

D IKM(2)|"A(z) <6793 [HM(2)A(2)

z€G z€eG

Vediamo ora B. B si scompone in componenti connesse B, (dove “connesso”
si riferisce all’ovvia geometria dell’albero T') e ogni componente connessa B,
ha un’unico punto minimo w, (ws < z, ogniqualvolta z € B,). O wy = 0 (e
questo puo succedere al massimo per un valore di «, diciamo a,), o il padre di
1 .
Wq, W, , € un punto in G.
Mostreremo le seguenti stime.

(i) Per ogni componente B,,

D KM (w)|"Aw) < Ca(g, a, A)| KM (wa)|"A(wa) (22)
wEBL

(i) Se z € G, allora

S KM(w)|"Aw) < GIEM(2)AR) (23)
weC(z)

(i) e (ii) implicano che

> KM (w)]I M (w) ST OIKM@W)| " Aw) + > Y KM (w)|!Mw)

wEB wEBq, aFo, wEBy

IA

Co [ ME+ 3 IKM(wa)"A(w,)
aFa,

= G [ MI+) > |KMwa)|"Awa)

-1
2€G o wil=z

Cs (Mé’ + IKM(Z)I"/\(Z)>

zeG

Cs561 (Mg +> |HM(z)|q)\(z)>

zeG

IA

IA

e il teorema segue.



Ora, (ii) segue banalmente dal fatto che M & fortemente monotona,
q

DKM Aw) < kAz) Y. | Y. M

wel(z) wel(z) |£€C(w)

< RG] Y, DY M
wel(z) E€C(w)
< RAQIKM()

La dimostrazione di (i) & un argomento a base di serie geometriche. Sia Bg,;,
I'insieme dei punti in B, che hanno distanza n > 1 da wq. Se & sta in By n—1

| Y w@)M| = [HM©)| <SKME)| =6 Y My,
weC(§) weC(§)

Allora, per il lemma 7, abbiamo

ST IEM@W)"Aw) < EAE) D [KM(w)|?
weC(€) weC(§)
< kMO D MY
weC(€)
< b () MO0 X

weC(§)
= (1-=n)KEM()*ME)
per qualche n > 0, in virtu di (17). In particolare,
Y [KMw)["A(w) < (1—n)KM(E)IAE) (24)
weC(6)NB
Sommando la disuguaglianza (24) su tutti i w € By n,
Y KM@ Aw) <(1-n) D [KME|"AE)
WEBa n £€Ba n_1
Iterando e sommando rispetto a n, otteniamo (i). ///
La dimostrazione del lemma (7) ¢ divisa in lemmi piu elementari.
Lemma 8 Sia ¢ = {¢;} una successione in C tale che
0 < a < inflg;| <suplg;| < A< oo
e sia 0 < 0 < a. Allora, se {z;} é una successione di numeri non negativi e

2T =1, ese

> ¢ixi| <6, (25)
J

10



allora

d+A
sgpx]_a < (26)

Dimostrazione. Per la disuguaglianza triangolare e l'ipotesi su k,

§ > > diws| > |klzr =Y |5l
i ik
> axy — A(l — zy)

quindi,

se scegliamo 6 < a. ////

Lemma 9 Per ogniq>1e K €[1/2,1), se {z,} & una successione di numeri
non negatiwi tali che ), x, =1 e z; < K, allora

>l < f(K)

La costante f(K) ¢ la migliore possibile.

Dimostrazione. Senza perdere in generalita, supponiamo che la successione
{z,} sia non decrescente e definitivamente nulla (il caso generale segue per
approssimazione). Sia f(t) =t74+ (1 —1)?,0 <t < 1. Allora f & simmetrica con
centro 1/2 e strettamente decrescente in [0,1/2].

Il problema e quello di massimizzare F' = 22{21 2 con i vincoli G =
SN zj=1e0<uz, <K, N>2 (poiche K < 1). Usiamo i moltiplica-
tori di Lagrange per F e G,

0 =0,F—X0,G=qzi -\
1 =G= Zjnvzl Ty

e otteniamo zy = --- = zx = 1/N, quindi
F= N0 <90 = f(1/2) < f(K)

Ora, aggiungere vincoli del tipo z, = 0 equivale a cambiare il valore diN.
Consideriamo il vincolo z; = K. Poiche K <1/2,0 K =1/2e z1 =22 = 1/2,
quindi F = f(1/2) = f(K), o (cambiando, se necessario, il valore di N per
eliminare termini nulli) 0 < z, < K per n > 2. Rimpiazzando z; = K in

F e @G, troviamo un problema in N — 1 variabili, simile a quello sopra, avente
1-K

soluzioni x2 = -+- = Ty = §—7, quindi
1-K\* i g
F=K'+(N-1) N_1 =KIi+(N-1) 7 (1- K)" < K'+(1-K)? = f(K)

e f(K) & viene assunto per N =2, 20 =1-K. ////

11



4 Un rovesciamento in media di [! C [*®

In questo paragrafo cerchereme di vedere pil da vicino cosa va storto, per a = 1,
nella caratterizzazione delle immersioni

Id: MB,,, — L () (27)

(assumiamo sempre che 0 < a < 1). Ricordiamo che 'immersione (27) & carat-
terizzata dalla condizione (7), che ricopio qui per comodita del lettore,

> u(S )P 24w I < C(p)u(S(2)) (28)
y€S(2)

se e solo se a < 1; mentre per a = 1 la condizione giusta per p € data da
p(S(2)) < C(wy27 (29)
Cio in contrasto con 'immersione
Id: By p — LP(u) (30)

che & invece caratterizzata dalla condizione (28) per ogni a € [0,1]. Cerchiamo
una condizione “uniforme rispetto ad” a, che ristretta ad a € [01) dia (28) e
che ristretta ad a = 1 dia (29). Questa condizione, in effetti, & gid presente in
letteratura [KS]. Prima di enunciarla, occorre introdurre un’ulteriore notazione.

Sia z un elemento di T. A z associamo lintervallo I(z) C [0,1] definito
come segue. Se 2 = 0g,5,...5,, cON s; € {x}, allora I(z) e lintervallo [, 5] di
ampiezza 2-" in [0, 1] tale che

n

1- Sj]. :
= 9—(+1)
=) =

Jj=1

(in sostanza, T viene identificato con I'insieme degli intervalli in [0, 1] della forma
[(k—1)/27,k/27]; o corrisponde all’intervallo [0, 1] stesso; 'ordine parziale su T &
quello per inclusione “rovesciato”: z < w se e solo se I(w) C I(z)). * Sia u una
misura positiva su T. Come in §3, consideriamo M, = u(S(z)). La condizione
che ci interessa e la seguente,

[ s (MPi@P ) de <o, ey
I(z) zel(w)CI(2)

Abbiamo infatti i seguenti teoremi.

Teorema 10 Sel < p < oo e0<a <1, allora le sequenti affermazioni sono
equivalenti:

4Con queste identificazioni, ’intervallo [0, 1] con la sua misura di Lebesgue diventa il bordo
di Martin di T'.
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(i) Yuss MEI(w)|*®"™) < CM, (cioe, (28));

(i6) fy(ey SUPacruycrce) (MET(w)[20~#)71) dz < CM, (ciot, (31)).
Teorema 11 Se 1 < p < 00, allora le sequenti affermazioni sono equivalenti:

(i) J1(2) SUPaer(wyci(z) (M5,|I(w)|7pl) dx < CM, (cioé, (31));
(i) M, < ClI(2)| (cioé, (29)).

I teoremi 10 e 11 sono enunciati esattamente in questa forma in [AR], quindi
rimando all’articolo per la dimostrazione. La condizione (31) riproduce fedel-
mente la condizione che Kerman e Sawyer trovarono nel 1984 per caratterizzare
alcune immersioni di Sobolev per funzioni olomorfe, > quando p = 2. Quindi,
per p = 2, una dimostrazione indiretta di questi due teoremi é che le coppie di
condizioni in essi contenuti caratterizzano entrambe le stesse famiglie di misure
i, quindi le due condizioni di ciascuna coppia sono equivalenti tra loro. In [AR],
invece, la dimostrazione dell’equivalenza ¢ diretta, il che permette, tra ’altro,
’estensione a 1 < p < 00.5

E forse interessante mettere in risalto I’implicazione facile in ciascun teorema.

L’implicazione (i) = (ii) nel teorema 10 & elementare e vale per ogni valore
di a. Per z € T, sia S, (2) = {w € S(2) : d(z,w) = n}.

S ME @) =50 ST M2 |1(w)" )
w>z n=05,(z)
= Y | M)t e
n=0weS,(2) 1(w)
- / > M I(w) " g
I(Z) st
z€I(w)
Z/ sup (Mg’u(w)la(l—l")—l) dx.
I(z) z€l(w)CI(z)

L’implicazione inversa, (ii) => (i), dice che l'inclusione I! C [*® in quest’ultima
catena di disuguaglianze puo in qualche modo essere rovesciata, da cui il titolo

5Vale a dire, la caratterizzazione delle misure positive y per cui, quale che sia la funzione
f olomorfa nel disco D = {|z| < 1} nel piano complesso, si abbia che

[ 152 < o) [ 17 @A 122 dady + 70
D D

Ora, qui si parla di misure g sul disco, mentre noi siamo interessati a misure sull’albero 7. In
realta, in questo tipo di problemi si pud passare dalle une alle altre in maniera standard.

8Un’ostruzione all’estensione della dimostrazione indiretta dap =2 a 1 < p < oo & dovuta
al fatto che in [KS] si fa uso dell’isometria L? della trasformata di Fourier.
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di questo paragrafo. Cioe, la disuguaglianza

sup (ME|1(w)|*0~")71) = A(2) <B(a) = > ML |Iw)|*0 )
zel(w)CI(z) z<w
zel(w)

puo essere rovesciata, facendo la media rispetto a « € I(z), per ogni intervallo
I(2), se M & una funzione fortemente monotona su T e se 0 < a < 1.

La dimostrazione di (ii) = (i) si basa su di un argomento a base di tempi
d’arresto.

Per mostrare I'implicazione (i) => (ii) nel teorema 11, basta minorare il
sup in (i) con M? |I(z)|7?. La dimostrazione dell’implicazione opposta & un
semplice argomento basato su funzioni massimali e interpolazione.
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