3. Serie di Fourier
Esercizi

http://eulero.ing.unibo.it/ barozzi/MI2/PDF/MI2-Cap.3-Ese.pdf

3.1. Polinomi di Fourier

3.2. Serie di Fourier: convergenza puntuale

3.2-1. Si dimostri che la serie (v. esempio 3.2-2)

o0

Z _ cos((2n—|—1) )—cosx—i— ! cos 3x + — ! cos T + .
(2n+1)2 32 52

e totalmente, dunque uniformemente, convergente su R.
SoLuzIONE. Si ha
cos ((2n + 1)z) 1
H (2n + 1)2 Hoo T (2n+1)2
e la serie che ha come termine generale I'ultima quantita scritta converge in quanto
1 1
(2n+1)2 T2

3.2-2. Data la funzione sommabile f(z) := 1/y/z, 0 < & < 1 (v. esempio 3.2-3), si
determini una funzione g costante a tratti, minorante di f e tale che

/ |(2) — g(x)| do = / [F(2) — g(x)) do =
:/ f(x)dm—ch(xk—l‘k_l) <e
0 k=1

(T Prop. 3.2-1), procedendo nel modo che segue. Si determini x; > 0 in modo tale

che
/ —dx < ¢e/2;

(si determini esplicitamente Pintegrale a primo membro). Scelto cosi x1, si suddivida
I'intervallo [z1, 1] in n—1 parti uguali (con n abbastanza grande) e si ponga g(x) := 0,
per 0 <z <z,

g(z) :=inf {f(x) | 21 < x <z} = 1/\/zy
per xp_1 <x <k, k=2,3,...,n
SoLuzIoNE. Si ha

/ —dz—2\/a:_1,

dunque basta scegliere 21 < €2/16 per soddisfare la prima condizione posta.
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Si ha poi, per ogni k =2,3,...,n,

Tk T 1 1
Tk — Tk—1
—aly - o] - o
o TR Tkl Tk Th-1
VZE+ \/Th—1 Tk
VIR I
VZE(TE + /Tr—1)
)\/!E_—;/ffkq _l-m NET \/xkq7

= (T — Tp—1)

< (T — Tp—1

n—1 2
quindi
> [ ) —stelde < T Y (R vE) = L (- v
k=27 Tk-1 P

dove 'ultima quantita tende a 0 per n — oo.

3.2-3. Dimostrare I'uguaglianza
2n+1,set =0 (mod 27),

k—z et = sin ((n + 1/2)t)
- sin (£/2)

procedendo per induzione rispetto a n.

, altrimenti.

SoruzioNE. L’uguaglianza da dimostrare sussiste per n = 0, riducendosi in tal caso
all’'uguaglianza 1 = 1. Ammessa la validita dell’'uguaglianza per un assegnato n, si ha

Tf okt — zn: eikt o i)t 4 —i(nt1)t _
k=—n+1 k=—n
i e/} (s(lz ?;/12/)2)t) +2cos ((n+1)t) =
_ sin ((n 4 1/2)t) + 2 cos ((n + 1)t) sin (t/2) _
sin (¢/2)
_sin((n+1+1/2)t)
N sin (¢/2)

Abbiamo utilizzato I'identita (formula diWerner) 2 cos asin 5 = sin(a+3) —sin(a—/f).

3.2-4. Dimostrare che se f : R — C & periodica di periodo T' e sommabile su [0, 7],
allora fOT f(x)dx = f;+T f(z)dx, per ogni a reale.

SUGGERIMENTO 1> Si spezzi l'integrale sull’intervallo [a,a + T] nella somma di tre
integrali sugli intervalli [a, 0], [0,T], [T,a + T1].)

SOLUZIONE. Si ha

/OT fx)de = /0“ fx) de + /aa+T fz)de + /:FT () dz;

I'ultimo addendo si scrive — ;+T fla)de = — [ f(T + &) dé = — [ f(€)dE. Ab-

biamo effettuato il cambiamento di variabile z = T + £ e abbiamo sfruttato la perio-
dicita di f.

3.2-5. Utilizzare il lemma di Riemann-Lebesgue per dimostrare che si ha, per ogni
0 >0,



© 88-08-07923-6 ESERCIZI

™

lim [ Dy(t)dt=0.

n—-+oo 5

Dedurne che
s
lim D, (t)dt =1.
n—-+o0o -5
SoLuzioNE. Basta osservare che la funzione ¢ — 1/sin(¢/2) ¢ continua, dunque somma-
bile, sugli intervalli [0, 7] e [—m, —d].

3.2-6. Dal risultato

R 1 1 1
= EE———— — —
8 I; (2k +1)2 Tty tea T

ottenuto nell’esempio 3.2-2, dedurre che

Z S
k2_ feteEte T

SUGGERIMENTO > Detta s la somma della serie considerata, la somma della serie
costituita dai termini di indice pari vale s/4: Y7~ 1/(2k)? = s/4.

Sovruzione. Infatti si ha s = s/4 + 72 /8, da cui il valore di s indicato nel testo.
3.2-7. Se g(x) := | = | & la funzione dell’esempio 3.2-2, e f(x) := sign(z) & la funzione
dell’esempio 3.2-1, si ha ¢'(x) = f(x) per ogni x # kx, con k intero. Se i coefficienti
di Fourier di ¢ vengono ancora indicati con i simboli a,, e b,, mentre i coefficienti
analoghi di f vengono ribattezzati a,, b}, verificare che gli sviluppi di Fourier di
f = ¢ e di g possono essere dedotti luno dall’altro in base alle formule al, = nb,,
b, = —nan.

SoruzioNe. Basta ricordare (v. esempi citati) che

an= b,=0, a,=0 b, =

3.2-8. Sia f(z):=0, -7 <2 <0, f(x) :=1, 0 < x < 7. Verificare che si ha

1 T
(LOZ—/ dt:].,
™ Jo

an, = 0, per ogni n > 0, mentre

r[m. 0, per m pari,
bn = ;/0 st df = { 2/(n7), per n dispari.

In definitiva

flz) =

k‘:O

I»—l DN |

2 oo
+ - Z sm ((2k+1)z) =
42

1
= (smx—i——sm?)x—i—gsmf)m—i— )

Si osservi che la funzione f(x) — 1/2 ¢ la meta della funzione sign(z) dell’esercizio
precedente, e cio giustifica il risultato che abbiamo ottenuto.

SoruzioNE. Si tratta di calcolare, per n > 1, U'integrale

ﬂsinntdt _ [fcosntr _ 1— (=1 _Jo, per n pari,
0 n 0 n 2/n, per n dispari.

3.2-9. Sia f la funzione periodica dispari che vale 1 per b < < m—b, con 0 < b < 7/2,
e si annulla nei restanti punti dell’intervallo [0, 7]. Verificare il seguente sviluppo in
serie di Fourier:

4 b cos
f(x):;( sin 3z +

b
0 sinbx + )
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Si osservi che per b — 0 si ottiene lo sviluppo della funzione sign (z) (7 Esempio
3.2-1).
SoLUzIONE. Si ha

9 s ) ) mT—b )

b, = _/ f(t) sin(nt) dt = —/ sin(nt) dt =
Y 0 ™ Jb
2

= — b) — —b))].
7m[cos(n ) — cos (n(m — b)) ]
Ma le formule di addizione forniscono
cos (n(m — b)) = cos(nm) cos(nb) = (—1)" cos(nb),
quindi i coefficienti b,, sono nulli per n pari, valgono 4 cos(nb)/(mn) per n dispari.

3.2-10. Verificare le uguaglianze

" — T (k1. " o, per k pari,
/0 t sinktdt = 2 (=) /0 t cosktdt = {—2/k2, per k dispar:

i 2m

2 k

/ t* cosktdt = 72 (—1)".
0

SoLuzioNE. Basta fare un’integrazione per parti (per i primi due integrali) e due inte-

grazioni per parti per 'utimo integrale. In realta, dopo aver eseguito un’integrazione

per parti sull’ultimo integrale ci si riporta al primo dei tre integrali considerati.

3.2-11. Dimostrare che si ha

+oo o
t
/ sin g — ™
0 t 2

in base alle seguenti considerazioni:

i) Pintegrale in questione esiste come integrale generalizzato semplicemente (ma
non assolutamente) convergente, in virtu del criterio di convergenza di Dirichlet: esso
afferma che l'integrale generalizzato

lim /090 f(t)g(t)dt

r——+00

esiste finito se f ¢ dotata di una primitiva limitata (nel nostro caso & la funzione
—cost) e g & monotona e decrescente a 0 all’infinito (nel nostro caso ¢ la funzione
t—=1/t);

i1) si ha, per ogni n,

/7r sin ((n +1/2)t) g
0

2 sin(t/2) 27
iii) si ha
lim ! <¥ - 1) sin ((n+1/2)t) dt =0
n—+oo Jo \2sin(t/2) ¢

(dimostrare che la funzione entro parentesi tonde tende a 0 per ¢t — 0);
iv) infine

T g (n+1/2)m
/ sin (n + 1/2)t it :/ sinz
0 0

t x

SoruzioNe. L’identita i7)

/w sin ((n +1/2)t) g T
0 2 sin(t/2) -2’
¢ stata stabilita come una delle proprieta del nucleo di Dirichlet (T formula (5),
par. 3.2). Per la ¢i7) si tratta di applicare il Lemma di Riemann-Lebesgue alla funzione
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1 1 t—2sin(t/2)
e P s o A
2sin(t/2) t 2t sin(t/2)
Ora si ha
3
t — 2 sin(t/2) = % +0(th),  2tsin(t/2) =t* + 0%, t—0

quindi la funzione in esame ¢ prolungabile con continuita nell’origine, ponendola
uguale a 0. Combinando la 4i) con la i) si ottiene

[T sR(t1/2))
n—+oo J t 2

Infine, per verificare la iv) basta operare il cambiamento di variabile (n+1/2)t = «.

3.3. Serie di Fourier: convergenza uniforme

3.4. Serie di Fourier: convergenza in media quadratica

3.4-1. Verificare il seguente sviluppo in serie per la funzione f(x) := |cosx|:
@) 2 n 4 (cos2x  cosdx n cos 6
r)=—+4— - .
T w\ 1-3 3:5 5.7

SOLUZIONE. Si trova

) T ) /2 T
/ | cos x| dx = —[/ coszdx—/ cosxdx} =
0 T™tJo /2

4

™

ag =

3 |

Per n > 1 si ha analogamente

9 T ) /2 T
Qp = — | cos x| cosnx dx = —[ cosx cosnx dr — cosxcosnxdx].
™ Jo T™LJo /2

Per n = 1 la funzione integranda ammette la primitiva = — (x = sinz cosz)/2, da
cui segue facilmente a3 = 0. Per n > 1, con due integrazioni per parti si ottiene la
primitiva

sin x cos nx — n cos T sin nx

v n? —1 '
da cui segue
4 (=12 .
_— er n pari
an=9 7 (n-Dmt1) PP
0, per n dispari.

3.4-2. Per la funzione f(z) := max {0, cosz} = (cosz)" verificare lo sviluppo:

1 CcosS T 2 (cos2x cosdxr  cosbx
flz)=—+ - - e )

o 2 7w\ 1-3 3-5+5-7

Fare un calcolo diretto, oppure sfruttare il fatto che (cosz)™ = (cosx + | cos z|) /2.

Verificare la convergenza totale, dunque uniforme, della serie scritta; stessa questione
per la serie del precedente esercizio.

SoruzioNE. Sommando cos x allo sviluppo precedentemente ottenuto e dividendo per
2, si ottiene quanto richiesto. Si pud osservare che tanto la funzione x +— |cosz|
quanto la funzione z — (cos z)4 verificano le ipotesi della Proposizione 3.3-1.

3.4-3. Se a > 0 & una costante non intera, verificare il seguente sviluppo in serie
uniformemente convergente:
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2sinam | 1 > Ea
%-i-kZ:l(—l) mcoslm .

cosar =

Dedurne il seguente sviluppo (in serie non uniformemente convergente)

25 - k
sinar = Sl:;aﬂ- ; (—l)km sin I{:CC,

sfruttando i legami tra i coefficienti di Fourier di una funzione ed i coefficienti analoghi
della sua derivata.

Soruzione. S’intende che la funzione f ¢ 2w-periodica e vale cos ax per |z| < 7.

m/\ LVAY

SV Ve

La ﬁgura sopra mostra il caso a = 0.6, mentre quella sotto mostra il caso a = 1.3

i i
WG

2sinam

™

2 [T 2
ag = — cosatdt = [ sin at}
0 Ta Ta

Per ogni k£ > 1 si ha poi
2 [T 2
ak:—/ cosat cosktdt = — Ij,.
™ Jo 7T

L’integrale I, puo essere calcolato mediante le formule di Werner, oppure con due
integrazioni per parti. Seguendo quest’ultimo metodo si ha

inktm i
I, = [cosat o } +E/ sinat sin kt dt =
E - lo Kk Jy
kt
= % {—{sinat COZ k / cos at cosktdt}
-1 k 2
= —asinam k2) + %Ik,
da cui segue
7 . —1)k . 2asinar (—1)F
=asinar —— ap = .
b a? — k? » T a?—k?

La funzione f verifica le ipotesi della Prop. 3.3-1. Si osservi che ar = O(1/k?).
Essendo poi

1
sinar = —— (cos azx)’,
a

i coefficienti by dello sviluppo della funzione sinax si ottengono dai coefficienti ay
dello sviluppo di cos az moltiplicandoli per il fattore k/a.
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3.4-4. Dall’identita
1 . . . .
(@]y) =7 [+ yl* = [l — yl|* + i [l + iyl* —ille —iy]* ]

valida in ogni s.v. complesso con prodotto scalare, dedurre che se ¢ : Vi — V5 (V3,15
s.v. complessi) & un’isometria lineare, cioe

[o(x)ll2 = [l
per ogni x € V7, allora ¢ conserva i prodotti scalari:

(o(x)] o(y)), = (x| y)1,

per ogni x,y € V1. (Gli indici in basso stanno a specificare che si tratta dei prodotti
scalari e delle norme negli spazi V; e V5 rispettivamente.)

SovuzionNe. L'identita precedente, scritta in corrispondenza dei vettori ¢(x) e ¢(y),
fornisce infatti

(6(@) | 6(w)), = 1 [16@) + oW ~ 6(2) — Sa)I*+
+illo@) +io(w)| i o) — idw)?] =
= 1 Lo+ wI? ~ ll6(z — )+
+illoe + )P — il — )] =
1 2 2 e it 12 i e o112
= 1+ 9l — o~ gl + i + iyl — i o — iyl*] =
= (@ly)

3.4-5. Applicando I'identita di Parseval allo sviluppo

|z | T 4( +1 3 +1 5r + )
r|\=—=—-— COSx — COS o — COS 2T
2 T 32 52

dedurre 'uguaglianza

) P

= (2k+1)* 96

Con un ragionamento simile a quello svolto nell’esercizio 3.2-6, dedurne che
P
n>1 nt 90

SoLUzIONE. Si ha
4 2
1f13=2 [ #*do=Zx
0 3

L’identita di Parseval si scrive

lao|? ) ) 2 16 1 2 4
_— — p—— _— —_— D ————— = —
5 + g |ak| ||fH2 ™ 2 + 2 (2k+ 1)4 37T ’
E>1 E>0
da cui
16 1 w2 1 t
2 4 E : 4
s >0 (2k + 1) 6 >0 (2k+1) 96
Si ha poi
1 1 1 1
51:§—4=E74+E 1= or T 725
=1 k >0 (2k+1) =1 (2k) 96 16

da cui segue subito il valore fornito per s.
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3.4-6. Applicando I'identita di Parseval allo sviluppo
4 1 1
sgn (z) = = (sinx + gsin?)x—i— gsinf)x—i— e )

dedurre 'uguaglianza
2

1 T
D @G E§

k>0
SoLUZIONE. Si ha

515 = | 1do=2r

— T
L’identita di Parseval si scrive

16 1
Ty =3 = T3 WZQW
E>1 k>0

da cui segue subito il risultato.

3.4-7. Applicando l'identita di Parseval allo sviluppo
1 1
J;:Q(sina:— §sin2x+§sin3x—-~- )

dedurre I'uguaglianza
-5
nz 6
n>1
SoLuzIoNE. Si ha
2 " 2 3
913 = [ atdo=
—Tr
L’identita di Parseval si scrive
1 2 4
47'[' Z ﬁ = g ™,
n>1
da cui segue subito il risultato.
3.4-8. Applicando l'identita di Parseval allo sviluppo

2

9 T 1 1
x :?—4(COS£ZJ—?COS2£L’+§COS3$—--- )

dedurre 'uguaglianza
DR
nt 90"
n>1
SoLuzIONE. Si ha
i 2
5= | otda=Zao
o 5
L’identita di Parseval si scrive
47t 1 2 1 8t
16 —]:— 5o 16y =
W{18+ §1n4 57 nz>:1"4 45

da cui segue subito il risultato.

3.5 Serie di Fourier: ulteriori risultati

3.5-1. Sia z +— f(x) una funzione periodica di periodo T, avente coefficienti di

Fourier ¢, k € Z. Verificare che la funzione x — f(z — x¢) ha coefficienti di Fourier
efik:wzo Ch
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SoruzioNE. Per il coefficiente di Fourier della funzione in esame, sia 7y, abbiamo

1 /7 . 1 . T , .
e = _/ f(l‘ _ -TO) e—zkwm dr = _e—ikwxo/ f(t) e—ikwt dt = e—zszo k-
T 0 T 0

Abbiamo effettuato il cambiamento di variabile x — g = t e abbiamo tenuto conto
del fatto che l'integrale di una funzione T-periodica su un intervallo di lunghezza T'
¢ invariante rispetto alla collocazione dello stesso intervallo (1 esercizio 3.2-4). In
particolare si ha |vx| = |ck|, per ogni k.

3.5-2. Dedurre dal precedente esercizio che le funzioni x — f(z) e x — f(z — o)
hanno lo stesso spettro di ampiezza.

Soruzione. Dalle relazioni Ay, = /a3 + b7, ck(ar—ibg)/2, segue |Ay| = 2|ci|. Dunque
lo spettro di ampiezza dipende esclusivamente dai valori assoluti dei coefficienti di
Fourier.

3.5-3. Sia f una funzione periodica di periodo T', avente coefficienti di Fourier cg,
k € 7. Dimostrare che se f(t) = f(—t) (proprieta di simmetria hermitiana), dunque
in particolare se f e reale pari, allora i coefficienti di Fourier sono reali: ¢ = ck.
SUGGERIMENTO B> Scrivere ¢ sotto forma integrale e cambiare di segno la variabile
d’integrazione.
SoruzioNE. Seguendo il suggerimento si trova

J R

T ) T )
TE = f/o f(t) eikwt di = %/) f(—l’) efzkww dor = % /0 f(l’) efzkw:r dr =

= Ck.

ESERCIZI PROPOSTI

3.P-1. Calcolare la somma della serie trigonometrica

cosSnx
> o

n>0

ni a partire dalla serie geometrica

inx

(&

n>0

SoruzionE. La somma della serie trigonometrica ¢ la arte reale della somma della
serie geometrica

()

poiché la ragione di tale serie ha come valore assoluto 1/2, essa converge alla somma
1 2 2

1—ciw/2 T 9 e (2 —cosx) —isinz’

La parte reale della somma calcolata vale
4 —2cosx
5—4cosx’
3.P-2. Calcolare lo sviluppo in serie di Fourier della funzione periodica di periodo 27,

la cui restrizione all’intervallo [—7, 7] vale z per —7/2 <z < 7/2, e vale 0 altrimenti
(fare uno schizzo).

A quale valore converge la serie di Fourier per = 7/27
SoruzioNE. Poiché f & una funzione dispari, avremo uno sviluppo del tipo
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flx) = Z b, sinnx.

n>1

Le condizioni di Dini sono soddisfatte per = 7/2, quindi la somma della serie in
tale punto vale 7/4:

> by sin(nm/2) = m/4

n>1
cioe

D bakpasin((2k + 1)m/2) = bagra(—1)F = 7/4. (%)

k>0 k>0
Abbiamo tenuto conto del fatto che sin(n7/2) & nullo per n pari, vale (—1)F per
n=2k+1.

Per i coefficienti b,, abbiamo, con un’integrazine per parti,
/2 .
b, — 2/ e sinng de — _ cos(nm/2) n 2 sin(nm/2)
0 n

™ s n2

Separando i casi n pari e n dispari, avremo duque
(_1)k+1 " - 9 (_1)k
2k LT T 2k + 1)

Sostituendo nella (*) si trova dunque

by, =

2

2 (—1)* oo 1 oo
FlErE VT T LEmE

risultato gia ottenuto (v. esercizio 3.4-6).

Si veda anche il notebook

http://eulero.ing.unibo.it/ barozzi/MI2/Mathematica/Mathematica-3.2.nb
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Un elenco di sviluppi in serie di Fourier in forma visuale

4 b b
1. f(a:)z—[cosb sina:—l—COS3 sin3x—|—COS5 sin5x+...]
T
— 1f ——
. .
I I I I
I I I I
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | —T | T
. o ; - A
-6 -4 -2 2 14 16
. o
I I I I
I I I I
| Ple m=b |
| | | |
| | | |
I I I I
I I I I
I__ll— e

La restrizione di f all'intervallo [—m, 7] si scrive xpp r—p)(z) -sgn(z), con 0 < b < 7/2.
Per b = 0 si ottiene lo sviluppo della funzione segno. La figura seguente mostra i
primi cinque polinomi di Fourier di ordine dispari della funzione segno.

-5

sin 5b

27b in 3b
2. f(z) = - [5 +sinb cosx + % cos 3z + cos bz + .. } (esempio 3.5-1)

— 1

—-b b
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La restrizione di f all'intervallo [—, 7] si scrive x[_p ) ().

4 cos3xr cosbr cosTx
3. f(x)z;[cosx— 3 + - . }
- 1
I I I I
I I I I
I I I I
I I I I
I I I I
I I I I
I I I I
I I I I
I I I I
I I
I L L I | I
-6 -4 -2 2 a4l 6
| | | |
I I I I
I I I I
I I I I
I I I I
: : : :
I I -1 I I

La restrizione di f all'intervallo [—m, 7] si scrive sgn(m/2 — |z]).

sin2x  sin3z ]

4. f(z)=-2 [sinx + 5 + 3 (] grafico monometrico)

6 -4/—7 -2 2 4 6
-1
=2

- 2

La restrizione di f all’intervallo [—m,x] si scrive @ — sgn(z) - 7. La figura seguente
mostra i primi cinque polinomi di Fourier della funzione considerata.




(© 88-08-07923-6 ESERCIZI

5. f(z) = i[sinar;—

sind3x  sinbx ]
2

/\ . V\ P
/6 4 N2 2 4 ‘
4
La restrizione di f all'intervallo [—7, 7] vale  per |z| < m/2, vale sgn(z) - m — x per

m/2 < |z| < 7. La figura seguente mostra i primi cinque polinomi di Fourier della
funzione considerata.

(] grafico monometrico)

b 2 1 —cos2b 1 —cos3b
6. f(x)zﬁ—i—g[(l—cosb) cosx+2—zcos2x+3—20 3z + .. ]
A 1
27,5 =B -2.5‘ ‘2.5 5 7.5
—b b

La restrizione di f all'intervallo [—, 7] vale (1 — |z/b])" = max{1 — |z /b, 0}.

7. f(x) = (cosz)" = max{0,cosz} =
1 n cosz | 2 (cos 2z  cosdxr  cosb6x )
-

T2 13 35 5.7
(esempio 3.4-2)
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14 CAPITOLO 3. SERIE DI FOURIER (© 88-08-07923-6

A 1
7.5 =5 =29

La figura seguente mostra i primi cinque polinomi di Fourier della funzione f.

2.5 5 7.9

4 (cos2x cosdxr  cosbx
— — o). io 3.4-1
7r<1-3 3.5 + 5.7 + > (esempio 3.4-1)

La figura seguente mostra i primi cinque polinomi di Fourier della funzione f.




