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Complemento all’esempio 4.4-8: la retta dei minimi quadrati

Riprendiamo in considerazione gli errori (o scarti, oppure ancora residui)

i = Yi — Ui = Yi — MTi =,
dove s’intende che m e ¢ sono i valori calcolati in base alle (9) e (10). Si ha
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La (*) & conseguenza immediata della formula
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equivalente alla (9). Ne segue che 7 non ¢& soltanto la media aritmetica delle “ordinate sperimentali” y; ma
anche la media delle “ordinate stimate” dal modello, cioe le ;:
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Quanto alla (**), riprendiamo il calcolo che ci ha condotto alla (10). Da s =Y. e? = >, (y; — mz; — q)?,
derivando rispetto ad m e uguagliando a 0 si trova
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—ZmZ(yi—mxi—q)xizo — Zeixi:().
i=1 i=1

Ne segue, combinando l'ultima auguaglianza con la (*),
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doeidi=) e(mritq)=my exi+qy e=0.
i=1 i=1 i=1 i=1

Un modo equivalente per formulare 'uguaglianza (**) si ottiene considerando il vettore n-dimensionale
degli errori e;, i = 1,2,...,n, cioe quello avente come componenti le differenze y; — 3;, ed il vettore degli
scarti delle ordinate stimate dalla loro media, dunque il vettore di componenti g; — ¥; questi vettori sono
ortogonali tra loro, nel senso che la somma dei prodotti delle componenti di uguale indice (il loro prodotto
scalare) & nullo. Infatti
n n n n
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Un misura della variabilita delle ordinate y; ¢ data dalla loro devianza, cioe dalla somma dei quadrati
degli scarti dalla media:

n

Z(yz -7)%

i=1

Se scriviamo ciascun scarto facendo intervenire 'ordinata stimata ¢;, abbiamo la seguente espressione
per la devianza:



= Z —9) +Z —7)*+2 Z(yz = 9:)(9i — )
= yt —|—Z

i=1
in quanto la terza somma nella penultima riga € nulla in forza della (***).

Dunque la devianza delle y; si spezza in due somme: la devianza delle 3;, cioe la devianza “spiegata
dal modello”, ed una somma residua, >, (y; — )2, che non & “spiegata” dal modello della retta dei minimi
quadrati. Il modello & tanto migliore quanto piu questa seconda parte € una piccola frazione della devianza
totale.

Cio induce a scegliere come indice della bonta del modello il rapporto tra la devianza spiegata e la
devianza totale, dunque il rapporto

> —7)?
Zi(yi - y)Q.

Evidentemente R? & compreso tra 0 e 1: il modello ¢ tanto migliore quanto pilt R ¢ prossimo a 1.

R? .=

Possiamo dare un’espressione diversa ad R? se ricordiamo che le differenze y; — % si scrivono m(x; — 7)
e successivamente utilizziamo il valore di m fornito dalla formula (10) del testo. Otteniamo

R2 — > — )? 2 S (2; — 7)2 )
2 — ) >y —7)?
IS - D@ -9 Sy
2i(wi —T)? >y —)?
_ Do (@i —7)(ys — y)]Q
Yi(e -2 (g - 9)*

Dunque R? puod essere considerato come il quadrato del rapporto (compreso tra —1 e 1)

_ >i(xi —T)(yi — 7)
\/Zz(‘r’b —T)? \/Zz(yl -
esso viene chiamato coefficiente di correlazione tra le x; e le y;. Nello spazio n-dimensionale esso puo essere

interpretato come il coseno dell’angolo formato tra il vettore di componenti z; — T e quello di componenti
y; — 7. Evidentemente si ha |r| = R.

Se r > 0 si ha una correlazione positiva tra le x; e le y; (intuitivamente: le ordinate crescono al crescere
delle ascisse); il contrario accade se il coefficiente di correlazione & negativo.

Ricordiamo al lettore (v. Laboratorio 4.4-1 a pag. 532 del testo) che le quantita a numeratore e denomi-
natore del coefficiente di correlazione si possono piu agevolmente calcolare mediante le identita

Zm—wzzxs—g(zxi)? -9 =Y - (Xu)

%

Z(.’E—(E szyz__zyl Zyl
i

Per concludere, osserviamo che le due variabili x e y giocano due ruoli completamente distinti. La retta
che abbiamo calcolato va sotto il nome di retta di regressione di y rispetto a x, secondo una terminologia
che risale al biologo inglese Francis Galton (1822-1911).

Essa viene utilizzata per stimare i valori delle ordinate y a partire da valori misurati della x. Si pensi
ad una categoria di pazienti su cui e necessario rilevare un dato clinico y, di difficile misurazione: se esso e
“fortemente correlato” con un dato z di facile misurazione (nel senso che la retta di regressione di y rispetto
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ad z, sulla base di dati sperimentali ottenuti suun campione di pazienti, presenta un valore di R prossimo a

1), allora & conveniente una misura indiretta di y a partire da una misura diretta di .

Si dice anche che la variabile x gioca il ruolo di “predittore”.



