Funzioni continue

Definizione di limite e di funzione continua

m Esercizio 1.
Dire quali delle seguenti funzioni sono continue.

x € [0, 1]

= f:[0,1]UI2 3] >R, f(x)z{ x e[2, 3]

NIk X

Pl ot [Pi ecewise[{{X, X <=1}, {1/2, x >=2}}], {X, 0, 3}]
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f & continua.

Infatti, fissiamo y<[0,1]. Per tale fissato y posso trovare un suo intorno in [0,1] che non
interseca [2,3]. In tale intorno quindi f(X) = x, equindi lim,_, f(X) = y= f(y).
Analogamente, se fissiamo y2,3], possiamo trovare un suo intorno in [2,3] che non inter-
seca[0,1]. Intaleintorno quindi f(x) = 2, e quindi lim,.y f(x) = 3 = f(y).

CosiV ye [0 1] U [2 3] 3 limegy f(X) = f(y).
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2x-1 xe|0, 2]

= f:[0 3]>R, f(X)={ 7-x% xe€]2 3]

Pl ot [Piecewise[{{2x -1, x =2}, {7-Xx"2, Xx>2}}], {X, 0, 3}]

ol
f econtinua. Sig, infatti, y € [0, 2[. Per tale fissato y posso trovare un suo intorno in [0, 2[
che non interseca ]2,3] e sul quale quindi la funzione vale f(x)=2x- 1, e quindi
limy,y f(X) =2y - 1= f(y). Analogamente per ogni fissato y €] 2, 3] posso trovare un suo
intorno in ]2, 3] che non interseca [0,2] e sul quale quindi la funzione vale f(x) =7 — x?,
quindi limy_y f(x) =7 — y? = f(y). Inoltre, A lim,,, f(x) = 3= f(2).

Cioe V y e [0, 3] 3 limy,y f(X) = f(y).

m Esercizio 2.
X xe [0, 1]
1

Siaf : [0, 5] >R, f (X) = Xxecll, 5]

2
Direquali dell eseguenti affermazi oni sono vere.

Plot[ Piecewi se[ {{x, x <=1}, {1/2, x > 1}}], {x, 0, 5}]

Il grafico di f eil seguente:
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e f econtinua.

Falso. Infatti lim,.1 f(x) = 5 # 1= f(2).
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f non e continuain 1.
Vero. Infatti lim,1- () = 5 # 1= f(D).

e f ([0, 5]) eunintervalo.

Vero. Infatti essendo f continuasu [0, 1], intervallo, per il teoremadi Bolzano, anche f ([0, 1]) € unintervallo, in particolare
f([O, 1]) = [0, 1]. Analogamente essendo f continuasu ]1, 5], vale f(] 1, 5]) intervallo, in particolare f(]1, 5]) = {%} Cosi
£([0,5)) = f(10, 1) U {3} =10, 11U {3} =10, 11.

Si noti chein questo caso f ([0, 5]) € un intervallo nonostante non valgano le ipotesi del teoremadi Bolzano (perché f non &
continua):

e f ([0, 5]) non eun intervalo.
Falso. Vedi punto precedente.

m Esercizio 3.
Siaf:]0, +of >R e supponi anb che esi stanolim_gf (x) =3, lim_,,f (x) =5.
Diresel eaffermazi oni seguenti sono vere.
e esistelimn,, f(5)=3.
Vero. Lo verifichiamo con la definizione di limite.
Se f : A= R e xp epuntodi accumulazioneper A, diciamo che Jlim,_y, f(X) =1 €R & V (Xy)hySUccessione in A — {xo}
taleche x, — %o, il limite della successione f (x,) &1, cio f(x,) - I.
I punto O & nel derivato di ]0,0¢. Sapendo per ipotesi che 3 limy_o f(X) = 3, poiché la successione % - 0, applico la

definizione di limite ottenendo che esiste lim .. f(%) =3.
e esistelimn, f(5)=5.
Falso. Per il teoriemadi unicitadel limite per le successioni e perché abbiamo giavisto che esiste limp,_,., f(%) =3.

e non abbiamo informazioni sufficienti a garantire I'esistenza del limite della
successione f ().

Falso. Per il punto precedente.

m Esercizio 4

Siaf:]0, +o[ R continua.
Dire se le affermazioni seguenti sono vere.

2 x2+5)
x2-3 )

e Esistelim,_,.. f(
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Vero. Richiamiamo il seguente teoremasul limite di una funzione composta:
Flimy,y, F(900) =me (A limy, g(x) =) e (g(X)#H V x # Xo) oppure(f continuainl)) e (I limy.,; f(y) = m)).

2
Verifichiamo che valgail secondo membro dell'equivalenza con g(x) = 2);:::
. 2X%+5
- |Imxﬁo<, m =

- f continuain 2 per ipotesi.
-3limy_ f(y) = f(2) perchéf e continuain 2 per ipotesi.

e Esistelimy_,o, f(X).

Falso. Un controesempio € dato dalla funzione f (x) = sin(x), che non halimite per x—»o |l grafico di f € riportato qui sotto.
Per vedere che f non ha limite per x—co troviamo due successioni Xy, X, per cui f(xx) e f(xy) hanno limiti diversi e applichi-
amo la definizione di limite data nell'esercizio 3. Per esempio:

Per x = 2kmrvale f (2km) = 0V k e N, mentre per x, = g +2nrvae f(g +2nm)=1YneN.

Pl ot [Sin[x], {x, 0, 100}]
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e Non abbiamo informazioni sufficienti agarantire I'esistenza di limy_,, f ( 35;;").
Falso. Verifichiamo che valgail teorema enunciato a punto precedente con g(x) = %:

- 3e45x _

-3dlime, = 3.

- f continuain 3 per ipotesi.
-3limy,3 f(y) = f(3) perchéf & continuain 3 per ipotesi.

e Esiste limy_4 f(X).

Vero. Perche 4 & punto di continuitadi f, quindi, per definizione di funzione continuain un punto, esiste limy_4 f(X) = f(4).
e Esiste lim, o f(X).

Falso. Un controesempio € dato dallafunzione f(x) = s n(%) il cui grafico é riportato di sotto.

Il limite non esiste perché troviamo come nel caso precedentemente esaminato della funzione sin(x) due successioni x = ﬁ

1 e l
eXn= = che hanno limiti diversi.

—+2nm
2
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Plot [Sin[l/x], {X, 0, 000000000001, 1}]
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m Esercizio 5

Siaf:[0, +of >R e supponi ano cheesistalin,,f (X) = -ow.
Dire sel eaffernmazi oni seguenti sonovere.
e f einferiormente limitata.
Falso. Selo fosse, per definizione di funzione inferiormente limitata, esisterebbe me R taleche f(X) = mV x= 0.
Maallora, per ogni successione (X,) in [0, oof, f(Xn) = M. Questo & in contrapposizione con I'ipotesi limy_,., f(X) = —co.
e D(f) einferiormente limitato.
Vero. D(f)=[0, +oo[. O=inf D(f).
oinf f =-

Vero. Dal'ipotesi che limy_,., f(X) = —co. Infatti, per definizione inf f = —co seY meR Axe D(f) tale che f(x) <m. Ma
questo e vero percheé lim f(x) = —co.

X—=00

e Non abbiamo informazioni sufficienti a garantire I'esistenza di minimo per f.

Falso. I| minimo non esiste (vedi punto successivo):

e Non esiste min f.

Vero. Infatti, qualora esistesse x € [0, oo tale che f(x) =inf f, poichéinf f = -0 dovrebbe essere f(x) = —c0. Ma questo &
assurdo.

Teorema degli zeri e dei valori intermedi

Dire se le affermazioni seguenti sono vere:

m Esercizio 1.

Sia f : [3; 5] —>R continua e tale f(3) =2, f(5) =7 Allora esiste xe]3,5[tale che
f(x) = 4.
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Vero. Essendo f continua per ipotesi, per il teoremadel valori intermedi f ([3, 5]) € un intervallo che chiamiamo I. Per
ipotesi s sa che {2, 7} c |, quindi tutti i numeri compresi tra 2 e 7 sono contenuti nell'intervalo I. In particolare

4el = f([3,5]) quindi esiste x e [3, 5] taleche f(x) =4, ma f(3) =2 e f(5) =7, quindi hon possono essere i punti 305 ad
aver immagine 4, cioé x €] 3, 5[.

m Esercizio 2.

Saf :[3; 5] U [6; 7] » R continuaetaeche f(3)=-2, f(7) =5. Allora
a) esistex € [3,5] taleche f (x) = 4.
-2 xel3, 5]

5 xel6, 7] che é continua su [3, 5] U [6, 7] manon assume mai

Falso. Un controesempio & dato dalla funzione f(x) = {

il valore4in[3,5](_[6,7].

Pl ot [Pi ecewise[{{-2, 3 <X <=5}, {5, x >= 6}}1, {X, 0, 7}]

b) non sono verillcate le ipotesi del teorema degli zeri, quindi non possiamo dire se la fun-
zione s annulla.
Vero. In effetti f non é definita su un intervallo [a, b]. quindi non sono verificate le ipotesi del teorema. Questo non implicsa

che latesi del teorema siafalsa, maci obblida ad una verifica direta. Portiamo due controesempi per vedere che non si puo
né garantire né negare I'esistenza di un punto in cui lafunzione sia zero.

V ogliamo dapprima rappresentare graficamente una funzione che sia continua su [3; 5] U [6; 7], valga-2in x=3,5in x=7
e che si annulli in un punto del dominio.
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Un esempio di funzione continuache vale-2in x=3,5in x=7 eche nonsi annullamai in [3; 5] U [6; 7] € quelladel punto
a

m Esercizio 3
Siaf : [0; +oo] >R, f(x)=-€*+x*+4cos(x). Allora

e esiste limy_, o F(X)

Vero. limy,,., f(X) = —co perché, essendo cos(x) < 1 per ogni X, vale —€** + x* + 4cos(x) = —€** + 0(€®¥) > —co.

X—+00

e f haameno uno zero.

Vero. Osserviamo anzitutto che f é continua perché sommadi funzioni continue. Vogliamo applicare il teorema degli zeri.
Osserviamoche f(0)=-1+4=3>0, ed esistelim,_,,, f(X) = —c0 , pertanto esiste M > 0tale che f(M) <0 e f continua
su [0, M] posso applicare il teoremadegli zeri concludendo che 3 x tale che f(x) = 0.

Pl ot [-Exp[3 Xx] +Xx"4 +4 Cos[x], {X, -0, 1.5}]

m‘ ~oe—_o08 10 12 14
—20:—
—40:—
—60:—
—80:—

= Esercizio 4

Saf :] — o, 5 - R continuaetadecheesstelimy,_, f(X) = 3ef (4 = -2. Allora
e f haameno uno zero.
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Vero. Osserviamo che, poiche limy_,_., f(X) = 3> 0, per il teorema di permanenza del segno, esiste un intorno di —co ove
f & sempre positiva, cioé 3M <0 tae che f(x)>0V¥ x<M. Fissamo m< M. Allora f & continua su [m, 4],

f(m) >0, f(4)<0. Possiamo dunque applicare il teorema degli zeri sull'intervallo [m, 4] per concludere che esiste
xe]m, 4] taleche f(x) =0.

e f nonassumeil valore5
Falso. Un controesempio € portato da una funzione che sia definita in maniera continua su ] — oo, 5[ in modo tale che

Alimf(x) = 3,3 f(4)=-2 edlimf(x) = adoveaéun numero arbitrario tale che a > 5.
X-5

X—>—00

ol
e fassumetutti i valori in[-2, 3.

Vero. Essendo f continuasu | — oo, 4] che &€ unintervallo, per il teoremadei valori intermedi f(] — oo, 4]) € unintervalo, in

particolare € l'intervallo delimitato da inf f e sup f. Poiché f(4)=-2, inf f <2. Allo stesso modo, poiché esiste
|-c0,4] 1-0,4] ]-c04]

lime,_o T(X) = 3, sup f=3.Ddtraparteil vaore-2éassuntoda f in4, cosi [-2, 3[ c f(] — o, 4]).
]-c0,4]

o f(]—00,4)=[-2, 3

Falso. Lafunzione f definitain risposta alla seconda domanda assume il valore 5 che é fuori dall'intervallo [-2, 3[.

Teorema di Weierstrass

Dire se le affermazioni seguenti sono vere.

m Esercizio 1

Saf:[0,4 >R, f(x)=e*+x%-7.Allora f hamassimo.

Vero. Perché sono valide le ipotesi del teorema di Welerstrass: f € continua su [0, 4] perche sommadi funzioni continue su
[0, 4] e [0, 4] eunintervallo chiuso e limitato.
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m Esercizio 2

Sia f : [0, 4] » R continua. Allora f verificale ipotesi del teorema di Weierstrass e quindi
ha massimo.

Falso. Perche [0, 4[ non & un intervallo chiuso. Un controesempio é dato dalla funzione continuain [0, 4]
f(x) = ﬁ chetende a +oco per x - 4-.

12x101 |
1.0x 10
8.0x 1012
6.0x 1012

40x102

m Esercizio 3

Siaf:]0, 4 >R, fx = €9 Allora

X

o fverificaleipotes del teoremadi Weierstrass e quindi ha massimo.

Faso. L'intervallo 10, 4[ infatti non € chiuso. La funzione f non ha massimo perche limy_ o f(X) = +co (vedi punto
SUCCESSIVO).

e sup f =+ooquindi f non hamassimo.
xe] 0,4]

Vero. Infatti 3 limy.o f () = lim, - T2 = lim, o * = +co.
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