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1 Esercizio 1

. _ n HHulx) _ . - .
Dato Uoperatore L= 37 a;; Tgy ? OOL A = (a,;) simmetrica definita

positiva, esiste una soluzione fondamentale I'y per loperatore L.

Adlora vale LT'p(x — y) = 0 per y # x. Prendiamo la palla B(x,r) in modo
che sia contenuta in €, e sia v € C*(Q). Otteniamo:
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Usiamo il teorema della divergenza:
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Ma dato che (a, ;) = A

ATy, (x— .
. Z:J_l - L"I:; y}wj{y] =< AVIp(x —y) viy) =

ATL(z—y) Hu .
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Dunque andiamo a sostituire e otteniamo:

0= / < AVT (= ). v(y) > uly)do(y)
oB(x,r)

— / < AVI(z —y),v(y) > u(y)do(y)
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Vediamo subito che I3 — — f(B( < AVT'p(z —y),Vu(y) > dy per e — 07

z,r)

percho:

non capisglo
/ < AVTy(e =), Vuly) > dy| < [Vllimoon 7 [ dy=
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= ||VH|[LW(B(I,,.));—1ICQEH =Ce—=0

Dato che lim, g+ f‘dB(z.e) < AVTp(x — y),v(y) > do(y) = 1. allora

fb‘B(I €) < AVFL(“C - y)7 V(y) > u(y)do(y)
< AVl (z—y),v(y) > d == :
-[&B(J:,e) L(z—y),v(y) o(y) lim, g+ faB{z.e) < AVT(x — y),v(y) > do(y)

dunque mandando al limite per € — 07 otteniamo

non capisco
oy <AVIL(z —y),v(y) > u(y)do(y)
I — — lim
=0t [opg < AVIL(z —y),v(y) > do(y)

Ma quest’ultimo termine rappresenta una formula di media per u(y) sul disco

IB(x, €), possiamo riscrivere allora definendo, fissato x, la misura
dp(y) =< AVIy(x = y),v(y) > do(y)
e otleniamo

Jopeo < AVLL(E —y),v(y) > u@)do(y)  [opg.o wv)duy)
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Dunque per e — 07 abbiamo che Iy — —u(x) e percio vale la formula di

— 0+ u(z)

rappresentazione

u(z) = f < AVT'(z—y),v(y) > u(y)da(y)—/ < AVT'(z—y), Vu(y) > dy
AB(x,r) B(x,r)



2 Esercizio 2

Sia Lt = Au+ b - Vu, se w ¢ tale che Lu = 0 su (), allora ¢« assume
massimo sulla frontiera di 2.
Infatti, supponiamo per assurdo che assuma massimo all'interno di €2, in un
punto . Allora
Vulry) =10
Aufxg) <0
Allo stesso modo si dimostra che se Lu < 0 su 2, allora « assume minimo

= Lu(rg) < 0 da cui assurdo.

sulla frontiera di €.

Se invece Lu = 0 su €, definiamo la funzione v := ¢"*, prendendo b; £ 0,
e osserviamo che Lu = b2eb® 4 hebie = 2p2eb = (su ().
Allora L{u + ev) = 0, e per quanto mostrato prima, otteniamo

max(u + ev) < max(u + ev)
a o an
Dato che ¢ ¢ arbitrario, passiamo al limite per ¢ — 07 e otteniamo

HIAX 1 < TAX 1
a0

Allo stesso maodo s dimoestra, prendendo v = —e%%, che se Lu < (0 allora

it = 1min
¥ a0

Duneue se Lu = (0

Lu =1 INaxs 1 < MaXgn o
—_—
Lu=10 ming u = mitgo u

Dungue « assume massimo e minimo sulla frontiera di 0.



3 Esercizio 3

Supponiamo per assurdo che esista un punto xy tale che u(xg) = (.
Allora, dato che limsupy,,, u(y) < 0, per ogni ¢ piccolo a piacere esiste
un 4, = 0 tale che se @ sta fuori dalla palla B(x, 4, ), vale u(x) < e

Scegliamo e = “[LJ"} e poniamo d.., = & e consideriamo la palla B{x,, §).

-
Dato che al suo interno Au > 0, il massimo di v sulla palla ¢ raggiunto sul
bordo. Ma fuori dalla palla w(x) < %‘“’}, quindi per la continuita di « la
disuguaglianz a vale anche sul bordo. Allora:
ulay)

< A M S max u s ——
Bizy.8) a8(xq.8) 2

da cui l'assurdo, percio u(x) < 0 su E" e percid supg. u(x) < 0






