Esercizio 1

Sia A = (a;;) una matrice n x n simmetrica, definita positiva, a
coefficienti costanti. Sia ) un aperto di R" e sia u una funzione di
classe C?(Q2 x R, R), soluzione dell’equazione

(1) Oyu = Z aijOp;u
v]
Determinare una matrice n X n V' invertibile tale che posto
v(y,t) = u(Vy,1),
v sia soluzione dell’equazione
(2) o = Av.

Verificare anche che, se v ¢’ una funzione di classe C? soluzione di (2),
allora

u(z,t) = v(V'a,t)

e’ soluzione di (1).

Esercizio 2 Sia L 'operatore definito

2
(3) Lu = O — g aijO;;u,
tj
con a;; simmetrica, definita positiva e a coefficienti costanti. Usando il
risultato dell’esercizio 1, determinare una funzione I'4 tale che

(4) LFA(ac,t) = O,
in R"x]0, 00| e tale che

/ Lz, t)de =1
per ogni t > 0

Esercizio 3
Sia L come sopra, e ['4 la funzione determinata nell’esercizio 2. Sia
poi g una funzione continua e a supporto compatto in R”, e sia

(o t) = [ Tao = yit)g(u)dy
Verificare, derivando direttamente u, che e’ soluzione del problema

Lu(z,t) =0, (x,t) € R"x]0, 00|, u(z,0) =g(z), € R"

Esercizio 4



Sia L come sopra, e ['4 la funzione determinata nell’esercizio 2. Sia
poi f una funzione di classe C? a supporto compatto in R"x]0, ool, e

u= //FA T =yt =7)f(y, 7)dydr.
Verificare direttamente (derivando u) che e’ soluzione del problema

Lu(z,t) = f(x,t), (z,t) € R"x]0, o0, u(z,0) =0, z € R"

Esercizio 5
Sia
—|x|?
e 4t

(4mt)n/?
la soluzione fondamentale dell’equazione del calore in R"x]0, col.

Indicare U((z,t), R) un insieme di livello della soluzione fondamen-
tale

I' =

U((z,1), R) = {(x,1) : <R"?}, N=n+2

[(z,t)
Provare la seguente formula di rappresentazione per funzioni regolari
sugli insiemi di livello della soluzione fondamentale

U((L’,t) - / aﬂ?zr(x - yut - y)yi(y,T)u(y,T)da(y,T)—k
oU((z,1),R)

1
U((z,t),R)

Esercizio 6
Sia ora I'y la soluzione fondamentale dell’operatore (4). Indicare
Ua((z,t), R) un insieme di livello della soluzione fondamentale

Ua((e, 1), ) = {(@,1) s

Provare un’analoga formula di rappresentazione sugli insiemi di liv-
ello della soluzione fondamentale

um¢%=/ 40T Al — y,t — y)vy(y, TYuly, 7)do(y, )+
U ((z,t),R)

<RV, N=n+2

1
+/ <FA(x_y7t_y) RN 2>Lu(y7 )dydT
UA((I,t),R)

Esercizio 7
Dedurre la seguente formula di media solida per soluzioni di classe
C? dell’equazione Lu = 0
2



i0p Talr —y,t — 7). Talr —y, t —
U(l‘,t) _ C/ Q35 Ox; A(IE 3; T) j A(‘T Yy T)U(y77>dyd7'
Ua((2,t),R) (r —y,t—7)

Esercizio 8
Si dice che u € C%(Q2x]0,T] € sottosoluzione dell’equazione del
calore se

u < Auin)0, 7]
Provare che una sottosoluzione verifica la seguente diseguaglianza

F _ _ 2
u(a, 1) < / VI =9t =D oy, )
Ultr) LT —y,t—T)

verificare inoltre il principio di massimo debole per le sottosoluzioni.

Esercizio 9
Scrivere una formula di rappresentazione esplicita per le soluzioni del
problema di Cauchy

Ou = algu +buy +cu, v € R, >0 u(z,0) =g(z)z e R

dove a, b, ¢ sono coefficienti costanti. Provare che, se ¢ < 0 e g €’
limitata allora w(z,t) — 0 as t — +oo (Hint: si scelga h,k tali che
v(z,t) = u(x, t)e"®+* ¢ soluzione dell’equazione del calore

Esercizio 10 Sia () un aperto limitato. Utilizando il fatto che se una
successione (uy,);, converge debolmente ad una funzione u in W,2(Q) si

ha
/|Du|2§ lim /|Duk]2,

min /|Du|2
weWy2(Q), ||ull2=1Jq

provare che esiste



