1. ESERCIZI

Esercizio 1 Sia ug €’ di classe C?, u; € C! Risolvere il problema seguente con
il metodo di separazione di variabili:

Ut = Ugy O<z<mt>0
u(z,0) = up(x) 0<z<m
us(x,0) = up (z) 0<z<m

u(0,t) = u(m,t) =0 t>0

Esercizio 2 Sia ug €’ di classe C2, u; € C! Risolvere il problema seguente con
il metodo di separazione di variabili:

Upp = Ugy O<x<mt>0
u(z,0) = up(x) 0<z<mw
ug(x,0) = up (x) 0<z<m

uz(0,t) = ug(m,t) =0 t>0

Esercizio 3
Considerare il problema, con ug di classe C? e u; di classe C!
9 0

Ut = CPUgy re R t>0
u(z,0) = ug(x) reER
ug(x,0) = uy(z) reR

e provare che ogni funzione del tipo u(x,t) = f(z+ct)+g(x —ct) € soluzione
dell’equazione

e determinare f e g in modo che u sia soluzione del problema, con un metodo
analogo al metodo di D’alambert

Esercizio 4
Considerare il problema

Ut = CPUgy r e Rt>0
u(z,0) = ug(x) r€R
ug(x,0) = ug (z) reER

Supponiamo che u sia soluzione di classe C?, e che ug e u; siano a supporto com-
patto. Indichiamo

+00 +oo
k(t):/ u?(z,t)dx p(t):/ u?(x,t)dx

— 00
Provare che

e la funzione E(t) = k(t) + p(t) €’ costante
e k(t) = p(t) per t sufficientemente grande

Esercizio 5 Sia @ C R™ un aperto e sia (ej) una base ortonormale di L?
costituita da autovettori del Laplaciano con condizioni nulle al bordo. Siano f €
L2([0,T],L*(Q)) uo € W¢2(Q), u1 € L*(2). Per ogni N fissato, indichiamo

N N N
In(t) = Z < f(t),er >, uonN = Z < up, € >, UIL,N= Z <up, e > .
k=1 k=1 k=1
Per ogni N esiste una soluzione uy del problema
Opuny = Aupy reQt>0
un(z,0) = uon () x €
Orun (2,0) = uin(x) zeN

un(z,t) =0 x€edt>0
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ed esiste una costante C' tale che

e (1l (llwg -+l (120 ) < (1Al qo:m) 22 Hilox g o+l 2o

Provare che esiste una costante C7 tale che

[|Osun!|Leo,m,m5-1(0) < C1 (HfNHLZ([o,T],LZ(Q)) + [luo,Nllwa o) + HU1,N||L2(Q))



