Esercizio
Sia assegnato

A= {(17 1)7 (17 2)7 (27 1)7 (27?’)7 (274)7 (37 2)7 (373)}

(i) Calcolare il valore di o € R per cui la funzione p : R?* — [0, 1],
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e una densita di probabilita.
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(ii) Siano X e Y sono due variabili aleatorie di densita discreta congiunta
p, come assegnata al punto (i) di questo esercizio. Calcolare

E[X +7].
R.
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(iii) Calcolare le densita marginali px e py della variabile aleatoria 2—dimensionale
(X,Y) definita al punto (ii). Calcolare E[X] e E[Y].

R. Sei=1,2,3 allora

px(i)=a > pi,j) =
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altrimenti Py (i) = 0. Se j = 1,2, 3,4, allora

py(J) =« Z p(
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altrimenti py (j) = 0.



Per quanto riguarda E[X] e E[Y] abbiamo:

mentre

In particolare

1 11
EX+Y] =% = BX] + B[Y] = a2 + o2,
7 3 3
Calcolare Var(X), e Cov(X,Y).
Poiché
Cov(X,Y) = E[XY] — E[X]E[Y],
iniziamo con il calcolare
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Cov(X.Y)=a— —a?"— ="~ —2 674.
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Inoltre
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X) = E[X?] — (E[X])* = ~
Var(X) = BIX?) - (B[X)) > e ~ 0,08
Determinare la retta di regressione.
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Pertanto I’equazione della retta di regressione e
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Esercizio

Sia X una variabile aleatoria di densita normale N (0, 1). Determinare la
densita della variabile aleatoria exp(X). Disegnare un grafico qualitativo di
tale densita.

R. La variabile aleatoria Z = exp(X) ha funzione di ripartizione

Fy(t) = P(exp(X) <1).
Quindi se t < 0 allora Fz(t) = 0. Mentre se t > 0

2

1 logt .
Fz(t) = Plexp(X) < ) = P(X < logt) = —— / o ds.

Pertanto una densita di F; si ottiene derivando F;. In particolare se t > 0

1 _ (logt)?
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mentre se t < 0 tale densita ¢ nulla.

Esercizio

Siano {X;}1<i<, variabili aleatorie indipendenti ciascuna di densita di
Poisson di parametro % Fornire una stima di

"X, 1 1
P SR P—
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R.
Se ogni X; ha densita di Poisson di parametro % allora
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Quindi
VarlX) = BX?) - (BIX)) =5 — =2 =

Si noti che questo calcolo vale per ogni parametro lambda nel caso di una
densita di Poisson. Ovvero per variabili aleatorie con densita di Poisson di
parametro A si ha E[X]| =\ = Var(X).

A questo punto abbiamo due opzioni. Se utilizziamo la disuguaglianza di
Chebyshev per la legge dei grandi numeri otteniamo che
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D’altra parte, poiché vale

|Z___| 0’ |Z___|—100)

e in generale si ha
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allora anche per pu = % avremo
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D’altra parte per il Teorema del limite centrale

2 Xi—np _ S* ~ N(0,1),
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per n — +00, si deduce che
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con Z = Zln:;—\)/i{"“ variabile aleatoria che si approssima con la Gaussiana
N(0,1).
Pertanto
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e ® ¢ la funzione di ripartizione con distribuzione normale (Gaussiana) N (0, 1)
di Z.

Esercizio

Sia X una variabile aleatoria di densita esponenziale. Calcolare per quale
valore reale ¢ ¢ soddisfatta I’equazione

1-(P(Z < )—P(Z < ) = 2%( )

dove con F si indica la funzione di ripartizione della variabile aleatoria X.
R.

In questo caso per t > 0,
t
Pelt) = A [ s = (e Mz =¥ 41
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mentre Fy(t) Quindi vogliamo risolvere I'equazione

2
FX(Q) - 57
per cui
2
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da cui
1 = e M,
3
cioe —\q = log%, da cui ¢ = —ilog% = ilog 3. Il valore cosi ottenuto e

chiamato quantile di ordine 2.
Esercizio Siano X e Y due variabili aleatorie di densita esponenziali
indipendenti rispettivamente di parametri 3 e 5.
Calcolare
P(Y < 2X).

R. In qusto caso, poiché le variabili aleatorie sono indipendenti, la densita
congiunta (X,Y) & data dal prodotto delle densitmarginali. Pit precisamente
la densita congiunta per s > 0et >0

f(s,t) = Ape e H



mentre varra 0 per s < 0ot < 0.
Quindi

P(Y <2X) = / f(s,t)dsdt = /
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