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Esercizio

Calcolare il volume della spera di raggio r in R3.

Sia A = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 < r2}.
Procediamo prima applicando il teorema di riduzione:

Az = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < r2 − z2},

Π3(A) = {z ∈ R : Az 6= ∅}.

Pertanto, Π3(B) = [−r, r], perché occorre che r2 − z2 > 0. Quindi:

mis(A) =

∫
A

dxdydz =

∫ r

−r

dz

∫
Az

dxdy

=

∫ r

−r

mis(Az)dz =

∫ r

−r

π(r2 − z2)dz

= 2πr

∫ r

0

(r2 − z2)dz = 2[r2z − 1

3
z3]r0 =

4

3
πr3.

Supponiamo ora di procedere effettuando un cambiamento di variabili. Poniamo:

Γ :]0, +∞[×]0, π[×]0, 2π[→ R3 \ {(x, 0, z) ∈ R3, x ≥ 0}
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dove Γ(ρ, φ, θ) = (x, y, z), 
x = ρ sin φ cos θ

y = ρ sin φ sin θ

z = ρ cos φ

La matice Jacobiana associata a Γ è la seguente:

detI(ρ, φ, θ) =


sin φ cos θ, ρ cos φ cos θ, −ρ sin φ sin θ

sin φ sin θ, ρ cos φ sin θ, ρ sin φ cos θ

cos φ, −ρ sin φ, 0

 .

Sviluppando i calcoli otteniamo

detI(ρ, φ, θ) = ρ2 sin3 φ cos2 θ + ρ2 cos2 φ cos2 θ + ρ2 sin φ sin θ(sin2 φ sin θ + cos2 φ sin θ)

= ρ2 sin φ cos2 θ(sin2 φ + cos2 φ) + ρ2 sin φ sin2 θ

= ρ2 sin φ(cos2 θ + sin2 θ) = ρ2 sin φ.

Pertanto A \ {(x, 0, z) ∈ R3, x ≥ 0} = Γ(B), dove

B = {(ρ, φ, θ) ∈]0, +∞[×]0, π[×]0, 2π[: 0 < ρ < r}

con Γ : B → A \ {(x, 0, z) ∈ R3, x ≥ 0} cambiamento di variabili. Quindi, essendo

{(x, 0, z) ∈ R3, x ≥ 0} un insieme di misura nulla in R3, concludiamo

mis(A) =

∫
A\{(x,0,z)∈R3, x≥0}

dxdydz =

∫
B

| ρ2 sin(φ) | dρdφdθ

= 2π

∫ π

0

sin(φ)dφ

∫ r

0

ρ2dρ =
4

3
πr3.
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