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1. PREREQUISITI

Teoremi di esistenza del limite per successioni monotone. Formula di Taylor con resto di
Peano e con resto di Lagrange.

2. LA SERIE GEOMETRICA

Sia r un numero reale. Definiamo la seguente successione (r"),en. Costruiamo ora una
nuova successione a partire dalle somme parziali nel modo seguente Sop = % =1, Sy =70 + 7,
Sy =104 r+72..8,1 =8, +r". Daltra parte

rSp =1+ r 4+ )=+ =85, — 1.
Se consideriamo il seguente sistema nelle incognite S,, e Sy,41
Sp+1 =5+ it
TSn = On+1 — 1
Pertanto sostituendo la prima equazione nella seconda si ottiene 7S, = S, + "1 — 1 da cui
segue Sp,(r — 1) = "1 — 1. Quindi se r # 1

1 — pntl

Sp=—"—

1—r
La successione S,, convergera per | r |< 1, se r > 1 divergera positivamente, se r < —1 la
successione pur essendo illimitata non ha limite, se r = 1 S,, = n + 1 e quindi la successione

diverge, mentre se r = —1 la successione (S, )nen non ha limite pur essendo limitata. Il limite
della successione delle somme parziali € finito se e solo se | r |< 1 e vale
1
1—r

La successione delle somme parziali e detta serie.

3. SERIE NUMERICHE

Definizione 3.1. Sia (an)nen una successione numerica in R. Sia (Sj)jen la successione delle
somme parziali associata alla successione (an)nen, dove per ogni j € N, S; = > jaj. La
successione (Sj)jen € detta serie.

Definizione 3.2. Sia (an)nen una successione numerica in R ed (S;)jen la serie associata.
Diremo che la serie € convergente se la successione (Sj)jen € convergente. Tale limite reale é
detto somma della serie ed é indicato con il simbolo

00
E a;.
=0
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Diremo che la serie € positivamente divergente se lim;_.o, S; = +o00. La serie € negativamente
divergente se lim;_,o, Sj = —o0o. Definiremo infine irregolare o oscillante la serie che non rientra
nei casi precedenti.

Per quanto riguarda le notazioni utilizzeremo il simbolo con il quale indichiamo la somma
della serie per indicare la serie stessa, cioé la successione delle somme parziali, anche quando
questa non e convergente.

Osserviamo inoltre che la convergenza di una serie non dipende dall’aver eliminato un numero
finito di termini della serie medesima. Infatti se > ;2 a; ¢ convergente cio significa che esiste ed
€ un numero reale il seguente limite

n
lim E a;.
n—oo
=0

Pertanto supponendo di eliminare i primi k£ termini della serie ci ritroveremmo con la seguente
successione di somme parziali

n
E a;.
1=k

D’altra parte
n k—

gai Zaai— (Zaz)

1= 1=

—_

e quindi il membro di sinistra ha limite, per n — 00, se e solo se ha limite il primo addendo del
membro di destra.

Lemma 3.1. Siano ) ;°ai, Y ,o,bi due serie numeriche in R. Se > °a;, > ;> b; sono
entrambe convergenti, allora

i) la serie Y ;2 (a; + b;) & convergente e

Z(az’ +b;) = Zai + sz’;
=0 =0 =0

ii) per ognic e R
[ee] o0
Z(cai) = CZ a;.
i=0 =0

Teorema 3.1. (Criterio di Cauchy) Sia Y .o a; una serie numerica in R. Condizione neces-
saria e sufficiente affinché la seirie data sia convergente ¢ che sia verificata la sequente con-
dizione:

m
per ogni € > 0, esiste k(e) € N : | Zai |< e, per ogni m,n € N,k(e) <n <m.
i=n
Quale corollario otteniamo la seguente condizione necessaria per la convergenza di una serie

numerica.

Lemma 3.2. (Condizione necessaria per la convergenza di una serie)
Sia Y2 a;i una serie numerica in R. Se tale serie é convergente, allora

lim a, = 0.
n—oo
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4. SERIE A TERMINI NON NEGATIVI

Definizione 4.1. Sia > % a; una serie a termini reali. Diremo che Y .°

o0 @i € una seire a
termint non negativi se per ogni i € N, a; > 0.

Teorema 4.1. Sia Y ;2 a; una serie a termini non negativi. Se la serie data non é divergente,
allora & convergente.

La dimostrazione di questo risultato una conseguenza del Teorema d’esistenza del limite per
le successioni monotone. Infatti la successione delle somme parziali € monotona crescente in

quanto per ogni n € N
n+1

Sn+1 = Z a; = Sn + Gnt1 > S’m
i=0
essendo a1 > 0 per ipotesi.
Pertanto, ricordando il Teorema d’esistenza del limite per le successioni monotone, esiste

lim S,,.
n—oo

Se la successione ¢ limitata (superiormente) allora

o)
lim S, = E a; = sup S, € R.
n—00 ‘ N
=0
In alternativa, nel caso in cui la successione delle somme parziali non sia superiormente limitata,
tale successione ¢ positivamente divergente.
Per mettere in evidenza che esistono anche serie irregolari, consideriamo la seguente serie a
termini di segno alterno ) 7 ,(—1)". Scrivamo i primi termini della successione delle somme

parziali. S;1 = —1, S =0, S3 = —1, S4 = 0, procedendo per induzione si ha che Sy, = 0
e Sorr1 = —1. Quindi non potra esistere il limite della successione (Sy)nen. Cioe la serie &
irregolare

Teorema 4.2. Siano > 2 a; e Y .-y b; due serie a termini non negativi. Se per ognin € N,
an < by, allora

i) se la serie Y ;2 b; & convergente, allora anche la serie y ;2 a; & convergente.
ii) se la serie y .2, a; € positivamente divergente, allora anche la serie Y ;2 b; & positiva-
mente divergente.

La prova di questo risultato puo essere data nel modo seguente. Indichiamo con S, e P,
rispettivamente le sommatorie parziali delle serie > 2 a; e > ;o b;. Per ogni n € N,

Sn = En: 073 S En: bi.
=0 =0

Esaminiamo il primo caso. Se la serie Zfio b; ¢ convergente, allora lim,,_,» P, = sup,, P, € R.
Pertanto
S, <supF,.
n

D’altra parte S,, € monotona non decrescente e limitata, quindi esiste lim, .. S, reale. Se
> o2, ai © positivamente divergente, allora lim, .. S, = 400 e dal Teorema del confronto per
le successione segue che anche lim,, .., P, = +0o0.

Lemma 4.1. (Criterio di convergenza integrale) Sia Y2, a; una serie a termini non negativi.
Sia f : RT € R una funzione continua non negativa e monotona decrescente.
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1) Se per ognii € N, a; < f(i) e f ¢ integrabile in senso generalizzato su R, allora la
serie y .2, a; € convergente.

2) Se per ognii € N, a; > f(i) e f non é integrabile in senso generalizzato, allora anche la
serie y .1 a; non é convergente.

Applicazioni

Determinare il carattere delle seguenti serie numeriche al variare di & € R Y o2, n% (se-
rie armonica generalizzata di esponente «). Se a < 0, allora la serie ¢ divergente perché
limy, 00 n% > (. Esaminiamo i casi in cui a > 0. Applichiamo il criterio di convergenza in-
tegrale. La funzione f : [1,400[— R, f(z) = 2 soddisfa le ipotesi al punto 1) del criterio di
convergenza integrale. Quindi a@ > 1 la serie & convergente. Nel caso in cui a €]0, 1], allora la
funzione f : [1,4o00[— R, f(z) = ﬁ soddisfa le condizione del punto 2) e pertanto in questo
caso la serie diverge. Infatti f in questo caso non & integrabile in s.g.

Iprecedenti criteri possono essere estesi ai casi in cui a, < b, per ogni n > k con k € N.
Infatti il carattere della serie, vale a dire il fatto che converga, diverga o, nel caso delle serie
numeriche a termini qualunque, sia irregolare, non dipende dal trascurare un numero finito di
termini.

Esempio

La serie )7, sin 11%26 ¢ convergente, perche il segno dei primi 103 termini non & sempre positivo.
Tuttavia, se n? > 109, allora sin 17%)6 > 0. D’altra parte & noto che sinxz < z per ogni z € RT,

quindi dal criterio del confronto segue che > 77, s sin 17% e convergente perché converge la serie

armonica generalizzata Y .3 # I primi 10 elemnti concorrono esclusivamente a determinare
la somma della serie e non il suo carattere, in questo caso, convergente.

Lemma 4.2. (Criterio della radice n—esima) Sia Y ;o a; una serie a termini non negativi.

1) Se per ognin € N, /a, <1 <1, allora la serie é convergente.

2) Se per ognin € N, /a, > 1> 1, allora la serie é divergente.
3) Se esiste
lim a,=q€R
n—oo
e q < 1, allora la serie e convergente. Mentre se ¢ > 1 la serie é divergente.

Lemma 4.3. (Criterio del rapporto) Sia Y7 a; una serie a termini positivi.

a . \
il <[ < 1, allora la serie ¢ convergente.
n

GZ—T >1>1, allora la serie e divergente.

1) Se per ognin € N,
2) Se per ognin € N,
3) Se esiste
. An+41
lim
n—oo Ay,

e q < 1, allora la serie e convergente. Mentre se ¢ > 1 la serie é divergente.

=qeR

Lemma 4.4. (Criterio del confronto asintototico) Siano > .oy a; € Y .0y bi due serie a termini
non negativi. Supponiamo che a, ~ by, per n — oco. Allora

1) la serie Y ;2 a; converge se solo se converge la serie Y ;2 b;.
2) la serie Y ;2 a; diverge se solo se diverge la serie  ° o b;.

5. SERIE NUMERICHE A TERMINI QUALUNQUE

Definizione 5.1. (Convergenza assoluta) Sia Y ;2 a; una serie a termini reali. Se la serie
Yoi2o | ai | € convergente, allora diremo che la serie Y ;2 a; é assolutamente convergente.

Lemma 5.1. Sia ) ;" a; una serie a termini reali. Se la serie data é assolutamente convergente
allora la serie e anche convergente.

Sottolineiamo che il viceversa & falso
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\

Lemma 5.2. (Criterio di Liebnitz) Sia Y ;o (—1)'a; una serie a termini reali. Se (a;)icn €
non negativa e monotona decrescente con lim, . a, = 0, allora la serie ¢ convergente.

. -1)" N N .
Esempio Z;ﬁo ( n) non ¢ assolutamente convergente, ma ¢ (semplicemente) convergente per

il criterio di Leibnitz.

6. ESERCIZI SVOLTI

ESERCIZIO 1
Sia Z:ﬁ% an una serie a termini reali positivi. Dire quale delle seguenti affermazioni e vera:

+o0 < . . <
a) se Y 2 a, ¢ convergente, allora la successione {a,},\ ¢ decrescente

b) se a, — 0, allora la serie Z:ﬁ% an € convergente
c) se ap =0 (%), per n — —+o0, allora la serie Z:i% an € convergente
d) se

3 lim n?a, <3,
n—-+0o0o

allora la serie Y9 a,, & convergente.
Svolgimento
La risposta a) ¢ da scartare, perché la serie > .2, a; cosi definita:
L se i ¢ pari
a; — ¢ 1 LN e .
(57), se i ¢ dispari,
converge ma (a;);en non ¢ decrescente.
La risposta b) & da scartare, perché la serie armonica costituisce un controesempio.
La risposta c) & da scartare, perché

= o),

nlogn n

per n — infty, ma la serie
o

1
Z:2nlogn’

non e convergente, si pensi alla non convergenza della funzione su [2, 00].

1
zlogx
La risposta esatta la d), infatti se

lim n2an <3,
n—-+00

allora esiste n € IV tale che per ogni n > n

Pertanto, ricordando il criterio del confronto la serie

o0
Do
i=1

€ convergente.

ESERCIZIO 2

Facoltativo Il candidato svolga il seguente esercizio in dettaglio in un foglio allegato. Deter-
minare gli a, 3 € R, per cui la serie

> sin <nlﬁ) log® (n”® + 1)

¢ convergente.
Svolgere ’esercizio. La correzione verra fornita la prossima settimana.



