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Nelle seguenti sezioni sviluppiamo alcune ulteriori considerazioni in merito all’integrazione
multipla.

1. INTEGRAZIONE MEDIANTE CAMBIAMENTO DI VARIABILI

Definizione 1.1. (Cambiamento di variabili regolare) Siano A, B C R™ aperti. Diremo che
Y : A— B ¢éun cambiamento di variabili regolare se:

1) ¢ € CY(A, B);

2) 1 é iniettiva e suriettiva;

3) detJy(x) # 0, per ogni x € A.

Ricordiamo che i domini semplici sono insiemi chiusi e limitati per definizione. Se consideriamo
funzioni continue definite su domini semplici e poi ne modifichiamo il valore su sottoinsiemi che
sono grafici di funzioni continue, allora le nuove funzioni sono ancora integrabili sugli stessi
domini semplici e il loro integrale coincide con 'integrale delle rispettive funzioni non modificate
sugli stessi domini semplici di definizione. Non entreremo ulteriormente nel dettaglio di un
argomento che richiederebbe la trattazione della teoria della misura, argomento non oggetto del
nostro corso, tuttavia per meglio comprendere il significato di quanto detto osserviamo in un
esempio che l'area del grafico di una funzione continua ¢ nullo. Infatti sia D = {(z,y) : y =
f(z), feC(a,b])}. Il dominio D & y semplice e l'integrale

b rf()
// ldxdy :/ (/ ldy)dx = 0,
D a Jf(z)

perché [ f(f)) ldy = 0. Pertanto, piu in generale, se la funzione g € C(K) ¢ integrabile sul
dominio semplice K, allora g(x\x), dove ¥ ¢ il grafico di una funzione continua, sara integrabile

su K\Xe
/ /K ol y)dody = [ /K oty

Teorema 1.1. (Integrazione mediante cambiamento di variabili) Sia f : B — R, B C R"
aperto, f € C(B). Sia 1) : A — B un cambiamento di variabili regolare con A C R™ aperto. Se
K C B ¢ un dominio semplice, "1 (K) C A & semplice e x — f((x)) | detJ(x) | & integrabile
in Y (K) , allora

/ fy)dyidys ... dy, = / fW(x)) | detJy(z) | dzrdxy . .. dzy,.
B P HK)

Gli esempi piu rilevanti di cambiamenti di variabili sono i seguenti.

a) Applicazioni lineari invertibili Ly; : R™ — R”™, dove M ¢ la matrice n x n che rappresenta
la trasformazione lineare. In tal caso L = v e | detJy(x) |=| detM |.

Date: 08/03/2004.



italianFAUSTO FERRARI
b) Passaggio in coordinate polari (caso omogeneo)
CP :)0,2r[xRT — R\ {(x,0)R?, = > 0}

CP(0,p) = (pcosb,psind), cioe CPi(f,p) = x = pcosh e CPy(0,p) = y = psind,
inoltre

| detJOP(8,p) |= p

c¢) Passaggio in coordinate polari (caso non omogeneo)

CPN :)0,27[xR" — R?\ {(z,0)R?, = >0}

CPN(0,p) = (apcos,bpsinb), cioc CPNi(0,p) = x = apcosf e CPNy(0,p) =y =
bpsin @, dove a,b € R* sono numeri fissati, inoltre

| detJCPN (0, p) |= abp
d) Passaggio in coordinate cilindriche (caso omogeneo)
CPC :0,2n[xRT x R — R3\ {(z,0,2)R3, = >0}

CPC(0,p,t) = (pcosh, psinb,t), cioe CPCy(0,p,t) = x = pcosh e CPCy(0,p) =y =
psinf e CPC5(6,p) = z = t, inoltre

| detJCPC(0,p,t) |=p
e) Passaggio in coordinate cilindriche (caso non omogeneo)
CPCN :)0,2n[xRT x R — R3\ {(z,0, 2)R?, z >0}

CPC(0,p,t) = (apcosb,bpsinb,t), cioe CPCy(0,p,t) = x = apcosh e CPC(0,p) =
y=bpsinf e CPC3(0,p) = z =t, dove a,b € RT sono numeri fissati, inoltre

| detJCPCN(0,p,t) |= abp
f) Coordinate sferiche (caso omogeneo)
CS :]0,27[x]0, 7[xRT — R3\ {(z,0, ), z,z > 0}

CS(0,¢,p) = (pcosfsin e, psinfsin ¢, pcos @), cioe CS1(0,¢,p) = x = pcosfsin g,
CS2(0,¢,p) =y = psinfsing e CS3(0, ¢, p) = z = pcos ¢, inoltre

| detJCS(0, ¢, p) |= p° sin ¢
g) Coordinate sferiche (caso non omogeneo)
CS )0, 27[x]0, 7[xRT — R3\ {(z,0, ), z,z > 0}
CSN(0,¢,p) = (apcosfsing,bpsinfsin @, cpcos @), con a,b,c € Rt numeri fissati,
cioe CSN1(0,¢,p) = x = apcosfsinp, CSNy (0, ¢, p) =y = bpsinfsinpe CSN3(0,¢,p) =

z = cpcos ¢; inoltre

| detJCSN (0, ¢, p) |= abep? sin ¢.
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2. COME SCEGLIERE LA RIDUZIONE

Dal punto di vista operativo il dominio di integrazione non ¢ quasi mai fornito in modo
esplicito come dominio z—semplice o y-semplice. Nella maggioranza dei casi, specialmente per
integrazioni di domini in dimensione maggiore o uguale a 3 puo risultare difficile individuare la
riduzione soltanto esaminando il grafico che individua il dominio. Infatti il modo corretto quello
di considerare i vincoli imposti dalle disequazioni. A tal fine se A & un dominio semplice di R?
congelando la x abbiamo

Ay ={yeR: (2,y) € A} = [g2(2), q1(2)],

dunque occorre stabilire qual ¢ il dominio di g2 eg; oltre che le rispettive leggi implicitamente
date nella definizione di A. A tal fine cioé occorre determinare

M (A) = {z eR: A, # 0},

dove IT;(A) non & altro che il dominio di g; e go. Vediamo un esempio. Sia A = {(x,y) € R? :
0<x<20<y<l1; y<a?}, calcolare

// w3dxdy.
A

Determiniamo A, e II1(A4). Avremo quindi, considerando la = come se fosse una costante,
Ay ={yeR:0<2<2 y<a? 0<y <1} =[0,1]N] — oo, 2?],
per z € [0,2]. Quindi A, # 0 se 22 > 0 e z € [0,2]. D’altra parte per x € [0, 2]

A - [0,2%], se 2?2 <1
T [0,1],  se a?>1,

quindi risolvendo
2 <1
0<xr <2
si ottiene

A, = 10,27, se x € 0,1].

Mentre risolvendo
2 >1
0<xr <2

A, =10,1], se z €[1,2].

3drdy = de( [ 23dy) = 1( x$3dy)d:€+ 2( 1m3dy)dm.
A I, (A) v o Jo 1 Jo

Il teorema di riduzione permette di trasformare un integrale multiplo in un integrale ripetuto,
tuttavia per gli integrali ripetuti non e detto che esista una primitiva che si possa esprimere per
mezzo di funzioni elementari. Per questa ragione a volte accade che la riduzione sia piu agevole
se praticata prima rispetto ad una o piu variabili anziché rispetto ad altre. Vediamo un esempio;

calcolare
2
/ / Y dady.
0,1]x[0,1] 1 + Yy

si ottiene

Pertanto
2
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Se riduciamo 'insieme come y-semplice si ottiene
9 1o, 1
dxdy 2/ (/ dy)dx = 2/ log(1 + y)dx
//[0,1}x[0,1] L+ay o Jo 1+ay 0

= 4log2 — 2.
Se procediamo riducendo 'insieme come z-semplice

2 Ltz 1 1
dedy = 2/ / dxdy:2/ — — — log(1+y))dy.
//[0,1]x[0,1] 1 +zy 0 ( o 1+ay ) 0 (y y? ( )

Notiamo che nel membro di destra & comparso un integrale generalizzato (convergente) nono-
stante 'integrale di partenza non lo fosse. Purtroppo il calcolo di una primitiva, quando e
possibile, non ¢ detto che sia agevole! Cio nonostante

// 2 vd 2/1(1 L tog(1 + 1))y = 4log2 — 2
xdy = = — — < log(1+y))dy = 4log2 — 2.
o.11xo,1] 1 + 2y 0oy Y

Questo assieme ad altri esempi che si possono costruire abbastanza facilmente prova che la scelta
secondo quale asse ridurre l'integrale e di notevole importanza.

Osservazione 2.1. Nel caso precedente se si integra amcora per parti considerando € > 0
otteniamo il sequente integrale generalizzato:

1 1
1 1 1 1
— — —log(1+y))dy = [logy]’=! + flog 1+y yii—/ ——dy

1 1

1 _ l+y—y 1 ) /1
= 1 ~log(1 v=l Y g = ~log(1 v=l (S )y
[Ogy+y og(1+y)ly=; /6 S Y [Ogy+y og(1+y)ly=. 6 (y er1)

1 I
= [logy+ ; log(1 +y) — logy +log(y + 1)Y=t = |

+y —
log(y + 1))4=!

Quindi

1 1 1 1 1+y
—— Slog(l+y)dy = lim [ (= — —log(l+y))dy = lim log(y + 1))v=!
|G = toatt vy = tim [~ 1081+ )y =l 1oy + 1)

1
= 2log2— liI% +6log(e—kl) =2log2 — 1.
€—>

Quindi ritroviamo il valore gia calcolato

// 2z dedy = —2/1(1—110g(1+y))dy—4log2—2
0,1]x[0,1] 1 + Yy 0oy Yy .

Notiamo d’altra parte che alcuni integrali definiti di funzioni in R, di cui non & possibile
scrivere una primitiva utilizzando funzioni elementari, sono invece facilmente calcolabili nel caso
di funzioni di piu variabili mediante opportuni cambiamenti di variabili.

Per esempio passando in coordinate polari

// exp(—z% —y d:vdy—// pexp(—p?)dpdf
a:2+y <r? 0,27[x]0,r]

= 27?[—§exp( PN0= = (1 — exp(—r

In particolare se assegnamo un significato a

lim // exp(—z? — y?)dady = 7
r—0o0 22 4y2<r?
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// exp(—z? — y?)dzdy = 7
R2

e assumendo di poter applicare il teorema di riduzione si ha

12:/exp(—xQ)da:/eXp(—?JQ)dya
R R

ponendo

dove
I:/exp(—SZ)ds.
R

Pertanto



