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1. TEOREMI DI RIDUZIONE

Definizione 1.1 (Ricoprimento). Sia Q@ C R™ e {Ay }nen una successione di insiemi di R™. Se
oo
Qc A
n=0

allora diremo che {A;}jen ¢ un ricoprimento di Q0. Se esiste j € N tale che per ogni j > j,
Ai=0ce¢
J

J
Qc |4
=0
diremo che {Ag, A1, ..., Az} € un ricoprimento finito di Q.

Definizione 1.2 (Insieme trascurabile o di misura nulla). Sia ¥ C R™ un insieme. Se per
ogni € > 0 esiste un ricoprimento finito {Ag, A1,...,An}, di X, tale che per ogni j =0...,7,
Aj = [a1j,b15] X [ag,j,b25] X - X [an,j,bn ;] €

i n
Z H(bk,j —ag;) <€,

j=0 k=1
allora diremo che X ¢ un insieme trascurabile o di misura nulla.
Alcuni esempi. I punti sono trascurabili in R, R? e R3. I segmenti e i grafici di funzioni continue

su intervalli chiusi e limitati sono trascurabili in R? e in R3, mentre non sono trascurabili in R.
Ogni circonferenza ¢ trascurabile in R?, la frontiera di ogni poligono regolare ¢ trascurabile in

R2.

Definizione 1.3 (Somme inferiori e superiori). Sia Q = [a1, b1] X [ag, ba] X -+ - X [an, by] C R™ un
ipercubo di R™ e f: Q — R una funzione limitata. Per ognii=1,...,n siano my,...,my, € N\
{0}. Denoteremo, per ognii =1,...,n, con Qg, una scomposizione di m;+1 punti dell’intervallo
[ai,bi] + Quy = {ai = aip < aiq < ...aim; = bi}. Sia Ry gy, ks 1 < ki < my U ipercubo di
multi-indice (ki, kg, ... ky) della scomposizione prodotto, cioé

Ry kb = [0 k-1, @11y ] X (A28 1, Q28] X -0 X (@ gy —1, Gy |-

La somma superiore di f associata alla scomposizione (Qgz,, Quys - -, Qg, ) € il numero

mi,ma,...Mn

S(f) = Z sup  f ‘ Ry ko, ken |

k‘1,k?2,...kn:1 Rkl,kz,...kn
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La somma inferiore di f associata alla scomposizione (Qzy, Quys - - -, Qu,) € il numero

M1 ,M2,... My,

$(f> = Z Inf f ’ Ry ko, kon ‘ :

Ryy ko, k
k1,ka,..kn= 12 n

Mentre | Ry, o,k | indica la misura dell’ipercubo Ry, k. . k,, Ci0€

Kn»

n
| Riy oo 1= [ [ (@t — Opiiy—1)-
p=1
Se n = 2, il generico rettangolo di indice (k1,k2) € Ri ko = [Q1k—1,01 %] X (G251, Q2 k]
mentre | Ry, |[= (a1,6, — @1p-1)(a2,k, — a2k, 1) € larea di Ry, g,
Indicheremo con S(Q) l'insieme di tutte le scomposizioni indotte dalle scomposizioni D,,,
i=1,...,nin Q.
Definizione 1.4. Sia Q = [a1,b1] X [ag, ba] X - -+ X [an, by] C R™ un ipercubo diR™ e f : Q — R
una funzione limitata. Se

inf S = sup s(f),
Des(Q) () DES?Q) (F)

allora diremo che la funzione f ¢ integrabile su Q) e chiameremo integrale di f il numero
infs(@) S(f) = supg(g) s(f). Denoteremo tale numero con il simbolo

/f(a;l,...,a:n)d:rl,dxg,...,dxn.
Q

Indichiamo con S§(Q)s le scomposizioni di S(Q) tali che per ognip=1,...,n

max (app — Gpp 1) < 0.
lgkngmp( D,Kp D,Rp )

Teorema 1.1. Sia Q = [a1,b1] X [ag,b2] X -+ X [an, by] C R™ un ipercubo di R™ e f:Q — R
una funzione limitata. La funzione f & integrabile se e soltanto se per ogni € > 0 esiste § > 0
tale

S(f)—S(f) <e,
per ogni scomposizione D € S(Q)s.
Teorema 1.2. Sia Q = [a1,b1] X [ag,b2] X -+ X [an, by] C R™ un ipercubo di R™ e f: Q — R
una funzione continua. Allora f é integrabile su Q.
Teorema 1.3. Sia Q@ C R™ un insieme limitato e f : Q — R una funzione limitata e continua
su 2. Se 02 é di misura nulla, allora f é integrabile su Q.
Teorema 1.4. Sia Q = [a1,b1] X [ag,b2] X -+ X [an, by] C R™ un ipercubo di R™ e f: Q — R
una funzione continua in Q \ X e X é di misura nulla, allora f & integrabile su Q.
Teorema 1.5. Siano Q = [a,b] X [¢,d], a < b, ¢ < d e a,b,c,d € R. Se f : Q@ — R ¢
integrabile e per ogni x € [a,b] la funzione y — f(x,y) é integrabile su [c,d], allora la funzione
x — fcd f(z,y)dy é integrabile su [a,b] e

b d
[ s azy= ([ e gyiyas
Analogamente

Teorema 1.6. Siano Q = [a,b] x [¢,d], a < b, ¢ < d e a,b,c,d € R. Se f : Q@ — R ¢

integrabile e per ogni y € [c,d] la funzione x — f(x,y) ¢é integrabile su [a,b], allora la funzione
b . .

y — [ f(x,y)dx ¢ integrabile su [c,d] e

/Q F (2, y)dudy = / “ / ’ Fla,y)da)dy.
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Corollario 1.1. Sia 2
Q= {(ﬂj’,y) € R27¢1(y) g xr S ¢2(y)7 ¢1a¢2 : [07 d} — R continue su [C7 d]}7

cioe un insieme x—semplice. Se f:Q — R é continua, allora
d  ro2(y)
[ ety = [ ([ sy,
Q c Joi(y)
Corollario 1.2. Sia 2

Q= {(z,y) € R% hi(z) <y < haly), h1,hs:[a,b] — R continue su [a,b]},

cto € un insieme y—semplice. Se f : Q — R é continua, allora

b rha(d)
/Q f(e,y)dudy = / ( /h s

Dimostrazione. La dimostrazione dei precedenti corollari & la seguente (vediamo solo il secondo
corollario). Se €2 € un insieme y— semplice dal Teorema di Weierstrass segue che ¢ anche limitato
in R?. Sia Q = [a,b] x [¢,d] un rettangolo di R? che contiene Q. Definiamo la funzione

f:Q—R
come segue: f(z,y) = f(x,y) se (z,y) € Qe f(:v y) =0se (z,y) € Q\ Q. Essa ¢ continua in
Q \ 0N Inoltre 9 ¢ di misura nulla, quindi f & integrabile. Inoltre per ogni = € [a, b], y

f(z,y) & continua in [¢,d] \ {g1(x), g2(2)}. In particolare y — f(z,y) & integrabile su [e, d]. Dal
Teorema di riduzione seguono allora l’esistenza dell’integrale della funzione x — fc flz,y)dy =

th(x (z,y)dy su [a,b] e la seguente uguaglianza

1(x)
b pha(d)
/Qf(ilﬁ,y)da:dy:/a (/hl(z) f(z,y)dy)dx.

Per enunciare il teorema di riduzione in pitu variabili introduciamo la seguente notazione. Sia
Q = la1,b1] X [ag,b2] X -+ X [an, by] C R™ un ipercubo di R™. Rappresentiamo R™ = RP x RY,
p+q=nexecRP yec R Siano poi I, e I; due ipercubi rispettivamente considerati in R? e
RP tali che Q = I, x 1.

Teorema 1.7. Sia Q un ipercubo di R" limitato. Se f: Q — R ¢ integrabile e per ogni x € I,
la funzione y — f(x,y) é integrabile su I, allora la funzione x — fIq f(z,y)dy é integrabile su
I, e:
[ fandsts = [ ([ g
Q IP Iq

Definizione 1.5. Sia Q) un insieme limitato di R™. Se 00 ¢ di misura nulla, allora diremo che
Q & misurabile e la misura dell’insieme ) é Uintegrale della funzione caratteristica di ), cioé

| Q= / dxidzs . .. dz,.
Q
Sia 2 C R™ = RP x R? un insieme e indichiamo con (z,y) €  C R™ per cui x € RP e y € RY.

Poniamo
Q={yeR?: (z,y) € Q}

H172~~~p(Q) = {SL‘ cRP: Q, 75 @}
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Teorema 1.8. Sia Q un insieme limitato misurabile di R™. Supponiamo che f : @ — R sia
continua e limitata su Q. Se Iy o, € misurabile in RP, per ogni x € 12 5, £, € misurabile
in RY e la funzione y — f(x,y) € integrabile su y, allora la funzione x — fﬂz flx,y)dy e
integrabile su Il; o, e:

/Qf(%y)dﬂ?dy = /Hl,z.“,,(m(/n, [z, y)dy)dz.

In R3 si definisce dominio z—normale ogni insieme  per cui esistono un dominio semplice di
S C R? e due funzioni continue hq, hy : S — R tali che

Q={(z,y,2) €eR®: hi(z,y) < z < ha(z,y), (x,y) € S}.

In particolare Qg = [h1(z,y), ha(z,y)] e 111 2(2) = S. Ovviamente avremo i casi analoghi di
dominio z-normale e y—normale quando al posto di z abbiamo rispettivamente x e .

D’altra parte, posto z, = ming hy e z); = maxg hg, se per ogni z € [z, zps] U'insieme Q, &
semplice in R? avremo I13(Q) = [z, 21]

Esempi.

Siano

B= (myz)€R3:x—2+y2+z2<4z>— x—2+y2
T 49 -0 49

e f € C(B;R). Determinare a,b € R, B(z) C R?, tali che

///Bf(x,yjz) dxdydz:/ab (//B(Z)f(x,y,z) d:l:dy) dz.

Se fissiamo 2z avremo

B, = (xy)€R2:$—2+y2<4—z2z>— x—2—|—y2.
’ 49 - T 49

Quindi affinché B, non sia vuoto deve essere 4 — z2 > 0. Pertanto II3(B) C [~2,2]. D’altra
parte se z € [0, 2] abbiamo che z > —,/ % + 9?2 & soddisfatta per ogni (z,y) € R? e quindi B, =
{(x,y) € R?: i—; +y? <4-— 22} , mentre se z € [—2,0] da \/% + y2 > —z, ovvero %—l—yQ > 22
e z € [—2,0], segue che
2. @7 2 , 2 2
B, =< (z,y) €R :@—i—y <4-—2z° @—i—y > 240,

Quindi B, non sara vuoto se 4 — 22 > 22, 2z € [~2,0]. Risolvendo il sistema otteniamo che per
per z € [—/2,0], B, {(x,y) eR?2:22< i—; +y? <4 z2} . Altrimenti se z € [~2, —/2] avremo
B, = 0. Quindi I3(B) = [a,b] = [-V/2,2].

Inoltre se z € [—/2, 0] allora
1'2
B, = {(x,y)ER2:22§ 49—|-y2§4—z2}.
Mentre se z € [0, 2], allora

2
Bz:{(:c,y)E]RQ:Zg-i-yzgll—zz}.
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Risolviamo il precedente esercizio proiettando sul piano z,y, ovvero determinando II; 2(B) e
B, 4. In questo caso per ogni (x,y) € II; 2(B) fissato

2 2 2
Buy=leeR: zelyfa- (Gry i (e 22 5 12y

Quindi B, # 0 se % +y? < 4, ovvero I1; »2(B) = {(z,y) € R%: % + y? < 4}. In particolare

se —\/4 — (%—l—gﬂ) > —\/%4—3/2, ciot se

2

)
v ==
allora
22 ) 22 )
By = [~ 4‘(@“‘?9)7 4‘(@"‘9)];
mentre se
x—2+ <2
49 ) )
allora
B a? 2 \/4 a? 2
m,y_[_ E""ya _(E—i_y)]

In questa seconda riduzione abbiamo verificato che il dominio B & z normale.



