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1. Teoremi di riduzione

Definizione 1.1 (Ricoprimento). Sia Ω ⊂ Rn e {An}n∈N una successione di insiemi di Rn. Se

Ω ⊂
∞⋃

n=0

An

allora diremo che {Aj}j∈N è un ricoprimento di Ω. Se esiste j̄ ∈ N tale che per ogni j > j̄,
Aj = ∅ e

Ω ⊂
j̄⋃

j=0

Aj

diremo che {A0, A1, . . . , An̄} è un ricoprimento finito di Ω.

Definizione 1.2 (Insieme trascurabile o di misura nulla). Sia Σ ⊂ Rn un insieme. Se per
ogni ε > 0 esiste un ricoprimento finito {A0, A1, . . . , An̄}, di Σ, tale che per ogni j = 0 . . . , j̄,
Aj = [a1,j , b1,j ]× [a2,j , b2,j ]× · · · × [an,j , bn,j ] e

j̄∑
j=0

n∏
k=1

(bk,j − ak,j) < ε,

allora diremo che Σ è un insieme trascurabile o di misura nulla.

Alcuni esempi. I punti sono trascurabili in R, R2 e R3. I segmenti e i grafici di funzioni continue
su intervalli chiusi e limitati sono trascurabili in R2 e in R3, mentre non sono trascurabili in R.
Ogni circonferenza è trascurabile in R2, la frontiera di ogni poligono regolare è trascurabile in
R2.

Definizione 1.3 (Somme inferiori e superiori). Sia Q = [a1, b1]× [a2, b2]×· · ·× [an, bn] ⊂ Rn un
ipercubo di Rn e f : Q → R una funzione limitata. Per ogni i = 1, . . . , n siano m1, . . . ,mn ∈ N\
{0}. Denoteremo, per ogni i = 1, . . . , n, con Qxi una scomposizione di mi+1 punti dell’intervallo
[ai, bi] : Qxi = {ai = ai,0 < ai,1 < . . . ai,mi = bi}. Sia Rk1,k2,...kn , 1 ≤ ki ≤ mi l’ ipercubo di
multi-indice (k1, k2, . . . kn) della scomposizione prodotto, cioè

Rk1,k2,...kn = [a1,k1−1, a1,k1 ]× [a2,k1−1, a2,k1 ]× · · · × [an,k1−1, an,k1 ].

La somma superiore di f associata alla scomposizione (Qx1 , Qx2 , . . . , Qxn) è il numero

S(f) =
m1,m2,...mn∑
k1,k2,...kn=1

sup
Rk1,k2,...kn

f | Rk1,k2,...kn | .
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La somma inferiore di f associata alla scomposizione (Qx1 , Qx2 , . . . , Qxn) è il numero

s(f) =
m1,m2,...mn∑
k1,k2,...kn=1

inf
Rk1,k2,...kn

f | Rk1,k2,...kn | .

Mentre | Rk1,k2,...kn | indica la misura dell’ipercubo Rk1,k2,...kn , cioè

| Rk1,k2,...kn |=
n∏

p=1

(ap,kp − ap,kp−1).

Se n = 2, il generico rettangolo di indice (k1, k2) è Rk1,k2 = [a1,k1−1, a1,k1 ] × [a2,k1−1, a2,k1 ]
mentre | Rk1,k2 |= (a1,k1 − a1,k1−1)(a2,k1 − a2,k1−1) è l’area di Rk1,k2 .

Indicheremo con S(Q) l’insieme di tutte le scomposizioni indotte dalle scomposizioni Dxi ,
i = 1, . . . , n in Q.

Definizione 1.4. Sia Q = [a1, b1]× [a2, b2]× · · · × [an, bn] ⊂ Rn un ipercubo di Rn e f : Q → R
una funzione limitata. Se

inf
D∈S(Q)

S(f) = sup
D∈S(Q)

s(f),

allora diremo che la funzione f è integrabile su Q e chiameremo integrale di f il numero
infS(Q) S(f) = supS(Q) s(f). Denoteremo tale numero con il simbolo∫

Q
f(x1, . . . , xn)dx1, dx2, . . . , dxn.

Indichiamo con S(Q)δ le scomposizioni di S(Q) tali che per ogni p = 1, . . . , n

max
1≤kp≤mp

(ap,kp − ap,kp−1) < δ.

Teorema 1.1. Sia Q = [a1, b1] × [a2, b2] × · · · × [an, bn] ⊂ Rn un ipercubo di Rn e f : Q → R
una funzione limitata. La funzione f è integrabile se e soltanto se per ogni ε > 0 esiste δ > 0
tale

S(f)− s(f) < ε,

per ogni scomposizione D ∈ S(Q)δ.

Teorema 1.2. Sia Q = [a1, b1] × [a2, b2] × · · · × [an, bn] ⊂ Rn un ipercubo di Rn e f : Q → R
una funzione continua. Allora f è integrabile su Q.

Teorema 1.3. Sia Ω ⊂ Rn un insieme limitato e f : Ω → R una funzione limitata e continua
su Ω. Se ∂Ω è di misura nulla, allora f è integrabile su Q.

Teorema 1.4. Sia Q = [a1, b1] × [a2, b2] × · · · × [an, bn] ⊂ Rn un ipercubo di Rn e f : Q → R
una funzione continua in Q \ Σ e Σ è di misura nulla, allora f è integrabile su Q.

Teorema 1.5. Siano Q = [a, b] × [c, d], a < b, c < d e a, b, c, d ∈ R. Se f : Q → R è
integrabile e per ogni x ∈ [a, b] la funzione y → f(x, y) è integrabile su [c, d], allora la funzione
x →

∫ d
c f(x, y)dy è integrabile su [a, b] e∫

Q
f(x, y)dxdy =

∫ b

a
(
∫ d

c
f(x, y)dy)dx.

Analogamente

Teorema 1.6. Siano Q = [a, b] × [c, d], a < b, c < d e a, b, c, d ∈ R. Se f : Q → R è
integrabile e per ogni y ∈ [c, d] la funzione x → f(x, y) è integrabile su [a, b], allora la funzione
y →

∫ b
a f(x, y)dx è integrabile su [c, d] e∫

Q
f(x, y)dxdy =

∫ d

c
(
∫ b

a
f(x, y)dx)dy.
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Corollario 1.1. Sia Ω

Ω = {(x, y) ∈ R2, φ1(y) ≤ x ≤ φ2(y), φ1, φ2 : [c, d] → R continue su [c, d]},

cioè un insieme x−semplice. Se f : Ω → R è continua, allora∫
Ω

f(x, y)dxdy =
∫ d

c
(
∫ φ2(y)

φ1(y)
f(x, y)dx)dy.

Corollario 1.2. Sia Ω

Ω = {(x, y) ∈ R2, h1(x) ≤ y ≤ h2(y), h1, h2 : [a, b] → R continue su [a, b]},

cio è un insieme y−semplice. Se f : Ω → R è continua, allora∫
Ω

f(x, y)dxdy =
∫ b

a
(
∫ h2(d)

h1(x)
f(x, y)dy)dx.

Dimostrazione. La dimostrazione dei precedenti corollari è la seguente (vediamo solo il secondo
corollario). Se Ω è un insieme y− semplice dal Teorema di Weierstrass segue che è anche limitato
in R2. Sia Q = [a, b]× [c, d] un rettangolo di R2 che contiene Q. Definiamo la funzione

f̃ : Q → R

come segue: f̃(x, y) = f(x, y) se (x, y) ∈ Ω e f̃(x, y) = 0 se (x, y) ∈ Q \ Ω. Essa è continua in
Q \ ∂Ω. Inoltre ∂Ω è di misura nulla, quindi f̃ è integrabile. Inoltre per ogni x ∈ [a, b], y →
f̃(x, y) è continua in [c, d] \ {g1(x), g2(x)}. In particolare y → f̃(x, y) è integrabile su [c, d]. Dal
Teorema di riduzione seguono allora l’esistenza dell’integrale della funzione x →

∫ d
c f(x, y)dy =∫ h2(x)

h1(x) f(x, y)dy su [a, b] e la seguente uguaglianza∫
Ω

f(x, y)dxdy =
∫ b

a
(
∫ h2(d)

h1(x)
f(x, y)dy)dx.

Per enunciare il teorema di riduzione in più variabili introduciamo la seguente notazione. Sia
Q = [a1, b1] × [a2, b2] × · · · × [an, bn] ⊂ Rn un ipercubo di Rn. Rappresentiamo Rn = Rp × Rq,
p + q = n e x ∈ Rp, y ∈ Rq. Siano poi Ip e Iq due ipercubi rispettivamente considerati in Rp e
Rp tali che Q = Ip × Iq.

Teorema 1.7. Sia Q un ipercubo di Rn limitato. Se f : Q → R è integrabile e per ogni x ∈ Ip

la funzione y → f(x, y) è integrabile su Iq, allora la funzione x →
∫
Iq

f(x, y)dy è integrabile su
Ip e: ∫

Q
f(x, y)dxdy =

∫
Ip

(
∫

Iq

f(x, y)dy)dx.

Definizione 1.5. Sia Ω un insieme limitato di Rn. Se ∂Ω è di misura nulla, allora diremo che
Ω è misurabile e la misura dell’insieme Ω è l’integrale della funzione caratteristica di Ω, cioè

| Ω |=
∫

Ω
dx1dx2 . . . dxn.

Sia Ω ⊂ Rn = Rp ×Rq un insieme e indichiamo con (x, y) ∈ Ω ⊂ Rn per cui x ∈ Rp e y ∈ Rq.
Poniamo

Ωx = {y ∈ Rq : (x, y) ∈ Ω}
e

Π1,2...p(Ω) = {x ∈ Rp : Ωx 6= ∅}.
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Teorema 1.8. Sia Ω un insieme limitato misurabile di Rn. Supponiamo che f : Ω → R sia
continua e limitata su Ω. Se Π1,2...p è misurabile in Rp, per ogni x ∈ Π1,2...p, Ωx è misurabile
in Rq e la funzione y → f(x, y) è integrabile su Ωx, allora la funzione x →

∫
Ωx

f(x, y)dy è
integrabile su Π1,2...p e: ∫

Ω
f(x, y)dxdy =

∫
Π1,2...p(Ω)

(
∫

Ωx

f(x, y)dy)dx.

In R3 si definisce dominio z−normale ogni insieme Ω per cui esistono un dominio semplice di
S ⊂ R2 e due funzioni continue h1, h2 : S → R tali che

Ω = {(x, y, z) ∈ R3 : h1(x, y) ≤ z ≤ h2(x, y), (x, y) ∈ S}.

In particolare Ωx,y = [h1(x, y), h2(x, y)] e Π1,2(Ω) = S. Ovviamente avremo i casi analoghi di
dominio x-normale e y−normale quando al posto di z abbiamo rispettivamente x e y.

D’altra parte, posto zm = minS h1 e zM = maxS h2, se per ogni z ∈ [zm, zM ] l’insieme Ωz è
semplice in R2 avremo Π3(Ω) = [zm, zM ]

Esempi.
Siano

B =

{
(x, y, z) ∈ R3 :

x2

49
+ y2 + z2 ≤ 4, z ≥ −

√
x2

49
+ y2

}
e f ∈ C(B; R). Determinare a, b ∈ R, B(z) ⊂ R2, tali che∫ ∫ ∫

B
f(x, y, z) dxdydz =

∫ b

a

(∫ ∫
B(z)

f(x, y, z) dxdy

)
dz.

Se fissiamo z avremo

Bz =

{
(x, y) ∈ R2 :

x2

49
+ y2 ≤ 4− z2, z ≥ −

√
x2

49
+ y2

}
.

Quindi affinché Bz non sia vuoto deve essere 4 − z2 ≥ 0. Pertanto Π3(B) ⊂ [−2, 2]. D’altra

parte se z ∈ [0, 2] abbiamo che z ≥ −
√

x2

49 + y2 è soddisfatta per ogni (x, y) ∈ R2 e quindi Bz ={
(x, y) ∈ R2 : x2

49 + y2 ≤ 4− z2
}

, mentre se z ∈ [−2, 0] da
√

x2

49 + y2 ≥ −z, ovvero x2

49 + y2 ≥ z2

e z ∈ [−2, 0], segue che

Bz =
{

(x, y) ∈ R2 :
x2

49
+ y2 ≤ 4− z2,

x2

49
+ y2 ≥ z2

}
.

Quindi Bz non sarà vuoto se 4− z2 > z2, z ∈ [−2, 0]. Risolvendo il sistema otteniamo che per
per z ∈ [−

√
2, 0], Bz

{
(x, y) ∈ R2 : z2 ≤ x2

49 + y2 ≤ 4− z2
}

. Altrimenti se z ∈ [−2,−
√

2] avremo

Bz = ∅. Quindi Π3(B) = [a, b] = [−
√

2, 2].
Inoltre se z ∈ [−

√
2, 0] allora

Bz =
{

(x, y) ∈ R2 : z2 ≤ x2

49
+ y2 ≤ 4− z2

}
.

Mentre se z ∈ [0, 2], allora

Bz =
{

(x, y) ∈ R2 :
x2

49
+ y2 ≤ 4− z2

}
.
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Risolviamo il precedente esercizio proiettando sul piano x, y, ovvero determinando Π1,2(B) e
Bx,y. In questo caso per ogni (x, y) ∈ Π1,2(B) fissato

Bx,y = {z ∈ R : z ∈ [−
√

4− (
x2

49
+ y2),

√
4− (

x2

49
+ y2)], z ≥ −

√
x2

49
+ y2}.

Quindi Bx,y 6= ∅ se x2

49 + y2 ≤ 4, ovvero Π1,2(B) = {(x, y) ∈ R2 : x2

49 + y2 ≤ 4}. In particolare

se −
√

4− (x2

49 + y2) ≥ −
√

x2

49 + y2, cioè se

x2

49
+ y2 ≥ 2,

allora

Bx,y = [−
√

4− (
x2

49
+ y2),

√
4− (

x2

49
+ y2)];

mentre se
x2

49
+ y2 < 2,

allora

Bx,y = [−
√

x2

49
+ y2,

√
4− (

x2

49
+ y2)].

In questa seconda riduzione abbiamo verificato che il dominio B è z normale.


