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Teorema | Sia X nuno spazig connesso, localmente
semilocalmente [-connesso, e sig Zo €_X. Per ogni sott
jondamentale (X, o) vi sono un ( X, t
I (..‘?,.En) — (X, .£g) tali che py(mi (X, F
1 meno di equivalenza!,

COMNESSO per archis -
ogruppe H del gruppe
1) € una proiezione di rivestimentg
0)) = H. [noltre, tali X song unici

[Taccia di dimostrazione:

- PlXzo) ={w: [ - X|w(0) = To} = { cammini uscentj da To}.

od ‘7

~ ' identifica i cammini w e o’ tali che w(1)

gl

= w'(1) e che w-w e H.

N

la, topologia di X & ottenuta come

quoziente dellg “topologia, compatta-
aperta’ su P(.X, ). '
La topologia Compaitla-aperta su P(X, Zg) € la topologia generata da tutti
| sottoinsiemi

dove K & un compatto di [ e {J & un aperto di X. Al variare dj K Cedj
U C X otteniamo tutti gli

aperti che generano la topologia.
Nel seguito considerem

O sempre spazj topologici connessj o localmente
connessi per archi (@ quindi localmente connessi).

* L - r ) -~ L/ .
'Cicé, se p : (X, Eg) — (X, To) e p (X', 74
lenti allo stesso sottogruppo H, allora esiste
che p/.p = p. '




AUTOMORFISMI DI RIVESTIMENTO
Se p : (X,To) = (X,xzg) & un rivestimento, si definisce automorfismo di

rwestinento di p ogni omeomorfismo ® : X — X tale che po® =p Gl

automorfismi di rivestimento sono quindi omeomorfismi dello Spazio totale
che lasciano invariate le fibre di ogni punto dello spazio base, cioe ®(p~1(z)) =
p~!(z), operando quindi una permutazione sui punti di ogni fibra. L’insieme
degli automorfismi di rivestimento dj p viene indicato con Aut(p), che risulta
essere un gruppo rispetto alla composizione.

Ricordiamo che se p : (X, %)) — (X, zo) & un rivestimento, allora esiste
una corrispondenza biunivoca naturale fra la fibra p~'(z0) e le classi laterali

di py (71‘1()? ,:f'o)) in (X, o). La corrispondenza si ottiene prendendo un
qualunque cappio o che rappresenta una, classe laterale e sollevandola rispetto
a p all’arco ¢ tale che ¢’(0) = &,. Alla classe laterale di o viene fatto quindi

corrispondere il punto ¢’(1), che appartiene a p~'(zg). Quindi la cardinalita,
delle fibre (cioé ’ordine del rivestimento) & uguale all’indice dj Dy (71'1 (X, :Eo))
In T (.{Y, :170).

-~ Sezx’,z" € X sono due punti di p~'(z) allora Dy (7r1 ()E', 3:’)) e Dy (71'1 (X, :1:”))

Sono sottogruppi coniugati di m;(X, z,). II coniugio e dato, in maniera non

canonica, tramite il cappio o = p(o’), dove ¢’ & un qualunque arco da z’ a

-/
Y

Teorema 2 (unicitd degli automorfismi di rwestimento) Sia © € p~(zy),
atlora esiste al piv un @ €Aut(p) tale che ®(z,) = z.

Teorema 3 (esistenza degli automorfismi di rwestimento) Sia x € p~1(z,)

J

allora esiste un ® € Aut(p) tale che ®(Z,) = x se e solo se o (7r1 (X, :'Eo)) =

py (m1(X,2)).

Quindi la cardinality di Aut(p) & minore o al piu eguale all’ordine del
rivestimento. 11 seguente risultato lega la struttura del gruppo Aut(p) con
quella del gruppo fondamentale dello spazio base X,
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Teorema 4 Siap: (X, 7)) — (X, Z9) un rivestimento, allora si ha
Aut(p) = N(H)/H ,

dove H = py(my (X, &o)) ed N (H) é il normalizzatore di H nel gruppo m (X, zg).
Ovviamente se H & un sottogruppo normale di m(X, Zo), allora N(H)

coincide con m(X, zo). I rivestimenti che godono di questa proprieta sono di
particolare interesse.

Definizione Un rivestimento p: (X,%g) — (X, o) si dice regolare se
py(m (X, Zg)) & un sottogruppo normale di 7 (X, zq).

Tutti i rivestimenti doppi (cioé di ordine due)
sottogruppo di indice due & normale. Ovviamente,

Spazlo avente gruppo fondamentale abeliano
gruppo topologico) & regolare.

K ovvio che se p & regolare, esiste una biezione naturale fra Aut(p) e
la fibra p~'(z¢), quindi la cardinality dj Aut(p) coincide con l'ordine del
rivestimento.

Un’altra proprietd che caratterizza i rivesti
1 sollevamenti rispetto a p di un dato cap
quanti sono i punti della fibra p

sono regolari; infatti ogni
ogni rivestimento di uno
(per esempio, un qualunque

menti regolari ¢ la seguente:
pio w basato in xg, che sono tanti

~}(x0), 0 sono tutti cappli o sono tutti archi. |
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Diamo ora, a titolo di esempio, due rivestimenti (uno regolare e uno no)
dello spazio “ad otto” X = C'U C”, dove C' = {zeC||z-1 =1} e
C"={zeC| |z+1]=
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I rivestimenti regolari hanno delle buone proprieta topologiche, come
emerge dal punto (#2) del seguente risultato.

Teorema 5 Se p: (X, To) — (X, zo) & un rivestimento regolare, allora:

(1) Aut(p) = m1(X, xo)/py(mi (X, Z0)) ;
(1) X = X/Aut(p) .

RIVESTIMENTI UNIVERSALI

Una proiezione di rivestimento p : X — X & detta universale se X o
semplicemente connesso. In tal caso X & detto rivestimento universale di X
Dal teorema di esistenza dei rivestimenti abbiamo che ogni spazio con-
nesso, localmente connesso per archi e semilocalmente 1-connesso ammette
rivestimento universale. Inoltre esso & unico, a meno di equivalenze.
Il seguente risultato fornisce un modo per calcolare il gruppo fondamen-
- tale di uno spazio, utilizzando il gruppo degli automorfismi del suo rivesti-
mento universale. '

Corollario 1 Se p: (X, %) — (X, o) & un rivestimento universale, allora:

Allt(];) = m (Xa 3:0) ;

e lisomorfismo € dato dalla mappa x5 : Aut(p) — 7 (X, zg), dove x5(P) e
rappresentato dal cappio w = p(w’), essendo w' un qualunque cammino da 7,
a D(xg). Inoltre si ha '

X = X/Aut(p).
Esempio: gli spazi proiettivi reali

e Per n > 1, lo spazio proiettivo reale RP™ ha gruppo fondamentale
m(RP") & Z,. Allora RP® ha come spazl di rivestimento se stesso
(per H = m(RP"™)) e lo spazio di rivestimento unjversale S* (per
H = 0). In quest’ultimo caso il gruppo degli automorfismi di rivesti- |
mento risulta essere Aut(p) = {Id,a}, dove a : S® — S" 3 15 mappa |
antipodale definita da a(z) = —z. i
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Sia p : (X, %) — (X, Tp) un rivestimento universale, X un sottogruppo
di Aut(p) e 7 : X — X/K la proiezione canonica, allora la mappa p :
(X/K,m(Z)) — (X, o) tale che = po, risulta essere un rivestimento. Se
poi p: (X', z5) — (X, zo) & un rivestimento qualunque e K & il sottogruppo
di Aut(p) tale che x;(K) = py(m (X', Z,)), allora X' = X /K. Quindi ogni
rivestimento di B si ottiene come quoziente del suo rivestimento universale
rispetto ad un opportuno gruppo di automorfismi di rivestimento.

Vediamo ora come ¢ possibile costruire dei rivestimenti facendo agire op-
portuni gruppi di omeomorfismi su un dato spazio.

Definizione Un gruppo G di omeomorfismi di uno spazio topologico X si

dice propriamente discontinuo se per ogni £ € X esiste un intorno aperto U
di z tale che g(U) NU =0, per ogni g € G — {Idx}.

Indichiamo due classi significative di gruppi propriamente discontinui:

e gruppi finiti di omeomorfismi di spazi di Hausdorff tali che ogni ele-
- mento diverso dall’identita & privo di punti fissi; '

e gruppil di automorfismi di rivestimento.

Teorema 6 Se G é un gruppo propriamente discontinuo di omeomorfismi
a1 uno spazio topologico X, allora, per ogni x € X, la protezione a quoziente
m:(X,z) — (X/G,7(x)) é un rivestimento regolare e G =Aut(n ).

Corollario 2 Se X ¢ semplicemente connesso e G & un gruppo propriamente
discontinuo di omeomorfismi di X, allora:




Ksempio: gli spazi lenticolari

Si consideri la sfera tridimensionale §3 — {(20,21) € C? | 202+ |2 |2 = 1},
eslad,,.:S% ., g3y | '

e detto spazio lenti-

. )
ha m (L(p, q)) = Zp. Questo implica che se L, q) ¢ -
allora necessariamente p' = p. Gli spazi lenticolari sono stati completamente
classificati da Reidemeister nel 1932;

Lipd) = Lp,g) = ¢ =4¢* mog p.




