Preliminari

0.1 Esercizi svolti

(1) Data Iapplicazione f : N — N cosi definita:
fn)=n+1, VneN,

dire se é iniettiva, suriettiva, biettiva.

(1) Affinché f sia iniettiva, deve verificarsi che se le immagini di due qualsiasi
elementi del dominio sono uguali, anche quegli stessi elementi devono essere
uguali. Infatti

Vny, ng €N, f(ng) = f(ng) <= n1+1=ny+1<=n; =no,

quindi f é un’applicazione iniettiva. Affinché sia suriettiva, invece, I'insieme
immagine della funzione deve coincidere con tutto il suo codominio. Peré6 é
evidente che Im(f) = N\ {1}, quindi Im(f) C N, e allora f non ¢ suriettiva.
Di conseguenza, non é nemmeno biettiva, e quindi non pud essere nemmeno
invertibile.

Q

(2) Provare che l'insieme C \ {0} dotato dell’'usuale operazione di prodotto é
un gruppo moltiplicativo.

(2) Affinché una qualsiasi struttura algebrica sia un gruppo, essa deve avere
un’operazione che goda della proprietd associativa, uno ed un solo elemento
neutro, ed ogni suo elemento deve avere il suo simmetrico (opposto o inverso a
seconda dell’operazione di cui I'insieme é dotato). Verifichiamo queste propri-
etd nel nostro caso, ricordando che ogni elemento di C é del tipo a + b, con

a, beR et =+/—1:
() Va+ib, c+id, e+if € C\ {0}, si ha:

((a41b) - (c+1id)) - (e +1if) = (ac — bd + i(bc + ad)) - (e +if) =



= ace — bde — bef — adf + i(bce + ade + acf — bdf) =
= a(ce — df) +ib(ce — df) +ia(de + cf) — b(de + cf) =
= (a+1b) - (ce —df) +i(a+ib) - (de + cf) =
= (a +ib)[ce — df +i(de + cf)] = (a+ib) - ((c +id) - (e +if)),

quindi la proprietd associativa é soddisfatta;
(IT) I’elemento neutro della moltiplicazione é 1 =1+4-0 € C\ {0};

(III) verifichiamo 1’esistenza di un inverso moltiplicativo per ogni numero
complesso non nullo:

Va+ibe C\{0}, (a+ib)-(c+id)=1= ac—bd+i(bc+ad) =1 =

_ __ b
d - a2+b2

)

{ ac—bd =1

o=l

— a
C= 252

che ovviamente é non nullo, é 'unico

indi I'elemento —— :
uindi ’elemento — 1 ,
d 212 a2
inverso moltiplicativo dell’elemento a + b.

¢

(3) Trovare i simmetrici di tutti gli elementi dell’anello delle classi di resto
modulo 11, Zy1, rispetto all’addizione ed alla moltiplicazione.

(3) Tutti gli elementi di Z;; tranne lo 0 hanno il loro simmetrico, sia addi-
tivo che moltiplicativo, in quanto I'anello delle classi di resto Z; é sempre un
campo se k é un numero primo. Indichiamo per semplicitd ogni elemento col
proprio rappresentante di classe: [0] =0, [1] =1, [2] = 2,...[10] = 10; i sim-
metrici additivi sono molto semplici: basta prendere, a coppie, tutti gli elementi
la cui somma sia 11, cioé 0 in Zq1:

1+410=24+9=34+8=44+7=54+6=11=0,

dunque 1 é l'opposto di 10, 2 é 'opposto di 9, e cosi via. Per quanto riguarda
invece gli inversi, bisogna trovare le coppie di numeri il cui prodotto sia un
valore del tipo 11k + 1, con k € Z, per la ciclicitd degli anelli delle classi di
resto:

2:6=3-4=1141=1;5-9=444+1=1; 10-10=99+1 =1,
quindi in Zq; linverso di 2 é 6, 'inverso di 3 é 4, e cos{ via.

a
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(4) Dato l'insieme Ms(R) delle matrici quadrate 2 x 2 a coefficienti reali, del
tipo:

A:(Z Z), cona, b, ¢, d eR,

e definito il prodotto tra matrici come segue:

b Ly
v(z d)’(CCL/ d/>€M2(R)7

a b a b\ _ ( ad +b ab +bd

c d d d )\ ad+cd bc+dd )’
provare che ogni matrice ha un inverso moltiplicativo se e solo se ad — bc # 0,
e trovarlo esplicitamente.

(4) Si prova facilmente che l'operazione di prodotto righe per colonne cosf
definita é associativa, e che ’elemento neutro di questa struttura algebrica
é la cosiddetta matrice identita:

1 0
12:<0 1)a

infatti si vede immediatamente che V A € My(R), A- I = I+ A = A. Ora,
presa una generica matrice A € M3(R), cerchiamo la sua eventuale inversa,

nella forma: L
_ a b
oo (4
Dovrebbe valere:

-1 a b ad v\ (10
A-4 _12:>(c d)'<c’ )" \o 1)

aa’ +bc =1 alzﬁ_%c

/ !/ /
ab +bd—0 b—_m
ac+cdd=0 d=—=5
/ " —
be+dd =1 d =

dopo aver svolto i calcoli in questo sistema di equazioni. Ognuno di questi
quattro coefficienti esiste finito se e solo se il suo denominatore ad — be (che
in seguito chiameremo determinante della matrice A) é non nullo. Quindi la
matrice inversa avra la forma:

g e e Yo ! Y
—adbe  ad—be ad—be \ —c a

&




(5) Provare che l'insieme delle radici cubiche dell’unit4:
Cs={acC|a®=1}

é un gruppo rispetto alla normale moltiplicazione, e trovare gli inversi di tutti
gli elementi.

(5) Si pué provare che tutti gli insiemi C,, delle radici n-esime dell’unitd siano
dei gruppi con 'usuale operazione di prodotto; i loro elementi, che possiamo
facilmente trovare grazie alle formule di De Moivre (cfr. E. Giusti, Analisi
Matematica 1, Bollati Boringhieri 1985, pagg. 44-45), sono i vertici di un
poligono regolare di n lati inscritto nella circonferenza centrata nell’origine del
piano cartesiano e di raggio unitario. Nel caso di Cs, i suoi elementi sono:

27 —1+\/§i ami —1—\/§i
a1:1;a2:e3:72 ;a3:e3:42 .

La struttura é un gruppo, perché il prodotto é associativo, infatti
(a1-(az-a3))" =a -(az-a3)" =1-1=(a1-a2)" -aj = ((a1 - a2) - a3)" =

— (a1 . (CLQ 'Gg)) = ((a1 'ag) . a3) = aj - as - as.

Inoltre, C'5 contiene I’elemento neutro, cioé a; = 1, e infine ogni elemento ha il
suo inverso: ovviamente a1 - a; = 1, e inoltre:

27mi 4mi 2

ag-az=e3 -e3 =e™ = cos(m) +isin(r) = 1,

ricordando la formula di Eulero. Quindi, a; é 'inverso di se stesso, mentre as

é 'inverso di a3 e viceversa.

Q

0.2 Esercizi proposti

(1) Data lapplicazione f : Z — Z, definita da:
fla)=2a+1, VaceZ,

dire se é iniettiva, suriettiva, biettiva.

(2) Trovare gli inversi di tutti gli elementi del campo Z;3 rispetto all’addizione
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e alla moltiplicazione.

(3) Provare che la struttura algebrica (4, -), con

A=

o o Qe
o ot O

d

0 a, b, c, deR

c

e il prodotto righe per colonne - é un gruppo se e solo se a, b, ¢ # 0; trovare

I'inversa di ogni matrice di A.

(4) Dato il gruppo di matrici definito nell’esercizio (4):

GLQ(R):{(CCL Z):a, b, ¢, d€R, ad—bc;éo},

trovare le inverse delle matrici seguenti:

1 0 4 2 cosf —sinf
2 -1 )’ -1 5 )’ sinf)  cos® ’

(5) Trovare nel gruppo Cjy delle radici quarte dell’unitd I'inverso moltiplicativo
di ogni elemento.






Capitolo 1

Vettori liberi

1.1 Esercizi svolti

(1) Provare che, se vi=(B — A) e vo=(C — A) sono vettori che formano un
angolo retto, vale |vy — va| = |v1 + val.

(1) Geometricamente, possiamo interpretare questa affermazione come le di-
agonali di un rettangolo hanno la stessa lunghezza. Ricordando la relazione tra
modulo di un vettore e prodotto scalare di un vettore con se stesso, abbiamo:

|V1—V2| :\/< Vi — V32,V — Vg >:\/< V1 — V2, V3 > — < V] — Vg, Vg > =

=/<vi,vi>— <V, vy >—<Vy,Va >+ < vy, va>=+/|vi|?+ |va|?,

perché i prodotti scalari tra vettori ortogonali si annullano. Analogamente,

[Vit+val =< Vvi+ve,vi+ve>=4y/<Vvi+vavi>F<Vytvevy>=

=/<V1,V1 >+ < Vg, V1 >+ < Vq1,Va >+ < Vg, Ve > =/|v1|2 + |v2]?,

di conseguenza |vq — va| = |v1 + val.

¢

(2) Dati tre vettori non nulli vy, vo, v € V, con vg linearmente dipendente
dagli altri due, e dato un ulteriore vettore qualsiasi non nullo w € V| provare
che se w é parallelo a vg, allora vi Aw e va A W sono linearmente dipendenti.

(2) Se v1, va, v3 sono linearmente dipendenti, esisteranno tre scalari a1, as, az €
R, non tutti nulli, tali che a;vi+asve=aszvs. Percié considerando i prodotti
vettoriali avremo:

(a1v1 4 agva) Aw = (azvs) AW = a1(vi AW) +az(va Aw) =0,

7
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e poiché a; ed as non sono entrambi nulli, ne consegue che vi Aw e vo A'w
sono linearmente dipendenti.

)

(3) Dato il triangolo isoscele ABC, con i due lati uguali vi=(B—A) e vo=(C'—
B), che misurano |vi| = |vz|=2, ed ognuno dei due angoli uguali BAC' =

BCA = 5 calcolarne l’area.

(3) Usiamo la formula con il prodotto vettoriale: poiché I'angolo compreso

. . - 2t 2w
tra i due lati uguali misura 7 — — = —, avremo:

6 3

1 1 2
AREA 4pc = §\v1 AVa| = §|V1\ - |va|sin (;) =3

&

(4) Sfruttando la seguente relazione, valida per qualsiasi u v, w € V:
(UAV)AW=<u,w>Vv— <V,W>u,
provare la formula nota come identita di Jacobi:

wA(UAV)+VA(WAU)+uA(vAw)=0.

(4) Utilizzando la proprietd di anticommutativitd del prodotto vettoriale, cioé
Vvy, vo €V, vi Avg=—vy AVg, si ha:

wWA(UAV)+VA(WAU)+uA(VAW) =
=—(uUAV)AW—(WAUAV—(VAW)Au=
—<u,w>v+<vw>u—-<w,v>ut+<uv>w—
—<v,u>wt+<wu>v=_0,

perché se V' é un qualsiasi spazio vettoriale reale, < vi,ve >=< vg,vy >
Vv, vo €V,
V)

(5) Provare che per qualsiasi terna di vettori v, va, vz € V, vale la relazione:
< (viAva)Avs, (Vi Av3) Avg >=

=< Vg,Vg > (< Va,V3g >|V1|2— <Vi,vg >< Vy,Va >).
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(5) Usiamo la relazione dell’esercizio precedente e le proprietd del prodotto
scalare:
< (Vl AN Vz) N Vs, (V]_ A V3) AVg >=

=<<V1,Vg > Va— < V2,Vg >V],< V], Vo > Vg— < Va,Vg > V] >=
=< Vy1,Vz3 >< Va,Vz >< Va,V] > — < Vy,Vz >< Va,Vz >< V1,Vgy > —
— < V1,V >< Vg,vg >< Vy,Vg > + < Va,V3 >2< Vi,V >=
= < Vg, Vg > (< Va, vy >|vi[P— < vi,vs >< vy, va >).

¢

1.2 Esercizi proposti

(1) Dire quale deve essere la lunghezza del lato di un triangolo equilatero
affinché la sua area sia 16v/3.

(2) Calcolare il volume del parallelepipedo individuato dai vettori vy, va, vs
di lunghezze |v1|=2, |va|=3, |v3|=5, con vi ortogonale a va e l’angolo tra
™

vi Avg e vy di ampiezza 1

(3) Provare che V u, v, w € V vale la relazione:

<(uAv)Aw,w>=0.

(4) Provare che V u, v, w € V si ha:

<WAUAV)+VA(WAR),v>=vl<w,u>—-<v,u><w,v>.
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(5) Provare che se v e w sono vettori di norma 1, vale sempre I'identitd:

(<v,w>) P+ |vAaw?=1.



Capitolo 2

Spazi vettoriali

2.1 Esercizi svolti

(1) Dati i vettori (—3,0,1), (1,2,0), (7,—4,—3) € R3, dire se sono linearmente
indipendenti.

(1) Applichiamo la definizione di lineare indipendenza: prendiamo tanti co-
efficienti reali quanti sono i vettori considerati, e scriviamo una combinazione
lineare che imponiamo uguale a zero:

a(-3,0,1) + £(1,2,0) + (7, —4,-3) = (0,0,0) =
= (=3a,0,a) +(5,20,0) + (77, =47, =37) = (0,0,0) =
= (_3a+ﬁ+7772ﬁ_4’77a _37) = (07030)7

e si genera cosi un sistema di tre equazioni lineari nelle tre incognite «, 3, v €

—3a+B+T7y=0 a =3y
28 —4vy=0 — 0 =2y
a—3y=0 vY="

Questo sistema ha infinite soluzioni, ossia per qualsiasi scelta del coefficiente -y,
avremo un valore di « ed uno di 3 per cui il sistema sara verificato; scegliendo
ad esempio v = 1, avremo la relazione

(77 —4, _3) = (_3) : (_37 0, 1) -2 (17 2, 0)7

ossia i tre vettori sono linearmente dipendenti perché esistono scalari non nulli
tali che una combinazione lineare con questi scalari sia uguale a zero. Alternati-
vamente, si pué pensare che uno qualsiasi di questi vettori si pué esprimere come
combinazione lineare a coefficienti non nulli degli altri due. E’ da notare, infine,
che la scelta del valore di v é completamente arbitraria: infatti, considerare un

11



12 CAPITOLO 2. SPAZI VETTORIALI

diverso valore di v, comunque diverso da 0, sarebbe stato come moltiplicare
per uno scalare non nullo entrambi i membri della relazione vettoriale.

)

(2) Dire per quali valori di k € R i vettori
(k+1,0,-1), (k,—k,2k), (—4,0,2k)
formano una base di R3.

(2) Affinché questi tre vettori formino una base di R3, essendo essi in numero
uguale alla dimensione dello spazio, é sufficiente che siano linearmente indipen-
denti. Si nota immediatamente che per k = 0 il secondo vettore si annulla, ed
il vettore Oy in qualsiasi spazio vettoriale V' é sempre linearmente dipendente.
Quindi, usiamo il procedimento descritto precedentemente, considerando k # 0:

alk+1,0,-1) + B(k, —k, 2k) + v(—4,0,2k) = (0,0,0) =

(k+1Da+kB—4y=0 o = 2kvy
= —kB=0 =4 =0 ;
—a+2kB +2ky =0 20k +k—2)y=0
—-1++1
la terza equazione si annulla per ki 2 = “1EViTs = —2, 1, ed in questi

casi i1 tre vettori non formano una base. Ricapitolando, per k = 0, i vettori
(1,0,—1) e (—4,0,0) sono linearmente indipendenti, ma (0,0,0) non lo é. Per
k = 1, vale la relazione 2(2,0,—1) + (—4,0,2) = (0,0,0), e quindi ci sono solo
due vettori linearmente indipendenti, ad esempio (2,0,—1) e (1,—1,2) oppure
(—4,0,2) e (1,—1,2). Per k = —2, vale (—4)-(—1,0,1)+(—4,0,4) = (0,0,0) ed
il discorso é analogo. Percié se k = —2, 0, 1 il sottospazio vettoriale generato
dai tre vettori dati ha sempre dimensione 2. Invece, per k € R\ {—2,0,1} i tre
vettori formano una base di R3.

&

(3) Scrivere in equazioni parametriche e cartesiane il sottospazio vettoriale W
di R® generato dai vettori linearmente indipendenti dell’insieme:

{(17 23 07070)7 (07 _]-7 07 Oa ]-)7 (]-7 11 07 _]-7 0)7 (07 2707 27 0)}

(3) Nel modo usuale, cerchiamo quali tra questi quattro vettori sono tra loro
linearmente indipendenti:

a(1,2,0,0,0)+3(0,—1,0,0,1)+(1,1,0, —1,0)+5(0, 2,0,2,0) = (0,0,0,0,0) =>
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a+v=0 .

20— fB+7+25=0 Z:JV
- 0=0 - . ;

—y+20=0 3:72

quindi, poiché vale la relazione
1
—(1,2,0,0,0) + (1,1,0,—1,0) + 5(0,2,07270) = (0,0,0,0,0),

possiamo scartare dall’insieme di partenza uno a nostra scelta dei tre vettori
implicati in questa relazione. Ne rimarranno tre, e quindi ad esempio

w =1{(1,2,0,0,0),(0,-1,0,0,1),(1,1,0,—1,0)},

dim(W) = 3. Le equazioni parametriche di W avranno questa forma:

X 1 0 1

To 2 -1 1

T3 = 0 |t+ 0 U+ 0 v =

T4 0 0 -1

Is 0 1 0
r1=t+v
To=2t—u—+v

= ¢ 23=0 , t,u,v € R.

Ty — —0
s = U

Le equazioni cartesiane del sottospazio W si ricavano da quelle parametriche
eliminando i parametri ¢, u, v:

t=x1—v
:2—
1‘3:0
V= —T4
U = Ts

In generale, i sottospazi vettoriali di R™ rappresentano luoghi di punti nello
spazio n-dimensionale che possiamo vedere come varietd lineari, identificando
R™ con lo spazio affine A”(R). Ad esempio un sottospazio vettoriale di dimen-
sione 1 in R? é una retta passante per l'origine (0,0), un sottospazio vettoriale
di dimensione 2 in R3 é un piano passante per I'origine (0,0, 0).

Q

(4) Provare che 'insieme delle matrici 2 x 2 simmetriche in M>(R) é un sot-
tospazio vettoriale di Ms(R).
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(4) Scriviamo la generica matrice quadrata di ordine 2 a coefficienti reali come:

A:(a b), a,b,c,d € R;
c d

possiamo identificare A con il vettore (a,b, c,d) € R*, quindi dim(M>(R)) = 4;
A si dice una matrice simmetrica se A = A?, ossia se é del tipo

(Z Z)’“’ b, d € R;

allora si pué identificare ogni matrice simmetrica con il vettore (a, b, b, d) € R?;
verifichiamo ora le proprieté dei sottospazi vettoriali:

a b a v a b a b\ [(a+d b+V
UW(b d)’( yod > <b d)+< v d’)( b+ d+d’>’
che é ancora una matrice simmetrica;

a b a b ka kb

(II)V(b d),szeR, k(b d>_(kc kd)’
che é ancora una matrice simmetrica. Quindi, poiché ogni matrice simmetrica
2 x 2 é una combinazione lineare del tipo:

(ha)=(5 o) (00) (5 %)
“efoo)re(V o))

I'insieme delle matrici simmetriche é un sottospazio vettoriale di dimensione 3,
una cui base é data dalle matrici:

(00) (10)(01)

(5) Dato lo spazio vettoriale di polinomi
Ry[z] = {az® + bx® + cx +d | a,b,c,d € R},
calcolare la dimensione del suo sottospazio vettoriale W generato dai polinomi

2, 4+ x+1, —3z+2, 1.
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(5) Rs[z] pud essere identificato con R?, e allora dim(R3[z]) = 4; una base per
R3[z] é data da {2, 2%, x, 1}, perché é evidente che ogni polinomio di grado
al piu tre é una combinazione lineare a coefficienti reali di questi monomi. Ora
cerchiamo di vedere se i quattro polinomi dati sono linearmente indipendenti:

a(22)+ Bz +24+1)+y(=32+2)4+0 = B’ +(2a+B—-37)z+[+27+0 = 0 <=

3
<:’>Oé:§7a ﬁ:Oa Y= 6:_277

quindi per formare una base di W dobbiamo scartare un polinomio tra 2z, —3z+
2, 1, ad esempio —3z + 2 quindi rimarranno 2% 4+ z + 1, 2z, 1:
al@®+z+1)+82x)+y=ar’+ (a+28)z+a+y=0<=a=F=7=0.
Percié dim(W) =3, e W = L{z? + z + 1,2z, 1}.

)

(6) Dati i vettori (1,—-1,0,0,0), (0,2,0,—1,1), (0,0,0,0,2i) € C?, costruire un
completamento ad una base di C°.

(6) Anzitutto, verifichiamo che questi tre vettori siano linearmente indipen-
denti:
a(1,-1,0,0,0) + 5(0,2,0,—1,1) + ~(0,0,0,0, 2i) =
=(0,0,0,0,0) <= a=3=v=0.

Quindi per completare una base, abbiamo bisogno di altri due vettori linear-
mente indipendenti. In generale, per comodité, li sceglieremo prendendoli dalla
base canonica (per gli spazi C™ possiamo utilizzare quelle standard degli spazi
R™): prendiamo (1,0,0,0,0) e verifichiamone la lineare indipendenza rispetto
agli altri:

«(1,0,0,0,0) + 5(1,-1,0,0,0) + ~(0,2,0,—1,1) + §(0,0,0,0, 2¢) =
=(a+8,—B+27,0,—v,7+2i6) = (0,0,0,0,0) <= a=F=7=56=0.
Andando in ordine sulla base canonica, dovremmo prendere (0,1,0,0,0), perd
si pué notare immediatamente che (1,0,0,0,0) — (1,-1,0,0,0) = (0,1,0,0,0),
e allora questo vettore é linearmente dipendente da altri due gid presenti nel-
la base, per cui non pué andare bene. Quindi prendiamo il successivo, cioé

(0,0,1,0,0):

«(1,0,0,0,0)+4(1,-1,0,0,0)4+~(0,0,1,0,0)+6(0,2,0,—1, 1)+€(0,0,0,0, 2i) =
=(0,0,0,0,0) <= a=0=7=0=¢€¢=0,
di conseguenza la base completata sara:
{(1,-1,0,0,0),(0,2,0,-1,1),(0,0,0,0,2i),(1,0,0,0,0), (0,0,1,0,0)}.
&



16 CAPITOLO 2. SPAZI VETTORIALI

2.2 Esercizi proposti

(1) Dire se il seguente sistema di vettori é una base per R*:
{(17 Oa _17 0)7 (Oa la 0) 0)7 (3a 1a 0) 0)7 (07 Oa 0) _4)}

*

(2) Dire se il seguente sistema di vettori é una base per R3:
{(4a 07 1)7 (_17 07 1)7 (37 0’ 2)}7

nel caso in cui non lo sia, costruirne un completamento ad una base di R3.

(3) Dire se i seguenti polinomi sono linearmente indipendenti in Cy[z]:
pi(z) = 2% — 2ix — i, pao(x) = 2ix — 4i, p3(x) = —ix® + 3,
e nel caso in cui non lo siano, completare una base di Cy[z].

*

(4) Calcolare la dimensione del sottospazio vettoriale W di M3(R) dato dalle
matrici antisimmetriche, cioé quelle tali che A = — A",

(5) Dire per quali k € R il sistema di vettori
{(k,0,1,0), (0,k+1,0,0), (3,2k,0,0), (0,0,0,—k)}

é una base per R%.

(6) Scrivere le equazioni parametriche e cartesiane del sottospazio vettoriale S
di R* generato dai vettori (2,0, 1,0), (0,3,0,5).

*

(7) Calcolare la dimensione del sottospazio vettoriale W di R® generato dai



2.2. ESERCIZI PROPOSTI 17

vettori (1,0,2,1,0), (0,3,-2,2,0), (1,3,0,3,0), e poi scriverne le equazioni
parametriche e cartesiane.

(8) Calcolare la dimensione del sottospazio vettoriale W di R%, tale che W =
U+ YV, con

U=1{(1,0,2,-1), (0,1,0,0)}, V =L{(-1,0,3,0), (—1,4,—-2,1)},

e scriverne le equazioni parametriche.

(9) Dire per quali k& € R i seguenti sottospazi di C3:
Vi = L{(i,0,k + 1)}, Wy =L{(1,k,2), (3,2ki,0)},

hanno intersezione uguale a (0,0, 0).
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CAPITOLO 2. SPAZI VETTORIALI



Capitolo 3

Applicazioni lineari e
matrici

3.1 Esercizi svolti

(1) Data l'applicazione lineare F' : R — R? cos{ definita:
F(x1,x9,x3) = (21 — 1029 + 323,421 + 929, 621 — 22 + 33),

trovare ker(F') ed Im(F).

(1) La matrice che rappresenta F rispetto alle basi canoniche é

2 —-10 3
ME(F)=A=|4 9 0 |;
6 -1 3

ker(F') é lo spazio delle soluzioni del sistema lineare omogeneo:

X1 0 2 —-10 3 X1 0
Al zo |=[ 0 |= 1[4 9 o z | = 0|,
T3 0 6 -1 3 T3 0

che dopo aver effettuato la riduzione per righe diventa:

2 —10 3 a1 0 xy = —27t/58
0 1 —6/29 o | = 0 | =< z,=06t/29, t R,
0 0 0 5 0 x5 =1

e ponendo t = 58 otteniamo un vettore a coordinate intere che genera il nucleo
di F, percié ker(F) = L{(—27,12,58)}. Essendo dim(ker(F))=1, dim(Im(F'))=dim(R?)—

19
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dim(ker(F'))=3-1=2. Per trovare una base di Im(F"), consideriamo i tre vettori-
colonna di A:

a(2,4,6) + 3(=10,9,1) +7(3,0,3) = (0,0,0) =

= (2a — 108+ 3v,4a + 98,6 — 5+ 3y) = (0,0,0) =

9 29
:>Oé:—1ﬂ7 ﬂ:ﬂ7 7:_7ﬂ,

6
., 9 29
cioé — 1(2,4,6) +(-10,9,-1) — €(3,073) = (0,0,0),

ed essendo tutti e tre linearmente dipendenti 'uno dagli altri possiamo scar-
tarne uno a nostra scelta, e ad esempio potremo scrivere:

Im(F) = L{(~10,9,-1),(3,0,3)}.
Q@

(2) Consideriamo I’applicazione lineare F : R® — R3 data da:
F(2,1,0) = (1,4,0), F(1,0,1) = (0,0,—1), F(0,0,—2) = (—2,0,3);
(a) dire se é ben definita;
(b) scriverne la matrice rispetto alle basi canoniche;

(c) determinare ker(F') ed Im(F).

(2) (a) Affinche’ F' sia ben definita, i tre vettori (2,1,0), (1,0,1), (0,0,-2)
devono formare una base di R3, e per questo devono essere linearmente indipen-
denti. Collocati in una matrice 3 x 3 come righe o come colonne, ¢ sufficiente
che questa matrice abbia rango massimo:

0
1 | =0404+0-0-0+2+#0,

2
det 1
0 -2

OO =

quindi F' é ben definita sulla base B = {(2,1,0),(1,0,1), (0,0, —2)}.

(b) Per scrivere la matrice ME (F), ricordiamo la formula di cambiamento
di base:
ME(F) = Mg (1d) - Mg (F) - (M(1d)).

MFE(1d) é la matrice le cui colonne sono i vettori di B:

2 1 0
ME(IdH) =11 0 0 |;
01 -2
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la sua inversa é facilmente calcolabile con uno dei metodi conosciuti:

0 1 0
MEI) = (MEPa) = 1 -2 0 |
1/2 -1 —1/2

invece, la matrice Mg (F) ha come colonne i vettori dell'immagine di F' scritti
per6 nelle coordinate relative alla base B:

«(2,1,0) 4+ 8(1,0,1) + (0,0, —2) = (1,4,0) =

a=4
— ﬁ = -7, — (1, 4,0)E = (4, -7, —7/2)15;;
V=12

analogamente,
1
5(07 Oa _2) = (07 Oa _1) = (07 07 _l)E = (07 07 1/2)137

04(2, 170) + 6(1a0a 1) + V(ana _2) = (_27073) — a= 07 ﬂ = _2a Y= _5/2a
da cui (—2,0,3)g = (0, -2, —5/2)p. Allora avremo:

4 0 0
MEF)=| -7 o -2 |,
-7/2 1/2 -=5/2
e di conseguenza
21 0 4 0 0 0 1 0
MEF)=|1 0 0 -7 0 =2 1 -2 0 =
0 1 —2 —7/2 12 —5/2 1/2 -1 —1/2
-1 3 1
= 0 4 0
1/2 -1 -3/2

Allo stesso risultato si poteva peré giungere scrivendo le immagini dei vettori
della base canonica sfruttando la linearitd dell’endomorfismo F*:

1 1
F(0707 1) = 7§F(0707 72) = 75(723053) = (1703 73/2)3

F(1,0,0) = F(1,0,1) — F(0,0,1) = (0,0,-1) — (1,0, —-3/2) = (—1,0,—1/2),

F(0,1,0) = F(2,1,0)-2F(1,0,0) = (1,4,0)—2(—1,0,1/2) = (3,4, —1), da cui:
-1 3 1
MEF)=| 0 4 0

1/2 -1 —3/2
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(c) Poiché si vede immediatamente che

det(ME(F)) :4det< 1_/12 _§/2 ) =440,

allora ker(F)={0}, ed Im(F)=L{(-1,0,1/2), (3,4, —1),(1,0,-3/2)} = R3.
¢

(3) Data I'applicazione lineare Fy, : R* — R*, dipendente dal parametro k € R,

cosi definita:
Fk(k + 17 _2a 37 1) = (27 3a 07 _1)7

Fk(oa 17k2 - 1’0) = (07 172ka0)a
Fk(1707073k) = (Ov _2707k)7
Fk(oak - QaOaO) = (17273a k)7

(a) dire per quali k reali F} é ben definita;
(b) fissato k = 0, trovare Im(Fp) e ker(Fp).

(3) (a) Affinché Fy sia ben definita, non deve annullarsi il determinante della

matrice
k+1 -2 3 1
0 1 E2—-1 0
Ch 1= 1 0 0 3k |

0 k—2 0 0

sviluppando il determinante sull’ultima riga, si ha:

kE+1 3 1

det(Cy) = (k —2) det 0 k-1 0 |=(Fk-2)(k-1)BK2+3k-1);
1 0 3k
-3++21

si trova quindi facilmente che det(Cy) = 0 se k = 2, +1, , e allora

“3-V3T . 3430
FkébendeﬁnitaVkeR\{ Bov2L 3+\ﬁ,1,2}.

) 17
6 6
(b) Fissato k = 0, avremo:

FO(17 _25 37 1) = (2’ 37 07 _1)a

Fy(0,1,-1,0) = (0,1,0,0),
Fy(1,0,0,0) = (0, —2,0,0),
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Fy(0,-2,0,0) = (1,2,3,0).

Troviamo le immagini dei vettori della base canonica per scrivere M E (Fyp) :

Fy(1,0,0,0) = (0,-2,0,0);

F5(0,1,0,0) = %FO(O, ~2,0,0) = (—1/2,-1,-3/2,0);
Fy(0,0,1,0) = Fy(0,1,0,0) — F5(0,1,—1,0) = (-1/2,-2,-3/2,0);
F5(0,0,0,1) = Fy(1,-2,3,1) — Fy(1,0,0,0) + 2F5(0,1,0,0) — 3F(0,0,1,0) =
=(5/2,9,3/2,—1), per cui:

0 —1/2 —-1/2 5/2

gy | -2 -1 -2 9 |
Mg (Fo) =1 -3/2 -3/2 3/2 |’
0 0 0 -1

troviamo prima ker(Fp) risolvendo il sistema lineare omogeneo:

T
T2
T3
T4

ME (Fp) -

o O o o

t
r1 = ——=

2
=< T2=-1 R,
.’L‘3:t
374:0

e allora ker(Fp)=L{(—1,-2,2,0)}; poiché dim(ker(Fp))=1, dim(Im(Fp))=3;
quindi dovremo scartare una colonna dalla matrice ME (F) per avere avere
una base di Im(Fp). Poiché si vede immediatamente che la sottomatrice 4 x 3

0 —1/2 -1/2

-2 -1 =2
0 -3/2 —3/2
0 0 0

ha rango 2, perché il determinante della sua sottomatrice 3 x 3 ottenuta soppri-
mendo 'ultima riga é nullo, scarteremo arbitrariamente una di queste colonne,
per cui ad esempio:

Im(F) = L{(0,-2,0,0), (—1/2,—1,-3/2,0), (5/2,9,3/2, —1)}.
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)

(4) Data I’applicazione lineare F' : My(R) — M 3(R) definita da:

h b\ [ 2 a-b 0
d ) \ec+d b+c—d a )’

trovarne nucleo ed immagine.

o

(4) Poiché lo spazio vettoriale My (R) é isomorfo allo spazio R*, mentre lo spazio
vettoriale Mj 3(R) é isomorfo ad R®, possiamo considerare applicazione lineare
G : R* — RS tale che:

G(x1, 2, x3,x4) = (2x2, 1 — 2,0, 23 + T4, T2 + T3 — T4, 1),

la cui matrice rispetto alle basi canoniche é:

0 2 0 0
1 =1 0 0
0 0 0 0
ME(G) = 0 0 1 1
0 1 1 —1
1 0 0 0

ker(G) ¢ lo spazio delle soluzioni del sistema omogeneo:

0
X 0 T 0
E Zo 0 xTo 0
T4 0 Ty 0

0

Quindi ker(G)={0}, e ne consegue che dim(Im(G))=4, percié una base per
Im(G) sard automaticamente composta dalle quattro colonne della matrice
ME(G):

Im(G) = L{(0,1,0,0,0,1), (2, —1,0,0,1,0), (0,0,0,1,1,0), (0,0,0,1, —1,0)}.

Riportando il tutto in termini degli spazi di partenza, avremo:

wn-{(4 )}
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&
(5) Data I'applicazione lineare F}, : Ma(R) — R5 cosf definita:
Tl T2 _ 2
Fk ( T3 T4 ) = ((k + 2)($1 - Ig), (k’ - 4)132,581 + I3, O,Ig + (k + 2){E4)

dipendente dal parametro k € R, dire per quali k il sottospazio T" delle matrici
di Ms(R) strettamente triangolari superiori, cioé:

(33

é contenuto in ker(Fy), oppure coincide con esso.

(5) Affinché T C ker(F}), é sufficiente che 'immagine tramite Fy, di un qualsiasi
elemento di T sia nulla, ossia

0 1Y\ 2
Fk(o 0)—(O,k 4,0,0,0),

quindi per k = 2 si ha che T C ker(F}). Distinguendo i casi, se k = —2,

T3 T4

- {(8 )3 1))

F2 < T1 T2 ) = (4(1’1 —€E3)707£C1 +$3,0,$3 '|‘4£C4)7

i
ker(Fg)]L{<8 (1))}

Q

F—2 ( o2 ) = (O7Oa$1 +$3,0,I3),

e allora

se invece k = 2,

e allora

(6) Consideriamo le applicazioni lineari
F:R3 — R* tale che F(z1, 2, 23) = (21 — 423, 29 + 23,321 — Sxa, 23),

G : R — R’ tale che G(y1, Y2, 3, Ya) = (Y2 — 3ya, 0,41 + 2y2 + y3 + 4ya),
e detta H = G o F, scrivere la matrice MZ (H) e poi trovare ker(H) ed Im(H).
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(6) L’applicazione lineare H = G o F avra R?® come spazio sia di partenza
che di arrivo. Per scrivere la matrice di H relativa alle basi canoniche, bastera

moltiplicare tra loro, nell’ordine giusto, le matrici di G e di F relative alle basi
canoniche. Poiché

01 0 -3
MEG) =100 0 0 |,
1 2 1 4
1 —4
E | 0 1 1
0 O 1
0 1 =2
MEH)=Mg(G)-Mg(F)=( 0 0 0
4 -3 2
Troviamo al solito modo ker(H) ed Im(H):
T 0 (Elzt
MEH)| z2 | = 0 | = 22=2t = ker(H)=1L{(1,2,1)},
T3 0 $3:t

quindi dim(Im(H))=2. Poiché

0 1
det(4 _3>——47é0,

la sottomatrice data dalle prime due colonne di ME(H) ha rango 2, e allora

Im(H) = L{(0,0,4), (1,0, —3)}.

&

3.2 Esercizi proposti

(1) Trovare nucleo ed immagine dell’applicazione lineare F' : R? — R? associ-
ata canonicamente alla matrice A2 — 415, con

A



3.2. ESERCIZI PROPOSTI 27

(2) Data lapplicazione lineare F' : M5(C) — M5(C) data da:

r a b\ (a—ib a+ib
c d ) 2ic  4dia—ic )’

trovare ker(F') ed Im(F).

(3) Trovare nucleo ed immagine dell’applicazione lineare F : R — R* definita
da:

F(x1, 22,23, 24,25) = (621 + 222, 23 — 425, 325, T2 + 323).

*

(4) Data l'applicazione lineare Fy : R3 — R? cosi definita:
Fk(1707 2) = (15 170)7 Fk(la 2k7 0) = (kv 0, _2)7 Fk(k +1,2, _1) = (3a ky _1)a
(a) dire per quali k¥ € R é ben definita,;

(b) fissato k = 0, trovare ker(Fp o Fy) ed Im(Fp o Fp).

(5) Sev, w e R", e A, B € M, (R™), provare che se v € ker(A), w € ker(B),

v+w € ker(A? — B?) & A? w=B?v.

(6) Data I’applicazione lineare F' : Ro[z] — Ry [z] cosi definita:
F(az® +bx+c) = ar +a—c,

trovare ker(F') ed Im(F).
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(7) Date le applicazioni lineari
F:R* — R* tale che F(x1,22) = (221,21 — 2,0,42,),

G: R4 — R4a tale che G(y17y27y37y4) = (2y1 7y47072y2 +y3ayl +y2 72y3)7

determinare nucleo ed immagine dell’applicazione composta G o F.

*

(8) Data la matrice di M3(R):
3 0 1-k
2 k-1 -1
0o -4 k

(a) trovare per quali k¥ € R é invertibile;

(b) fissato k = 1, trovare 'espressione dell’applicazione lineare F' € End(R?)
associata alla matrice A"

(9) Date le applicazioni lineari
F:R?> — R? tale che F(21,22) = (v1 — 222,371 + 4a3),

G: RQ — Rga tale che G(y17y2) = (anl - 3y27y1 + y2)a

determinare nucleo ed immagine dell’applicazione lineare composta G o F~1.



Capitolo 4

Determinanti e sistemi
lIineari

4.1 Esercizi svolti

(1) Calcolare il determinante della matrice

3 4 -1
A=| 0 5 2 |eM(R).
-6 2 -7

(1) Possiamo calcolare det(A) svolgendo lo sviluppo di Laplace rispetto ad una
riga oppure ad una colonna a nostra scelta. Ad esempio, sviluppiamo secondo
la seconda riga (é sempre conveniente scegliere una riga oppure una colonna
con il maggior numero possibile di zeri per semplificare i calcoli):

dei) =0- (1 ae (5 7 ) cvtaa (5 )

+2-(—1)5-det( _36 ;‘ ) = —105 — 30 — 12 — 48 = —195.

Allo stesso risultato si poteva giungere tramite lo sviluppo di un’altra riga o di
una colonna. Ad esempio, facendo lo sviluppo lungo la prima colonna:

det(A):3-(—1)2-det<g _27)+0-(—1)3-det<;l ! )+

+(—6) - (~1)* - det < ‘5* > ) — 105 — 12— 78 = —195.

29
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)

(2) Calcolare il determinante della matrice di M3(R):
-1
A= 0 3

-1 0

AN )

e se é diverso da 0, trovare la matrice inversa A~1.

(2) Calcoliamo det(A) in un modo alternativo allo sviluppo di Laplace; per
le matrici 3 x 3 esiste la cosiddetta regola di Sarrus: si scrive la matrice e le
si ricopiano accanto a destra le sue prime due colonne, dopodiché si svolgono i
prodotti degli elementi lungo le tre diagonali da 3 elementi da sinistra a destra
verso il basso e si sommano insieme, poi si svolgono i prodotti delle tre diagonali
da destra a sinistra verso il basso e si sottraggono, ossia, se A = (a;;); j=1,2,3,
scriviamo in questo modo:

ailp a2 ais | ailr a2
a1z ag2 a23 | a1 a2 ,
asy asx azz | as  as

da cui:
det(A) = 011022033+ (12023031 +A13021032 — Q12021033 — 411023032 — 413022031 -

Nel nostro caso, det(A) =2-3-4+(-1)-(-1)-14+0-0-0—2-1-0—(—1)-0-
4—0-3-(—1) =25 # 0. Si verifica in modo elementare che facendo lo sviluppo
di Laplace lungo qualsiasi riga o colonna il risultato é lo stesso (ad esempio,
lungo la prima riga, det(A) =2 (=1)2-3-4+ (=1)-(=1)3-(=1) - (=1) = 25).
Ora, poiché det(A) # 0, A é nonsingolare, o invertibile, cioé esiste ed é unica
la matrice A~!, tale che A- A™! = A=!'. A = I;. Per calcolare 'inversa
di una matrice, esiste un algoritmo valido per matrici quadrate di qualsiasi
ordine, che consiste nello svolgere una serie di operazioni vettoriali elementari
ad hoc su una matrice per portarla gradualmente verso una forma che espliciti
la matrice inversa. L’idea é questa: si costruisce una matrice di n righe e 2n
colonne, affiancando alla matrice A € M, (R) la matrice identita I,,, dopodiché
si effettuano queste operazioni elementari sulle righe dell’intera matrice (somme
e differenze tra righe, prodotti di righe per scalari, scambi di righe) finché non
si perviene ad una forma in cui la matrice I,, avra preso il posto che la matrice
A aveva all’inizio. La matrice che alla fine avrd preso il posto che aveva I,, sard
I'inversa A~

(A | I,,) dopo operazioni elementari (I, | A™1).
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Esaminiamo le operazioni da svolgere nel nostro caso:

0] 1 00
11010
4 ] 0 0 1
(la prima operazione che ci conviene fare é la somma della prima riga con la

terza moltiplicata per 2, da collocare al posto della terza riga, per ottenere uno
0 in basso a sinistra)

2 -1
0 3
-1 0

2 0] 1

e

2R + Ry [ 0 3 1 | 0
0 8 | 1

O = O
N OO

(al secondo passo, moltiplichiamo per tre la terza riga e sommiamola alla
seconda, lasciandola nella terza riga, cosi da ottenere un altro 0 nell’ultima

riga)

2 -1 0 | 1 00

_
3Rsy+ Ry 0 3 1 | 0 1 0
0 25 | 3 1 6

(al terzo passo, moltiplicando tutta la terza riga per 1/25 troviamo nella metd
sinistra della matrice la terza riga della matrice identitd I3)

2 -1 0] 1 0 0
(1/25)-Ray | 0 3 1 | 0 1 0
0 0 1 | 3/25 1/25 6/25

(ora, andando dal basso verso l’alto, cerchiamo di far comparire nella metd
sinistra la seconda riga di I3; a questo scopo sottraiamo la terza riga dalla
seconda)

2 -1 0 1 0 0

e —

Raoy—Re [ 0 3 0 | —3/25 24/25 —6/25
0 1 | 3/25 1/25 6/25

(per ultimare la seconda riga di I3, ci basta semplicemente moltiplicare per 1/3
tutta la seconda riga)

2 -1 0 | 1 0 0
(1/3)-Rgy | 0 1 0 | —1/25 8/25 -2/25
0 0 1 | 3/25 1/25 6/25

(ci resta da aggiustare la prima riga: sommando la prima riga con la seconda
otteniamo un ulteriore 0 nella prima riga)

| 24/25 8/25 —2/25

2 0 0
Ryy+Roy | 0 1 0 | —1/25 8/25 —2/25
00 1 | 3/25 1/25 6/25
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(ed ora, dimezzando banalmente tutta la prima riga, otteniamo finalmente I3
laddove all’inizio c¢’era la matrice A)

1 00 | 12/25 4/25 —1/25
(1/2)-Ray | 0 1 0 | —1/25 8/25 —2/25
00 1 | 3/25 1/25 6/25

Quindi l'inversa di A sara:

12/25 4/25 —1/25
A7t =| —1/25 8/25 —2/25
3/25 1/25  6/25

la verifica é immediata:

2 -1 0 12/25 4/25 —1/25 100
A-AP= 0o 3 1 —1/25 8/25 —2/25 | =| 0 1 0
-1 0 4 3/25 1/25 6/25 0 0 1
&
(3) Dire per quali @ € R la matrice:
at+l 2 -3 0
_ 2a 0 1 4da+5
Ao = 0 0 0 o |SME®
5a2+1 2 -1 4a?
ha rango uguale a 4, e fissato o = —1, trovare 'inversa di A_;.

(3) Affinché rk(A,) = 4, si deve avere che det(A,) # 0. Calcoliamo percié
A, facendo lo sviluppo di Laplace pid veloce, cioé quello rispetto alla terza
riga:
at+1l 2 -3
det(Ay) = a- (—1)7 - det 20 0 1 |=
5a2+1 2 -1
= (—a)[~12a 4 1002 + 2 — 20 — 2 + 4a] = (—a)[10a? — 100];

quindi det(4,) =0 <= a =0, a =1, e di conseguenza
tk(A,) =4 <= a € R\ {0,1}.

Calcoliamo ora l'inversa di

0 2 -3 0
-2 0 1 1

A= 0 0 0 -1
6 2 —1 4
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0 2 -3 0 | 1000
20 1 1 | 0100
00 0 -1 ] 00710
6 2 -1 4 | 00 0 1

(come primo passo, scambiamo di posto la terza e la quarta riga, moltiplican-
do poi per (-1) abbiamo gid ottenuto sulla sinistra 1'ultima riga della matrice
identitd I)

0 2 -301] 10 0 0
——— 20 1 1|01 0 0
(=D BFw | ¢ 2 -1 4] 00 0 1

00 0 1|00 ~10

(sommando ora la terza riga con la seconda moltiplicata per tre riusciamo a far
comparire uno 0 al posto del 6 nella terza riga)

0 2 3010 0 0
| 20 1 1]01 0 0
Ry +3-Bo | g 9 9 7 |03 0 1

0 0 0 1,00 -1 0

(ora, al posto della terza riga mettiamo la differenza tra la terza riga e la prima,
in modo da far comparire un altro 0)

0 2 =301 1 0 0 0
-2 0 1 1| 0 1 0 0
Boy=Rm | o o 5 7 | =1 3 0 1
00 0 1] 0 0 —10

(ora sottraiamo alla terza riga la quarta moltiplicata per 7 e comparird nella
terza riga un altro 0)

0 2 301 1 0 0 0
———| 20 1 1] 0 1 0 0
By =T-Ray| g o 5 o0 | -1 3 7 1
00 0 1| 0 0 -1 0

(dividendo per 5 la terza riga otteniamo la terza riga di I4)

0 2 -3 0| 1 0 0 0
——— | 20 1 1] o 1 0 0
/5 Ra | g g 1 o | —1/5 3/5 7/5 1/5
00 0 1| o 0 -1 0

(si pud notare che sottraendo alla seconda riga sia la terza che la quarta
contemporaneamente compaiono due zeri nella seconda riga)

0 2 -301 1 0 0 0
20 0 0 | 1/5 2/5 —-2/5 —1/5
Boy=Rey=Bfaw | o o 1 o | 15 3/5 7/5 1/5
o0 0 1| 0 0 -1 0
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(scambiamo ora ovviamente la prima riga con la seconda, moltiplicata per -1/2,
ed otteniamo sulla metd la prima riga di 1)

10 0 0| —-1/10 —1/5 1/5 1/10
— | 0 2 -3 0 | 1 0 0 0
12 Bey | g o0 1 0 | —15 35 75 1/5
00 0 1| 0 o -1 0

(per concludere, facciamo due operazioni in un colpo solo: sommiamo alla
seconda riga la terza riga moltiplicata per 3, e dividiamo la riga ottenuta per
2, cosi otteniamo la riga mancante della matrice identitd)

1000 | -1/10 -1/5 1/5 1/10

0100 | 1/5 9/10 21/10 3/10
(1/2)- By +3-Bey | o o 1 o | —i5 35 7/5 1/5 |

0001 ] 0 0 -1 0

quindi 'inversa, é:

~1/10 -1/5 1/5 1/10
1/5  9/10 21/10 3/10

717
(A-1)™" = -1/5 3/5 7/5 1/5 |’
0 0 —1 0
e lo si pué verificare facilmente:
-1/10 —1/5 1/5 1/10 0 2 -3 0
(A )L A = 1/5  9/10 21/10 3/10 -2 0 1 1 | _
-t =1 -1/5 3/5 7/5 1/5 0 0 -1 |
0 0 —1 0 6 2 —1 4
1 000
o100
“loo0o10
00 0 1
Q

(4) Calcolare il rango della matrice

4 0 3 -1
A= 1 1 2 =3 | e Ms,(R).
3 -1 1 2

(4) Poiché A ha tre righe e quattro colonne, il suo rango potra essere al massimo
3. Possiamo procedere in vari modi, vediamone due differenti: consideriamo le
tre righe e controlliamo se sono linearmente indipendenti come vettori di R*:

a(4,0,3,-1) + 3(1,1,2,3) +v(3, —1,1,2) = (0,0,0,0) =



4.1. ESERCIZI SVOLTI 35

da+pF+3y=0
B—=7=0
3a+28+~v=0
—a—38+2y=0

cioé, ad esempio scegliendo v = 1, vale la relazione:

I
|
2

=

=2 @ 9°
Il

= 2

(1,1,2,-3) + (3,—1,1,2) — (4,0,3,—1) = (0,0, 0,0),

e allora i tre vettori sono linearmente dipendenti e di conseguenza il rango di A
non pud essere 3, ma al massimo 2. Infatti, prendendo a questo punto due dei
tre vettori-riga, si nota immediatamente che, non essendo 'uno multiplo del-
laltro, sono linearmente indipendenti, quindi rk(A) = 2. Esattamente lo stesso
ragionamento si pud fare sui vettori-colonna di A, ovviamente come vettori di
R3. Alternativamente, poiché il rango di una matrice é uguale al massimo or-
dine di una sua sottomatrice quadrata che ha determinante non nullo, possiamo
trovare rk(A) soltanto calcolando i determinanti delle sottomatrici. In generale,
cominciamo (se la matrice non ¢é nulla, nel qual caso ha rango 0) considerando
prima le sottomatrici 2 x 2; se ne troviamo almeno una con determinante non
nullo, passiamo a considerare le sottomatrici 3 x 3; se ne troviamo almeno una
con determinante non nullo, consideriamo le 4 x 4, e cosi via. Quando trovere-
mo che tutte le sottomatrici k x £ hanno determinante uguale a 0, saremo sicuri
che il rango sara k — 1. Vediamo il nostro caso: consideriamo la sottomatrice
2 x 2 nell’angolo in alto a sinistra (nord-ovest):

4 0
dﬁ(l 1)—4#Q

e gid questo significa che rk(A4) é almeno 2. Ora consideriamo perd tutte
le possibili sottomatrici quadrate di ordine 3, che sono 4, e calcoliamone i
determinanti:

4 0 3
det{ 1 1 2 | =4-3-9+8=0;
3 -1 1
4 0 -1
det| 1 1 -3 |=8+14+3-12=0;
3 -1 2
4 3 -1
det| 1 2 -3 |=16—-1-27T+6+12—6=0;
3 1 2
0o 3 -1
det 1 2 -3 |=-14+9-2-6=0.
-1 1 2

Percié nessuna sottomatrice 3 x 3 di A ha rango massimo, e allora rk(A) = 2.

¢
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(5) Date le matrici di M3(C):

0 1 0 3 1—i
A= 2 3 2|, B=(0 0o 20 |,
0 i—1 -2 1 14+i -5

calcolare det(A?B? — 3AB).

(5) Si pué procedere in due modi: o si ricava la matrice A2B? — 3AB e poi se
ne calcola il determinante, ma i calcoli possono essere laboriosi, in particolare
se si ha a che fare, cosa non infrequente negli algoritmi informatici, con matrici
di ordine molto piu grande, oppure si cerca di sfruttare qualche proprieta delle
matrici o dei determinanti che ci possa semplificare il lavoro. In particolare,
qui pué esserci di aiuto il teorema di Binet. Infatti, raccogliendo:

A’B? ~3AB = A-(AB?) — A-(313B) = A(AB* - 3I3B) = A(AB — 3I3)B,

visto che la matrice identitd commuta con qualsiasi matrice quadrata, da cui,
per la formula di Binet,

det(A?B? — 3AB) = det(A) - det(AB — 313) - det(B).
Poiché

det(A) =6i4+2(i — 1) —2(i — 1) = 61, e det(B) = (—2i)(—3i) = —6,

e poiché
—1i 0 1 0 3 1—3 3 00
AB — 313 = 2 3 24 0 0 21 - 0 3 0 |=
0 i—1 -2 1 1+7 =5 0 0 3
1 447 —6-—1 3 00 -2 447 —6-1
= 2t —2+8& 2—-6: |—| 0 3 0 | = 2t —5+8 2—-61 |,
-2 —2-2i 8-—2i 0 0 3 -2 —2-2i 5—2
si ha:

det(AB — 313) = (—2)[~25 + 10i + 16 + 40i + 4 — 12i + 4i 4 12]—

—2i[20 +5i — 8i +2 — 12 — 2 — 12 + 2] — 2[8 4 6 + 2i — 247 — 30 + 48i — 5i — 8] =
= ... = —150i.

Quindi
det(A?B? — 3AB) = 6i - (—6) - (—1504) = —5400.

)
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(6) Trovare le eventuali soluzioni del seguente sistema lineare di tre equazioni
in tre incognite:

2331 — X9 = )

1+ X9 + 3$3 =1

—T2 + 4(E3 = O

(6) Ogni sistema lineare di equazioni pud essere scritto in notazione matriciale:
Ax = b; nel nostro caso, abbiamo:

2 -1 0 T 5
A= 1 1 3 |, x=| 22 |,b=|1
0 -1 4 T3 0

Si vede immediatamente che det(A) = 8 + 6 + 4 # 0, e allora rk(4) = 3 e
grazie al teorema di Rouché-Capelli, sappiamo che il sistema ha 00373 = 1
sola soluzione. Il normale metodo per la risoluzione di tutti i sistemi lineari é
I’algoritmo di riduzione a gradini di Gauss-Jordan, che consiste nello scrivere
la matrice completa del sistema, ossia Ab, e poi effettuare le solite operazioni
elementari sulle righe al fine di rendere la matrice triangolare superiore, cioé di
formare il massimo numero di zeri possibile nell’angolo sud-ovest della matrice,
per poi risolvere automaticamente il sistema. Vediamo come si pud svolgere
Palgoritmo nel nostro caso (é da notare che un sistema cosi semplice si pud
anche risolvere per sostituzione, ossia ricavando una variabile in funzione delle
altre in un’equazione e poi sostituendola nelle altre due), scrivendo la matrice
completa:

2 -1 0 | 5

1 1 3 |1

0 -1 4 ] 0
(mettendo al posto della seconda riga la differenza tra la seconda riga moltipli-
cata per due e la prima, otteniamo un secondo zero sulla prima colonna)

2 -1 0 | 5
2-Roy—Ryy| 0 3 6 | -3
0 -1 4 | 0
(successivamente ci conviene moltiplicare per 1/3 tutta la seconda riga)
2 -1 0 | 5
(1/3)- Ry | 0 1 2 | -1
0 -1 4 | 0
(ed ora mettendo al posto della terza riga la somma tra la terza riga e la seconda

raggiungiamo la forma triangolare superiore per la matrice dei coefficienti, ed
ora il sistema é a gradini).

—_— 2
R(g) + R(g) 0
0
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Il sistema di partenza é equivalente al sistema:

21‘17172:5

T2 + 2%3 = —]. 5
6,’E3 =-1
che si risolve facilmente: x3 = —1/6, zo = —2/3, x5 = 13/6.

Essendo A quadrata ed invertibile, abbiamo un altra maniera di risolvere il
sistema:

Ax=b = x=A"'b,
quindi calcolando I'inversa di A, che con il metodo visto in precedenza risultera

7/18 2/9 —1/6
Al = -2/9 4/9 -1/3 |,
—1/18 1/9 1/6

avremo:
a1 7/18  2/9 —1/6 5 13/6
z | = —2/9 4/9 —1/3 1= -2/3
3 ~1/18 1/9 1/6 0 ~1/6
&

(7) Risolvere il sistema di 4 equazioni lineari in 4 incognite:

1+ 29 —x3+ 214 =2
x2—2x4:1

T1 —To+3x3 =0
2I1+I371‘4:2

(7) Usiamo il metodo di Gauss-Jordan; la matrice completa del sistema é:

1 1 -1 2 | 2
01 0 -2 |1
1 -1 3 0 |0
2 0 1 -1 | 2

1 1 -1 2 | 2
01 0 -2 |1
By —Rey =B 1 1 3 o | o
0 0 -1 -1 ] 0

(sottraiamo la prima riga alla terza per avere un altro 0 nella prima colonna)

1 1 -1 2 | 2
0o 1 0 -2 |

0 -2 4 -2 | -2
0 0 -1 -1 | 0

J—

Ry — R
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(ora sommiamo la terza riga alla seconda riga moltiplicata per due)

1 -1 2 | 2
0 -2 | 1
4 -6 | 0
1 -1 ] o0

—_—
R(3) +2- R(g)

o o
OO = =

(ed ora, sommando alla quarta riga la terza riga moltiplicata per 1/4, la matrice
risultante corrisponde ad un sistema a gradini)

1 1 -1 2 | 2
0 0 -2 1
Ray + (/8 ke | 0 0 0 2 } :
00 0 =5/2 | 0
Il sistema corrispondente é:
I’1+l’271’3+21’4:2 X1 1
To —2x4 =1 To . 1
4(E3 — 61‘4 =0 = I3 o 0
—5.’1?4/2 =0 Ty 0
é I'unica soluzione del sistema.
Q

(8) Discutere le soluzioni di questo sistema al variare di k& € R e trovarne
esplicitamente la soluzione, se esiste, per k = 2:

x1+kx2—3x3:1

2kxq1 4+ 3x9 — Hrz = 2
(k — 1).271 + 33 = -5

(8) Essendo la matrice incompleta Ay del sistema una matrice quadrata, sap-

piamo gia che per i valori di k € R tali che det(Ax) # 0, rk(A) = 3 e percié ci
sard una sola soluzione.

1k -3
det(Ap)=det | 2k 3 —5 | =9-5k(k—1)+9(k—1)—6k*=
k-1 0 3
) 14
=—11k"4+ 14k =0<= k1 = 0, k‘2:11.

1
Per k € R\ <0, 11}, il sistema ammette una sola soluzione. Calcoliamola

esplicitamente per k = 2, tramite la riduzione a gradini della matrice completa
Asb:

12 -3 | 1 1 2 -3 | 1
43 5| 2 |Rgy—-Rny| 4 3 -5 | 2 |Rg—4 Ry
10 3 | =5 0 -2 6 | —6
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1 2 -3 | 1

_
Roy—4-Ry| 0 =5 7 | -2 Ry — (2/5) - R
0 -2 6 | -6
1 2 -3 | 1
R3) — (2/5) Ry | 0 =5 7 | -2
0 0 16/5 | —26/5
e il sistema risultante diventa:
$1+2$2—3(£3:1 T —1/8
—5IE2 + 7(E3 = -2 — T = —15/8 )
1625/5 = —26/5 T3 —13/8
se k = 0, il sistema diventa:
1173$3:1 $1:1+$3
3xe — dxz =2 - XTo = (2+5$3)/3 - ,
—x1+ 33 = -5 —1—-3x3+3x3 = -5 —1=-5

condizione palesemente impossibile, dunque il sistema non é compatibile per
k = 0. Se invece k = 14/11, il sistema assume la forma:

xr1 + 14562/11 - 3{E3 =1
281’1/11 +3£L’2 — 51’3 =2
3x1/11 4 323 = =5

Invece di effettuare la riduzione a gradini, proviamo a capire se questo sistema é
compatibile in un’altra maniera: per il teorema di Rouché-Capelli é necessario
e sufficiente che i ranghi della matrice completa ed incompleta siano uguali.
Sappiamo gia che det(A;4/11)=0, quindi rk(A;4/1;) < 3. Andiamo a vedere
qual ¢ il rango della matrice completa in questo caso, cioé andiamo a calcolare
i determinanti delle sottomatrici 3 x 3 della matrice completa:

1 14/11 =3 | 1
28/11 3 -5 | 2
3/11 0 3 | -5
Ad esempio, calcoliamo il determinante della sottomatrice data dalle ultime tre
colonne:

14/11 -3 1
det 3 =5 2 | =350/11+9—45—84/11 = —130/11 # 0,
0 3 -5

quindi é evidente che il rango della matrice completa é 3, percié i due ranghi
sono diversi e il sistema é incompatibile. In definitiva, il sistema ammette una

14
ed una sola soluzione per k € R\ {O, 11}, nessuna soluzione altrimenti.

&



4.2. ESERCIZI PROPOSTI

4.2 Esercizi proposti

(1) Calcolare il determinante della matrice di M3(R):

1 2 3
A= -1 4 5
0 6 8

(2) Calcolare il determinante della matrice di My(R):

11 0 0O
21 0 0
A= 00 4 0
0 0 -1 3
*
(3) Dire se la matrice

3 1 2

A= 2 0 -1

0 3 0

¢ invertibile e in tal caso calcolarne 'inversa.

(4) Trovare per quali k¥ € R il determinante di

5 1 0 0
3 K2—1 0 0
A= ¢ 0 2k
0 0 —k 2

é uguale a 0.

(5) Calcolare il rango della matrice

30 3k
Ak(1 k k)

41
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al variare di k € R.

(6) Data la matrice

2 0 1
A=|0 -1 0|,
1 0 3
calcolare det(A? — 313).
*
(7) Date le matrici di M3(C):
0 —i 2 1 3 0
A= 1 0 2 |, B= 0 0 24 ,
i —1/i 0 0 1+i —5

calcolare det(A>B3).

(8) Risolvere il seguente sistema lineare di 3 equazioni in 3 incognite:

£C1—2$2:0
1+ 513 =1
r1 + 29+ 2x3 =2

(9) Dire se é compatibile il seguente sistema lineare di 4 equazioni in 3 incognite:

$1+2£L'2:3

221 +x3 =1

1 — 2209 + 13 = —2
—3331 —21‘2 — X3 = —4

e se lo é, trovarne le soluzioni.



4.2. ESERCIZI PROPOSTI 43

(10) Dire se é compatibile il seguente sistema lineare:

TG — o+ x3—14 =1
2I1 +41‘372l’4:3
—ZL’1+2(E2—3.’£3+CE4:0
1+ 2209+ 13 — 24 = —2

e se lo é, trovarne le soluzioni.

(11) Discutere al variare di k € R il seguente sistema omogeneo di equazioni
lineari:

Tr, — 2k$2 =0

xr1 + X9 — kxg =0

209 +x3+ 24 =0

kl’g =0

e risolverlo per k = 0.

(12) Trovare le eventuali soluzioni del sistema lineare di 5 equazioni in 5 incog-
nite:

Tr1 — Ty = 2

To+3x3+ x5 =1

T — T2 = 3

2x1 4+ 3x3 —x4 =0

1 +x9 — 325 =0
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Capitolo 5

Autovalori ed autovettori

5.1 Esercizi svolti

(1) Calcolare gli autovalori ed i relativi autovettori dell’applicazione lineare
F :R3 — R3 cosf definita: F(x1, 72, 73) = (321, —22 + 273, —71 — 272 + 473)
e dire se é diagonalizzabile.

(1) La matrice dell’applicazione F rispetto alle basi canoniche é:

3 0 0
ME(F)=A=| 0 -1 2 |;
-1 -2 4

il suo polinomio caratteristico é:
Pa(A) = det(A—MI3) = (3-N)[(—=1-N)(4—=A)+4] = (3=N)(\?=3)) = (=\)(3—)\)2

Le sue radici sono dunque: A\; = 0, Ay = 3, con my(0) = 1, my(3) = 2.
Calcoliamo l'autospazio Vp = ker(A):

3 0 0 I 0 T = 0
0 -1 2 o | = 0 | = ¢ x5 =23,
-1 -2 4 T3 0 T3 = T3

e allora Vy = L{(0,2,1)}. Invece V3 = ker(A — 3I3) é dato da:

0 0 0 X1 0 Tr, = 0
0 —4 2 T2 0 - To = T2,
-1 -2 1 T3 0 T3 = 219

e di conseguenza V3 = IL{(0,1,2)}. Poiché my(3) = dim(V3) =1 < 2 = m4(3),
I’applicazione F' non é diagonalizzabile.

)

45
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(2) Data I’applicazione lineare F : R® — R3 tale che
F(l‘h xo, {E3) = (—161‘14—301’2—121‘37 —12z1+26x2—1223, —12$1+301‘2—16$3),

trovare autovalori ed autovettori di F' e stabilire se é diagonalizzabile.

(2) Calcoliamo gli autovalori della matrice che rappresenta F' rispetto alle basi
canoniche:

-16 30 —12
MEF)=A=| -12 26 —12 |;
-12 30 -16

il polinomio caratteristico é:

pa(A) = (=16 — A\)[(26 — A\)(—16 — X) + 360] — 30[(—12)(—16 — \) — 144]—
—12[—360+12(26 — \)] = (=16 — A\)[A\* — 10\ — 56] + 360[—\ — 4] + 144[\ +4] =
= (A+4)[(=16—A)(A—14) —360+144] = (A+4)[-A*—2X+8] = (A+4)*(2—\);

gli autovalori sono quindi A\; = —4, my(—4) =2, e A2 =2, m,(2) = 1.
L’autospazio V_4 sara lo spazio delle soluzioni del sistema omogeneo:

—-12 30 -—12 T 0
—-12 30 -12 To = 0 — 221 + 510 — 223 =0 =
—-12 30 -—12 T3 0
5
Ty =—t+ §u
= z=u, , t,ueR,
T3 = t

e ponendo prima ¢t = 0, u = 2 troviamo l'autovettore (5,2,0), poi con u =
0, t =1 troviamo (—1,0,1), quindi V_4 =L{(5,2,0),(-1,0,1)}.
Calcoliamo invece V5:

—18 30 -—12 T 0 —3(E1 + 5.’E2 - 2.%3 =0
—12 24 —12 To = 0 = —x1+ 2z —2x3=0 -
—12 30 -—18 X3 0 —2x1 4+ 519 — 323 =0
X1 =1
- ro =1 , tER,
I3 =t

quindi ponendo ¢t = 1, troviamo Vo = L{(1,1,1)}.

Siccome dim(Va) = my(2) = mq(2) = 1, dim(V_4) = my(—4) = mqa(—4)
F é diagonalizzabile ed una base di autovettori é B = {(1,1,1),(5,2,0), (-1,
rispetto alla quale si avra:

ME(Fy=|( 0 —4 0
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&

(3) Una matrice quadrata A € M, (K) si dice nilpotente di ordine k se esiste
k € Z, tale che V h > k, A¥ = 0 (dove con 0 indichiamo la matrice quadrata
nulla). Provare che ogni matrice nilpotente ha 0 come autovalore.

(3) Poiché I'appartenenza di 0 allo spettro di A equivale al fatto che 'autospazio
relativo a 0, cioé il nucleo dell’applicazione lineare associata alla matrice A, sia
nonbanale, supponiamo per assurdo che ker(A4) = (0). Allora consideriamo il
vettore non nullo vq € K”, e la successione di vettori {v;}:

A(Vl) = V2; AZ(VI) = A(A(Vl)) = A(Vz) =V3;...; Akil(vl) = A(kal) = Vy;

i vj devono essere tutti diversi da 0, perché altrimenti il nucleo di A non sarebbe
banale. Ma A* = 0, perché A ha indice di nilpotenza k, e di conseguenza
0 = Ak(vy) = A(vy), quindi vy € ker(A), cioé vy é un autovettore relativo
all’autovalore 0 per A.

Q

(4) Data I'applicazione lineare F' : C* — C* cosf definita:
F(Zl, 22,23, 2’4) = <i21 + 222, Tiz1 + 4i22, —32’3, O> 5

trovare autovalori ed autovettori e, se é diagonalizzabile, scrivere una base di
autovettori per F.

(4) Anche sugli spazi vettoriali complessi C™ possiamo utilizzare le normali
basi canoniche degli spazi R". La matrice A che rappresenta F rispetto alle
basi canoniche standard é:

i i/4 0 0
i 4 0 0
Mg(F)=A=| 4 o _3 9
0 0 0 0

pa(A) = (=A\)(=3=A) [ (i — A)(4i — \) + Z] = AMA+3) [ﬁ — i) — ﬂ :

le cui radici sono

5.+ +/(59)2 +9 ) =+ 41
A =0, Adg=-3, A34= : (21) * :522 Z;

gid si pué notare che la matrice é diagonalizzabile, perché mq(\;) = 1 Vj =
1,2,3,4, quindi anche my(\;) =1Vj =1,2,3,4.
Con il metodo usuale, si ricava che

Vo = L{(0,0,0,1)}, V_5 =L{(=0,0,1,0)},
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Vo =L{(1,14,0,0)}, Vi =L{(-1,2,0,0)},

quindi una base di autovettori sara
B= {(17 14,0, O)a (*17 2,0, 0)7 (Oa 0,1, 0)7 (0, 0,0, 1)}7

e rispetto ad essa

9/2 0 0 0
0 i/2 0 0
M (F) = 0 6 -3 0
0 0 0 0
&

(5) Consideriamo l'applicazione lineare F' : R? — R3 tale che ker(F) = T,
laddove 7 é il piano di equazione cartesiana 3z7 — 2x3 +4x3 =0, e F'(0,0,1) =
(1,2,0). Scrivere la matrice di F' rispetto alle basi canoniche, trovarne autoval-
ori ed autovettori, e dire se é diagonalizzabile.

(5) Il piano 7 pud essere scritto in coordinate parametriche:

2t 4
r1=-t—zu

3 3

Ty =1 , t,u €R
r3 =1u

Quindi 7 coincide con il sottospazio vettoriale
W =ker(F) =V =L{(2,3,0),(—4,0,3)}.

Allora dim(ker(F)) = dim(W) = dim(Vp) = 2 = m,(0). Essendo il polinomio
caratteristico di grado 3, sara del tipo P4(A) = A?(\ — A1), e sicuramente
mq(A1) =1 =mgy(A1), percié F sard diagonalizzabile. Scriviamo ora la matrice
di F rispetto alle basi canoniche con la formula del cambiamento di base:

A= Mg(F) = Mg (1d) - MZ(F) - (Mg’ (1)) ™",
considerando B = {(2, 3,0), (—4,0,3),(0,0,1)}, si ha:
2 —4 0
ME(IdH) =13 0 o0 |,
0 3 1

la cui inversa si pué calcolare facilmente ed é

0  1/3 0
(Mg (1))t =| —1/4 1/6 0 |;
3/4 —1/2 1
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invece, siccome (1,2,0)g = (2, &, —%)B, allora:
00 2/3

MEF)=| 0 0 1/12 |;
0 0 —1/4

quindi, svolgendo il prodotto di matrici, avremo:

2 —4 0 0 0 2/3 0 1/3 0
A=MEF)=|3 0 0 0 0 1/12 —1/4 1/6 0 | =
0 3 1 0 0 —-1/4 3/4 —1/2 1
3/4 —1/2 1
=32 -1 2|;
0 0 0
2, 1 2 1
Pa(N) = (=X [N+ A =2 (2= 7).
4 4
. 1 L .
quindi A\; = T e infine ricaviamo V_% al solito modo:
1 71/2 1 X1 0 Xr1 = t
3/2 =3/4 2 o | =1 0 | = { x9=2t
0 0 1/4 X3 0 I3 = 0

quindi V_1 =L{(1,2,0)}, ed una base di autovettori per F é allora

1
4

B = {(2,3,0),(—4,0,3),(1,2,0)}.
[ )

(6) Se A, B € M, (R), con det(B) # 0, e vale la relazione AB% = BA?, provare
che se A\ é un autovalore di A2, allora )\ é anche un autovalore di AB.

(6) Poiché \ € o(A?), esiste almeno un autovettore v relativo a A : A2v=\v.
Consideriamo la relazione nell’ipotesi, che implica:

AB?*v = BA*v = B(\v) = AB v;

se chiamiamo B v=w, necessariamente w # 0 perché det(B) # 0 implica
ker(B) = (0), dunque:

AB*>v=AB(Bv)=ABv = AB w = \w,
quindi evidentemente A\ é autovalore anche di AB.

&
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(7) Data la famiglia di applicazioni lineari F}, : Ry[x] — Ro[z], dipendente dal
parametro k € R, tale che

Fy(az® 4 b + ¢) = kax® + 2k(a + b)z — 3a + c,

calcolarne autovalori ed autovettori, e dire per quali valori di k£ "applicazione
lineare F} é diagonalizzabile.

(7) Ricordando che Ry[x] = R3, e quindi che considerare il polinomio az? +
bx + ¢ € Ry[x] equivale a considerare il vettore (a,b, c) € R3, scriviamo

Fy(a,b,c) = (ka,2k(a + b), —3a + ¢),

e dunque la matrice che rappresenta Fj, rispetto alle basi canoniche é:

E 0 0
ME(F,)=Ac=1| 2k 2k 0 |;
-3 0 1

pa,(A) = (B — X)(2k — A)(1 — A) é il polinomio caratteristico, che ha radici
M =1, A=k, A3 =2k. Sek #0, 3 1, le tre radici sono distinte e la matrice
é diagonalizzabile, con autospazi
V1 =L{(0,0,1)}, Vi = L{(1 — k,2k — 2,3)}, Var, = L{(0,1,0)}.
Se invece k = 0, m,(0) = 2, e sostituendo il valore di k negli autospazi gid
trovati avremo Vy = L{(1,-2,3),(0,1,0)}, quindi my(0) = 2, ed anche con
1

k = 0 lapplicazione é diagonalizzabile. Se k = 3 Vi = L{(0,1,0),(0,0,1)},
e allora m,(1) = my(1) = 2, quindi F% é diagonalizzabile. Invece, se k = 1,

notiamo che Vi = L{(0,0,1)}, e allora m4(1) < m4(1) e in questo caso la
diagonalizzazione non é possibile. Quindi F}, é diagonalizzabile Vk € R\ {1}.

Q

(8) Provare che ogni matrice quadrata A € M3(R) antisimmetrica non ha au-
tovalori reali diversi da 0.

(8) Scriviamo la generica forma della matrice antisimmetrica 3 x 3:

0 a b
A= —-a 0 ¢ |,
b —c 0

e calcoliamone il polinomio caratteristico:

pa(N) = ()\).det< :i _CA >a.det< :‘g _CA )+b.det< :Z :i ) _
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= (= N[N + %] — a(ar + be) + blac — ) = (=N)[A\* +a® +b* + 7,

le cui radici sono A; = 0 e le radici complesse e coniugate Ay 3 = tiva? + b2 + 2.
Il teorema pud anche essere generalizzato a matrici antisimmetriche di qualsi-

asi ordine: se l'ordine é pari ci sono autovalori complessi e coniugati a due a

due, pit eventualmente lo 0 con molteplicitd algebrica pari, se invece ’ordine é

dispari ¢’é sicuramente almeno un autovalore nullo (un caso limite é la matrice

nulla, che é antisimmetrica e che ha soltanto I’autovalore nullo di molteplicita

algebrica uguale al suo ordine).

¢

5.2 Esercizi proposti

(1) Data I'applicazione lineare F': R? — R? tale che:
F(l‘l, IQ) = (74171 — T2,T1 — 2582),

trovarne autovalori ed autovettori e dire se F' é diagonalizzabile.

(2) Trovare autovalori ed autovettori dell’applicazione lineare F : R?® — R3
tale che

F(ml,SCQ,I’g) = (731’1 + 61‘2 + 1’3,4132,41’1 + 41‘2 - 3173)

*

(3) Trovare autovalori ed autovettori di F' : R* — R*, applicazione lineare
cosi definita:

F(x1,x2,x3,24) = (3x1 + bxe, —4xs + x4, 203 + 24, T3 + 224),

e stabilire se é diagonalizzabile.

(4) Data I'applicazione lineare Fy : C3 — C? tale che

Fi(z1, 22, 23) = (kz1 + 22,221 — 23, 3i23),
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dire per quali k € C é diagonalizzabile.

(5) Data I'applicazione lineare F': R® — R3 cosf definita:
F(v) =vA(1,0,0), VveR3

trovare il polinomio caratteristico della matrice relativa ad F rispetto alle basi
canoniche e dire se F' é diagonalizzabile.

(6) Dire per quali 6 € [0,27) la matrice di rotazione
cosf —sinf
Ae_( sinf  cos6 )

ha almeno un autovalore reale.

(7) Se A, B € M,(R), e vale la relazione AB + BA = 0, provare che, se w é
autovettore sia di A che di B?, allora ¢ anche autovettore di (A — B)?.

*

(8) Data l’applicazione lineare derivata T' : Rz[xz] — Rs[z] cosi definita:
T(a12% + axx® + azx + a4) = 3a12° + 2097 + as,

dire se é diagonalizzabile.

(9) Date le applicazioni lineari F,G : R?* — R3 cosf definite:
F(x1,2,23) = (v1 + 223,22 + 323, 21 + 32 + 23),

G(x1, 2, x3) = (1 + T2 + x3, 221 + 229 + 223, —T1 — T2 — T3),

trovare autovalori ed autovettori dell’applicazione composta F' o G e dire se é
diagonalizzabile.
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(10) Data I’applcazione lineare F' : R? — R? cos{ definita:
F(z1,22) = (axy + bxa,cxy), con a,b,c€ R,

trovare una relazione tra i parametri a,b,c affinché 'applicazione composta
F o F' abbia un autovalore uguale ad 1.

(11) Data la matrice
1 a
A:(b 1 )EMQ(R),

quali devono essere i valori di a e di b affinché vi=(1,1) e v2=(2,0) siano en-
trambi autovettori di A7 In questo caso, quali sono gli autovalori di A?

(12) Data la matrice

con a € R, dire per quali valori di a vale c(AA") C o(A*A).
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Capitolo 6

Prodotti scalari

6.1 Esercizi svolti

(1) Dato il sistema di vettori di R?:
{vi=(1,-2,0), bfvy = (3,4,-1), v3 =(0,0,—1)},

calcolare tutti i prodotti < vy, vj > V 4,5 = 1,2, 3, usando il prodotto scalare
euclideo standard su R3.

W <vy,vi>=1-14(-2)-(-2)+0-0=75;
<V, Ve >=1-34(=2)-440-(~1) = —5;
<vy,vg3>=1-04+(-2)-04+0-(-1) =0;
<vg,v3>=3-04+4-04+(-1)-(-1) =1,
<vg,veg>=3-3+4-44(-1)-(—1) =26;
<v3z,v3>=0-04+0-0+(-1)-(-1)=1.

Solo v; e vg sono dunque ortogonali, e solo il vettore vs ha norma unitaria,
cioé é un versore; per l'esattezza ha verso opposto al versore k = (0,0,1) che
individua la direzione dell’asse x3 = z dello spazio tridimensionale.

[ )

(2) Dato il prodotto scalare definito nello spazio vettoriale infinito-dimensionale
R[z] dall’integrale:

< f(@),g(z) >= / f(@)g(x)dzx, Yf(z), g(z) € Rla,

55
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dire per quali k& € R i polinomi fi(z) = k2? — 22 + 3k e gi(z) = 2kx + 1 sono
ortogonali rispetto al prodotto dato.

(2) fx(z) e gr(x) sono ortogonali se:

< fr(x), gr(x) >= /0 (kx? — 22 + 3k)(2kx + 1)dx =

1
7
= / [2k%23 — 3ka? + (6k* — 2)x + 3k]dx = 5/8 +2k—1=0+=
0

2432

< k’l,g = -

&

(3) Dato il sottospazio vettoriale W C R* di equazioni parametriche

r1 =8—2t+4u
To =28+ u
r3=1—u
Ty =58+t—2u

, 8, t, ueR,

trovare il suo complemento ortogonale W+ e scriverne le equazioni cartesiane
e parametriche.

(3) Dalle equazioni parametriche deduciamo che
W =1{(1,2,0,1), (-2,0,1,1), (4,0,0,—-2)};

dim (W) = 3 perché

—2

4
rank = 3, visto che det 0 0 | =8#0.
1 0

— O N =
[enll R

0
1
1 -2

Quindi, dim(W+) = dim(R*) — dim(W) = 1, cioé W+ sard una retta passante

per lorigine di R%, con vettore di direzione v=(vy,vs,v3,v4) € R?* tale che
valgano le condizioni di ortogonalita’ con tutti i vettori di direzione di W:

< (’U171)27U37/U4)7 (172707 1) >= 07

< (U17U27U37U4)7 (_27()’ 1’ 1) >= 07

< (’Ul,’l)27’l)3,1)4), (470707 _2) >= 07
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per cui le equazioni parametriche per W+ saranno:

$1:2t
$2=—3t 7tER;
563:()
$4:4t

mentre quelle cartesiane, ottenute eliminando il parametro ¢, saranno:

2.%'1—56’4:0

3x1 +2x9 =0
133:0
Q

(4) Se v, w sono due vettori non ortogonali tra loro, di norma 1, nello spazio
vettoriale reale V, data I’applicazione lineare A : V — V tale che A — A?
abbia un autovalore A\ relativo a v, ed A abbia un autovalore A, relativo a w,
provare che Av L w <= A\ = — ).

(4) Per ipotesi, (A — At)v=\1v = A v-A'v=\; v, mentre A w=Xaw. Svol-
giamo ora il prodotto scalare seguente:

<MV, W >=< Av — Alv,w >=< Av,w > — < Alv,w >=

=< Av,w > — <v,(A)'wW >=< Av,w > — <V, Jaw >,

da cui:
<AV, W>=< AMV,W >+ <V, oW >= A\ <V, W > + )y < V,W >=

:()\1+)\2)<V7W>:0<:>)\1+)\2=0,

poiché per ipotesi < v,w > #£ 0.
¢
(5) Data I’applicazione lineare F' : R® — R? cosi definita:
F(l’l,{EQ,.’Eg) = (4£C17£L'1 — 1’3,0),

trovare i sottospazi vettoriali (ker(F))* e (ker(F o F))*, e stabilire se uno dei
due contiene l'altro.

(5) Poiché
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ker(F) = L{(0,1,0)}, quindi (ker(F))* é dato da:
< (Il,xz,l‘g), (0, 1, O) >=0= 29 =0, cioé

(ker(F))* =1L{(1,0,0), (0,0,1)}.

Invece, la matrice dell’applicazione composta F? rispetto alle basi canoniche é:

—

6 0 0
Mg(F*) = (Mg(F))*= 4 0 0 |,
0 0 0

ed evidentemente ker(F o F') = L.{(0,1,0), (0,0,1)}, per cui ancora evidente-
mente

(ker(F o F))* =1L{(1,0,0)}, quindi (ker(F o F))* C (ker(F))*.
Alla stessa conclusione si poteva giungere anche in questo modo: se F' : V — V
é un’applicazione lineare, v € ker(F) = v €ker(F?), perché F(v)=0 =

F?2(v)=F(0) = 0; quindi ker(F) C ker(F?), e ragionando sui complementi
ortogonali, evidentemente l'inclusione si inverte: (ker(F?))* C (ker(F))> .

)

(6) Data la matrice

A:(f §>eM2(R),

e definito il prodotto scalare su R?:
<V, W>o=< Av,w >, Vv, w € R?,

calcolare:
(I) < (17 1), (_17 _2) > A
(II) < (71, 72)7 (717 72) > A

(I1I) le equazioni parametriche e cartesiane di (L{(—1,—2)})%.

< (1,1),(=1,—2) > A= <A < } > ,(1,2)> T

(1) < (—1,-2), (=1, -2) >a=< (—4,=7),(~1,-2) >= 18.
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) (L{(—1,—2)})% é dato dai vettori v=(vi,vs) € R? tali che:
( A

<A ( zl ) ,(—1, —2)> =0=< (21)1 + vo, V1 + 3112), (—1,—2) >=0=—=
2
:>—2’U1—’Ug—21}1—6’[)2:0:>4’l)1+7’l}2:O7

quindi ’equazione cartesiana sard 4x; + 7xo = 0, mentre quelle parametriche
saranno:

{ o= Ly o tE R cioé (L{(-1-2))k =L{(T.~4)}

&

(7) Data la base B = {(1,—-1), (2,3)} di R?, ricavarne una base ortonormale
usando il procedimento di Gram-Schmidt.

(7) Il metodo di ortonormalizzazione di Gram-Schmidt é un algoritmo che
trasforma una base qualsiasi di R™ in una sua base ortonormale. Chiaman-
do i vettori della base di partenza wi=(1,—1), w2=(2,3), e v1, va i vettori
della base ortogonalizzata, prenderemo:

Vi = le(la _1)7

< Vi, Wa > <(1,-1),(2,3) > 55
—wy - W2 (93) L-1=(22).
ve=we - =23 - Ty n o s bV = 2

E’ evidente che < vq,vgy >= 0. Ora la nuova base va normalizzata, cioé i
vettori vy e v vanno divisi per la propria norma:

() e ()

e = —— = 5 7 e = = 5
P lvall 27 2 T lval 272
2 2 2 V2
Dunque B’ = { <\2[, —\2[> , ({, {) } é la base ortonormale cercata.

Q

(8) Applicare 'algoritmo di Gram-Schmidt per ricavare una base ortonormale
dalla base B = {(1,-2,0),(0,1,3),(1,1,1)} di R3.

(8) In questo caso vediamo come proseguire il procedimento di ortonormal-
izzazione quando i vettori sono pit di due: se la base di partenza é B =
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{W1,...,wn} e quella che vogliamo ottenere é B’ = { e e Yn } , por-
[va 77 [ va |l

60

remo:
Vi = Wi,
. <Vi,Wg > .
V2 = W2 — 7< Vi, V1 >V1,
<Vi,W3g > < Vg,W3 >

Vi V23
< Vi, V3 > < Vg,Vg >

V3 = W3 —

< Vi, Wp >
Vp = Wp — E —Vj.
—~ Vi, Vi >

Nel nostro caso, avremo:

V1:(1; -2, 0)7

< (1,-2,0),(0,1,3) > 21
=(0,1,3) — 1.—2.0)=(2.2.3):
Va (Oa 73) < (1, _270)7 (1,_2’0) >( ) 70) 57 573 3

< (17_270)3(17171) >
=(1,1,1) — 1,—-2,0)—
Vs ( s Ly ) < (1’_270)7(1,_270) >( ) 70)

<(§7,1:3),(, 1) > (2 1 3)2(24 12 4>'

<2 55’ 23°23" 23

Normalizzando poi i tre vettori ottenuti, si avra la base desiderata:

5’ 5 115 7 230 7 230 23 7 46 7 46

&

6.2 Esercizi proposti

(1) Dire per quali valori di k € R i vettori
(k* +1,0,1,2), (1,-5,2k,0) € R?*
sono ortogonali rispetto al prodotto scalare canonico.

*
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(2) Dati in R? i vettori v=(1,0, —3) e w=(0,2, 2), calcolare:
< VAW, 2V+w > .

ES

(3) Dato in R? il prodotto scalare cosi definito:

e {((2 ) (2)) o)

V v=(v1,v2), w=(wy,w2) € R?, dire per quali a € R i vettori (1,2) e (—3,4)
sono ortogonali rispetto a questo prodotto.

(4) Data I'applicazione lineare F': R* — R3 cosf definita:
F(x1, 33,23, 24) = (0,21 — 22,3x3), V (21, 22,73, 24) € RY,
trovare le equazioni parametriche e cartesiane di (ker(F))* e di (Im(F))>.

*

(5) Dato il prodotto scalare cosi definito sullo spazio vettoriale R|x]:

< f(z),9(x) >:= /_1f(33) -g(x)dz, Vf(z), g(x) € R[z],

dire per quali k € [2,+00] i polinomi fi(z) = z* e gp(x) = 272 + 5% sono
ortogonali rispetto ad esso.

(6) Dati i vettori u=(1,-1,0), v=(1,—1,1), w=(2,2,1) € R3, e I'applicazione
lineare A(xz1, z2,x3) = (21,4xe — x3, 621 +523), calcolare A((uAv)Aw) (sugg.:
ricordare le proprietd del prodotto vettoriale).

*

ata I’applicazione lineare F' : — cosi definita:
7) Data ’applicazi li F:R* R* cosf defini

F(x1, 22,23, 24) = (221 — T4, T2 + 323,0,21),
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J‘.

trovare una base per il sottospazio vettoriale Im(F) N (ker(F))

*

(8) Provare che, se A:V — V é un’applicazione lineare e v é un autovettore
di A+ A, allora (A + A%)(v A w) é ortogonale a vV w € V.

*

(9) Dato il prodotto scalare su R3:

<v,w> =< Av,w >, Vv, w e R3 con:

3.0 1
A=|0 4 0],
10 3

trovare le equazioni parametriche e cartesiane del sottospazio vettoriale

(L{(L O’ 1)7 (_174’ 5)})j

*

(10) Dire per quali k € R il prodotto scalare su R? definito da:

o {((0 1) (2)) o).

V (vi,v2), (w1, ws) € R? é degenere.

(11) Data la base B = {(2,—2,0), (3,2,0), (0,0,4)} di R?, ricavarne una base
ortonormale con il metodo di Gram-Schmidt.

(12) Data la base B = {(1,0,2,0), (0,0,1,1), (0,0,0,2), (1,-1,0,1)} di R,
ricavarne una base ortonormale con 'algoritmo di Gram-Schmidt.
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Operatori lineari

7.1 Esercizi svolti

(1) Diagonalizzare la matrice associata all’operatore simmetrico
f:R? — R? tale che flx1,20) = (41 + V1dao, V1dxy — 9),
e trovare una base spettrale per f.

(1) Possiamo trovare autovalori ed autovettori della matrice

g = A )

con il metodo tradizionale: sappiamo a priori che ogni matrice simmetrica
ammette solo autovalori reali, e inoltre la diagonalizzabilita dell’operatore ci é
assicurata dal teorema spettrale.

pa(A) = A2 —tr(A)A + det(A) = A2 =3\ — 18 = 0 <= N\ » = -3, 6.
Si trova facilmente che
Vi, = Vg = L{(=2,V14)}, e che Vi, = Vs = L{(V14,2)};
i due vettori vi=(—2, \/ﬁ) e vo=(1/14,2) gid trovati sono evidentemente or-

togonali, perché < vy, vo >=0, ed allora ci basta normalizzarli per ottenere
una base spettrale:

(v v \_[( VAT (V72
B‘{nvln’nvzn}‘{< 3’3)’(3’3)}'

63
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Alternativamente, si pué arrivare allo stesso risultato in questo modo: poiché
sappiamo che esiste una matrice unitaria U tale che

_ ¢ (-3 0
A_UDU,conD—( 0 6)’

e le colonne di questa matrice unitaria sono gli autovettori di A normalizzati,
possiamo imporre la relazione matriciale:

(v 50) -0 ) (0 8) (0 0)

da cui il sistema:

a?+ct=1

b d? =1 a=—v2/3
—3a2+602:4 N b:\/?/:’) ,
302 4 6d2 = —1 c=V1/3

—3ab + 6cd = V14 d:\/§/3

avendo imposto anche la norma dei vettori-colonna di U uguale ad uno, come
in ogni matrice unitaria (oppure si poteva imporre l'ulteriore condizione di
ortogonalitd dei vettori-colonna: ac + bd = 0).

)

(2) Date due matrici unitarie A e B, rispettivamente associate a due operatori
lineari f, g: V — V, provare che 'operatore somma f + g é unitario se e solo
se vale la relazione tra matrici:

A+ B+ AB'A=0.

(2) L’operatore f + ¢ : V — V ¢ associato alla matrice A+ B € M, (K)
(se V' é uno spazio vettoriale n-dimensionale). Sappiamo che loperatore f + g
¢ unitario se e solo se

<(f+9v), f+g(w)>=<v, w> Vv, weV,
quindi se e solo se:
<(A+B)(v), (A+B)(w) >=<v, w><= (A+B)'- (A+B) =1 <
<= A'"A+ A'B+ B'A+ B'B =1 (essendo A e B entrambe unitarie)
< I+ A'B+B'A+I=1<=A'B+B'A+1=0+<

(applicando a sinistra 'operatore A ad entrambi i membri di questa relazione)
< B+ AB'A+ A=0.
&
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(3) Diagonalizzare la matrice canonicamente associata all’operatore lineare
simmetrico f : R® — R3 tale che

f(x1, 29, 23) = (x1 + @2 + 23,21 + T2 + T3, 21 + T2 + 23),V (21,2, 23) € R3,
e trovare una base spettrale per f.

(3) La matrice associata all’applicazione lineare f é:

1
ME(H) =A=| 1
1

— =
— =

Ne calcoliamo autovalori ed autovettori come al solito, e troviamo che
paA) = (A (A =3) =0 =\, =0, Xy =3, con my(0) =2, my(3) = 1;

Vo= H—‘{(717 170) (*13 0, 1)}; Vs = H“{(]‘ﬂ 1, 1)}a

notiamo immediatamente che mentre il vettore generatore dell’autospazio V3 é
ortogonale ad entrambi i vettori generatori di Vj, e quindi ad ogni vettore di
Vo (infatti < (1,1,1), (-1,1,0) >=< (1,1,1), (=1,0,1) >= 0), i due vettori
(=1,1,0) e (—1,0, 1) non sono ortogonali. Per ricavare una base spettrale, perd,
non é necessario in questo caso applicare il metodo di Gram-Schmidt: infatti
basta scegliere un vettore di Vj, per esempio (—1,1,0), e poi prenderne un altro
sempre di Vj, quindi del tipo a(—1,1,0) 4+ 5(—1,0, 1), e scegliere « e 5 in modo
da soddisfare I'ortogonalitd con (—1,1,0):

< (_a_ﬁaavﬁ)a (_17170) >:0$2a+5207

quindi va bene un vettore del tipo (a,a, —2a), ad esempio (1,1,—2). I tre
vettori (1,1,—2), (—1,1,0) e (1,1,1) sono tutti ortogonali fra loro, ed al solito
otteniamo una base spettrale normalizzandoli:

pod (V6 V6 VB [ V2 V2 N (V3 VE VB
- 6 ) 6 b 3 b 2 ) 2 ) ) 3 ) 3 ) 3 )
si verifica poi facilmente che, date le matrici

V6/6 —V2/2 V3/3 0
U=| V6/6 V2/2 3/3 |eD=]| 0
—/6/3 0 V3/3 0

o O O
w o O

vale: UDU! = A.
Q
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(4) Dire per quali a, b, ¢, d, e, f € R la matrice di M5(R)

1 a b
A= c —1 d
0 e f

¢é unitaria.

(4) Affinché A sia una matrice unitaria, deve valere la relazione AA! = I3,
ossia:

1 a b 1 ¢ 0 1 00

c =1 d |- a -1 e =101 0 | =

0 e f b d f 0 0 1

14+a?+b%> c—a+bd ae+bf 1 00
= c—a+bd 1+c+d*> —e+df |=10 1 0 |,

ae+bf —e+df e+ f? 0 0 1

ed uguagliando ogni coefficiente delle due matrici otteniamo:

a’®+b=0 a=0
A+2=0 b=0
e+ f2=1 c=0
et df=0 Y d=0
c—a+bd=0 e=0
ae+bf =0 f==%1

quindi le uniche due matrici ortogonali che possiamo ottenere sono

1 0 0 1 0 0

0 -1 0 Je|[ O -1 0

0 0 -1 0 0 -1
%

(5) Diagonalizzare 1'operatore lineare simmetrico F : R* — R* cosf definito:
F(x1,22,73,24) = (321 + T2, 21 + 332, 73 — V214, —V273)

trovando una base spettrale per F.

(5) Scriviamo la matrice di M4(R) che rappresenta ’applicazione lineare F
rispetto alla base canonica, notando che é una matrice a blocchi:

3 0 0

A= ME(F) = o

o O =
S O W
—
|
S
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Ap 0g
A =
(o %)
con Ay, As sottomatrici 2 x 2, 0o sottomatrice con tutti coefficienti nulli. Si pué
provare facilmente che pa(A) = pa, (A) - pa,(N), ed estendere questo risultato

a matrici quadrate con pii di due blocchi. Calcolando invece p4(A) in modo
tradizionale, si ha:

cioé del tipo

3—A 1 0 0
13- 0 0 | - , B
det 0 0 1-A 2 =@B=XAN=-A=2]-[NM-X-2]=
0 0 -2 =
=A+1D)A=22A=4)=0<= A1 = —1, Ay =2, A3 =4, con m,(—1) =
ma(4) =1, me(2) = 2. Si trovano facilmente gli autospazi:

V_1 =1L{(0,0,1,v2)}, Vo = L{(1,—1,0,0), (0,0, —v/2,1)}, V4 = L{(1,1,0,0)}.

I quattro autovettori trovati sono tutti ortogonali tra loro, quindi non c’é
bisogno di alcun processo di ortogonalizzazione. La base spettrale per F' sara:

(o) (-0 n-£.2) (2209

e la matrice unitaria U di cambiamento di base di conseguenza sara:

0 V2/2 0 V2/2

0 —V2/2 0 V2/2 |
V3/3 0 —6/3 0 ’
V6/3 0 V3/3 0

U =

si prova facilmente che A = UDU?, ossia la matrice diagonale congruente ad A
é

-1 0 0 O
0 2 00
t _ —
U'AU = 0 0 2 0 =D
0 0 0 4

Ovviamente 'ordine degli autovalori nella matrice diagonale é coerente con
l’ordine degli autovettori come vettori-colonna nella matrice unitaria U.

)
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7.2 Esercizi proposti

(1) Diagonalizzare I'operatore lineare simmetrico f : R — R3 cosi definito:
f(ml, X2, .Tg) = (3$1, 219 — T3, —T3 + 21‘2)

e trovare una base spettrale per f.

(2) Dire per quali k € R 'operatore lineare fi, : Rg[z] — Rs[x] cosi definito:
frlaz® +bx® +cx +d) = —(c+ d)a® + (k+ 1)z + (k+ 1)(a + b)x —a — d,
V az3 + bx? + cx + d € R[], é simmetrico.

*

(3) Dato l'operatore lineare simmetrico f : R — R? tale che

1 1 1
flx1, 22, 23) = (4($1 + z2 + x3), Z(xl + z2 + x3), Z(xl +z2 + $3)> )

con matrice associata A = ME(f), diagonalizzare I'operatore lineare f o f as-
sociato alla matrice A2 e trovare una sua base spettrale.

(4) Diagonalizzare I'operatore lineare simmetrico f : R* — R* cosi definito:
fx1, o, w3, 24) = (221 + 22,21 + 229, D23 — T4, —T3 + HT4),

e trovare una base spettrale per f.

(5) Provare che se f : V — V é un operatore lineare sia simmetrico che
unitario, la cui matrice rispetto alla base canonica é A, I’autospazio relativo a
0 di A% — 1 é tutto V.



Capitolo 8

Spazi affini

8.1 Esercizi svolti

(1) Dati nello spazio affine standard A3(R) i punti P = (3,1,1), Q = (2, —1,0),
dire per quali k£ € R il punto R = (3+ k,4 — k,2) é allineato con P e con Q.

(1) In qualsiasi spazio affine, tre punti sono allineati se appartengono alla stessa
retta, ossia se i vettori che li congiungono sono tra loro linearmente dipendenti.
Scriviamo i tre vettori P—Ci Cﬁi’, P_R)7 basandoci sulla corrispondenza che dota
R? della struttura di spazio affine A3(R):
vi=PQ=Q P =(-1,-2,-1);
—

ve=QR=R-Q=(k+1,5—-k,2);
vs=PR=R—P=(k,3—k,1).
Ci é sufficiente trovare i valori di k£ per cui due di questi tre vettori siano linear-
mente dipendenti (automaticamente lo sard anche il terzo come combinazione
lineare dei primi due); ad esempio, imponendo:
Vie Ava = (—1,—2,—1) = (A(k + 1), A(5 — k), 21) — A — —%, k= 1;
avremmo trovato analogamente il valore £ = 1 imponendo:
vi=Avy <= (-1,-2,-1) = (M, A8 —k),\) = A=-1, k=1
Conk =1, R=(4,3,2), eipunti P, Q, R giacciono sulla stessa retta affine
di A3(R).

&

(2) Verificare che i tre punti di A3(R): A = (1,0,0), B = (0,v/3,0), C =
(—1,0,0) sono i vertici di un triangolo equilatero ABC' nello spazio tridimen-
sionale e calcolare I’area di quest’ultimo.

(2) Affinché i tre punti siano i vertici di un triangolo i cui angoli siano tut-

69
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T
ti uguali a 3 c¢’é ovviamente bisogno che i tre vettori corrispondenti dello

spazio vettoriale associato R3 formino tra loro questo angolo. Poiché i vettori
coincidenti con i lati del triangolo sono:

AB = (-1,v/3,0), BC = (~1,~V3,0), AC = (~2,0,0),

e gli angoli tra loro compresi sono:

BA, BC 1
ABC' = arccos <<.>’.>,> = arccos <2> =
I BA| -l BC

W — arccos <<BA,AAC’>> — arccos <;) = E

| BA - AC|| 3
BCOA = arccos <<_)BC’CA_>)> = arccos (;) = g,
| BC |- [ CAl

il triangolo ABC' é equilatero (alternativamente, si poteva anche calcolare le
norme, cioé le lunghezze dei tre vettori e notare che erano uguali), la cui area
é:
1 — — — — s
AREAspo = 3|[BANBC| = 5 | BA|| || BC | -sin (g) = V3.

Q

1
2

(3) Dire per quali valori di & € R il sottospazio affine di A%(R) di giacitu-
ra W = IL{(3,—2)} e passante per il punto A = (0, —k) passa per il punto
P = (1,5) dopo che ad esso é stata applicata una traslazione Ty, con v=(1, —1).

(3) Cominciamo a scrivere le equazioni parametriche e cartesiane del sottospazio
affine richiesto, che chiamiamo S. Poiché siamo nello spazio affine A%2(R) e
dim(W) =1, S é una retta affine di equazioni parametriche:

X1 o 3 0 1’1:3t
(2)=(%)e(5) = n e ven

e di equazione cartesiana, ottenuta ricavando il parametro ¢ in un’equazione e
sostituendolo nell’altra: 22, 4+ 322 + 3k = 0.

Applicare una traslazione Ty, ad ogni punto di questa retta significa spostare
ogni punto nella direzione e nel verso del vettore v, ossia

V (z1,22) €S, Ty(z1,22) = (21,22) +v = (21 + 1,29 — 1);

chiamando (24, #4) 'immagine di ogni punto di S tramite la traslazione si avra:
¥y =x1+1, xh =2x9—1, e di conseguenza T, (S) avra equazioni parametriche:

{x’1=3t+1

dy— k-1 'R
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e quindi equazione cartesiana 2z} + 325 + 3k + 1 = 0, da cui, imponendo il
passaggio per il punto P = (1,5), si dovrd avere 2+ 15+ 3k +1 = 0 =
k = —6. Il sottospazio S richiesto é dunque la retta di equazione cartesiana
21‘1 + 3£L’2 —18=0.

¢
(4) Scrivere le equazioni parametriche e cartesiane del sottospazio affine S di
A*(R) di giacitura W = 1L{(0,2,0,2), (3,1,—1,0)} e passante per il punto
P=(0,1,2,-3).

(4) Scriviamo le equazioni parametriche di S in questa forma:

T1 0 3 0 1 = 3u

To . 2 1 1 To=2t+u+1

. = 0 t+ 1 u+ 9 — vy = —u+ 2 , t, ueR.
T4 2 0 -3 I4:2t—3

Le equazioni cartesiane del sottospazio S saranno in numero uguale alla dimen-
sione dello spazio affine meno la dimensione della giacitura di S, cioé 4-2=2
equazioni. Possiamo ricavarle facilmente da quelle parametriche eliminando i
due parametri t ed u, ad esempio in questo modo:

u=%5 [ e=wat34n/3+1 21 —3xy+ 304 4+12=0
= 4 x3=—x1/3+2 z1+323—6=0

Queste due equazioni cartesiane non sono le uniche due possibili per S: si
potevano anche scegliere due minori di ordine 3 qualsiasi della matrice

T1 x2—1 x3—2 443
0 2 0 2
3 1 -1 0

ed annullarli, ad esempio:

X1 1'3—2 I4—|—3

det 0 0 2 =0= 21 +3r3—6=0
3 -1 0
e
I Ig—l I4+3
det 0 2 2 =0= 21 — 315+ 3x4+12=0.
3 1 0
o

(5) Dato in A3(R) il sottospazio affine S di giacitura W = L{(1,2,—4)} e pas-
sante per il punto P = (3,2,—1), dire per quali k& € R il sottospazio traslato
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Ty, (S), con vi=(k,0,—3), contiene il punto Q = (6,2, —4).

(5) Le equazioni parametriche di S sono:

T 1 3 T =1t+3
To = 2 t+ 2 e ro=2t+2 ,teR.
I3 —4 -1 .T3:—4t—1

Notiamo preliminarmente che @ ¢ S; infatti sostituendo le coordinate di @
nelle equazioni parametriche, otteniamo:

6=t+3 t=3
2 =242 —{ t=0
A= 4t —1 t=3/4

ossia tre valori differenti di ¢, e questo é impossibile. Applichiamo quindi la
traslazione Ty, : chiamando (2}, z}, %) il generico punto di Ty, (S), avremo la
relazione:

(xllvml%xé) = Tvk($17‘%’2’x3) = (wl +k, w2, 23 — 3)7

da cui le equazioni parametriche di Ty, (S) saranno:

i =t+3+k
xh=2t+2 ;
ah=—4t—4

imponendo il passaggio per il punto @, si avra:

6=t+3+k k3
2=2t+2 =¢{t:0

—4=—-4t—-14
Quindi la traslazione cercata é Ty,, con vg=(3,0,—3).

&

(6) Scrivere le equazioni parametriche e cartesiane del sottospazio affine S di
A*(R) di giacitura W = LL{(1,1,0,0), (0,—1,0,2), (0,2,1,0)} e passante per il
punto P = (1,0,0, 1), e del suo traslato Ty, (S), con vie=(—k, k> —1,1—k,—1).
Dire se esistono dei k € R per cui il sottospazio Ty, (S) é un sottospazio vetto-
riale di R* ed eventualmente calcolarli.

(6) Scriviamo nel modo usuale le equazioni parametriche di S:

zw | |1 -1 2 0
s = 0 s+ 0 t+ 1 u + 0 -
Ty 0 2 0 1
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r1=s8+1

= To =8 =1+ 2u , 8, t, ueR.
r3 =1u
Ty =2t+1

Ricaviamo ’equazione cartesiana di S eliminando i tre parametri:

s=x1—1
t=(r4—1)/2 = 221 —2x9+4x3— 124 —1=0,
U = T3

oppure imponendo:

r1—1 290 a3 x4—1
1 1 0 0
det 0 10 9 =0.
0 2 1 0

Possiamo scrivere in questo modo ’espressione del sottospazio traslato:
To,. (S) = {(2}, xh, x5, 7)) € A*(R) | 2} =21 — k, 2 = a0 + k> — 1,

vh=x3+1—k, ) =24 — 1, con (z1,22,23,74) € S}.

Quindi Ty, (S) avrd equazioni parametriche:

¥y =s+1-k
rh=s—t+2u+k*-1

= ut 1k ) & b ueR;
xy =2t

la sua equazione cartesiana, ovviamente dipendente da k, sara invece:

s=x)+k—-1
t=2 — 2x) — 22 + 4aly — o) + 2K% + 6k — 8 = 0.
u=ah+k—1

Affinché Ty, (S) sia un sottospazio vettoriale, basta che contenga lorigine O =
(0,0,0,0); sostituendo O, ci resta I’equazione di secondo grado in k:

2%+ 6k—8=0 = k=1, ko = —4;

quindi le traslazioni Ty, , con v;=(—1,0,0,—1) e Ty,_,, con v_4=(4,15,5,—1)
portano S in un sottospazio vettoriale di dimensione 3, coincidente con la
giacitura W.

Q

(7) Sia
H:={f ¢ End(R?) | f(A) C B}
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dove:

A={(z1,12,23) ER® | 2y =0}, B= {(x1,20,23) ER? | 2y = x5 = 0}.
a) Dimostrare che H é un sottospazio vettoriale di End(R?).
b) Calcolare la dimensione di H ed esibirne una base.

(7) a) Per il lemma 8.1 del capitolo 8 del volume di teoria, H é non vuoto.
Per la proposizione 8.7 dello stesso capitolo, H é un sottospazio vettoriale di
End(RR3).

b) Poiché dim(A) = 2 e dim (B) = 1, sempre per la proposizione 8.7 si ha:
dim(H) = dim(A) - dim(B) + (dim(R?) — dim(A)) - dim(R¥) =2-1+1-3 =5.

Utilizzando l'isomorfismo tra applicazioni lineari e matrici, per calcolare una
base di H basta imporre che la generica matrice di M3(R) mandi i vettori di
una base di A in B. Poiché una base di A é data da {(0,1,0), (0,0,1)}, si deve

avere:

a b c 0 b
d e 1 = e € B,
g h 1 0 h

e contemporaneamente
a b c 0 c
d e 0 = € B.
g h i 1 i

Ne segue che b = e =c = f =0, da cui la generica matrice che rappresenta gli
elementi di H ¢ la seguente:

Q Q. 2
<. O O

0
0
h

e ne consegue che una base per H é data da:

100 000 00 0
0o0o0]|,l100],l000],
00 0 000 100
00 0 000
000],l000
010 00 1
%
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(8) Considerando 'insieme
H={f €End(R") | f(4) C B},
con
A= {(21,22,23,24) €R* | 21 = 25 = 0},
B = {(21,72,23,24) € R* | 21 = 29 = 23 = 0},
calcolare la dimensione di H, sottospazio vettoriale di End(R*) ed esibirne una

base.

(8) Esattamente come nell’esercizio precedente, sappiamo che H é un sot-
tospazio vettoriale la cui dimensione sara data dalla relazione:

dim(H) = dim(A) dim(B) + (dim(R*) — dim(A)) dim(R*) =

=2-14+2-4=10.

Detta C' = (cij)i,j=1,...,4 la generica matrice di M4(R), imponendo il fatto che i
vettori di una base di A debbano essere mandati in B, queste relazioni implicano
c13 = o3 = c33 = 0 € c14 = co4 = c34 = 0, da cui la generica matrice di H sara
del tipo:

ci1 c2 0 0
C21 C29 O 0
c31 ez 0 0 ’

C41  C42 C43 Cy4

e di conseguenza una base per H, che per brevita evitiamo di scrivere, sara
formata dalle 10 matrici a coefficienti tutti uguali a 0 tranne 1, che stard ogni
volta in un posto diverso tra quelli non nulli della matrice suddetta.

)

(9) Sia
Hy = {f € End(R?) | f(4p) C B}

dove:
Ap ={(z1,22,23) € R® | 21 =p}, By ={(w1,22,23) €R® | 21 =0, 25 = q}.

a) Individuare per quali (p,q) € Z x Z, H,, é un sottospazio vettoriale di
End(R3);

b) per tali valori, calcolare la dimensione di Hp, , ed esibirne una base.

(9) a) Innanzitutto, distinguiamo i vari casi:
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I)p=0, ¢=0.

II)p#0, ¢=0.

Il) p=0, g#0.

IV) p#0, ¢#0.

Il primo caso coincide evidentemente con I’esercizio (7). Nel caso II), A, non é
uno spazio vettoriale. Tuttavia, poiché By lo é, per I'osservazione 8.9 dell’ottavo
capitolo del volume della teoria, calcolare H,, o equivale a calcolare:

H = {f € End(R®) | f(IL(4,)) C Bo}.

Ma LL(4,) = R?, onde dim(H) = 3 = dim(H, ). Nel caso III), poiché B, non
¢ uno spazio vettoriale, neanche Hy 4 lo é, ed il caso IV) é analogo.

b) Resta da esibire una base di Hy, o; basta imporre che la generica matrice di
M3(R) mandi i vettori della base canonica di R? in By, per cui, ragionando
come nell’esercizio precedente, una base sara:

0 0 O 0 0 O 0 0 O
00 0], 00O0],l 00O
1 0 O 01 0 0 0 1
&
(10) Sia
Hp,q:{fEEnd(Rg)|f(Ap)CBq}a
dove:

AP = {(CUl,.’L'Q,{IIg) € R?) ‘ 1 =P, T2 = 0}7
Bq = {(371,.'1)2,373) € Rg | xr3 (I‘? +.’L‘% — q2) = 0}7

a) determinare per quali valori di (p,q) € R x R I'insieme Hj, , é uno spazio
vettoriale;

b) in tali casi, determinare la sua dimensione ed esibirne una base.

(10) a) Ovviamente, Ay é un sottospazio vettoriale di R? di dimensione 1.
B4, risulta invece costituito dall’unione dell’iperpiano {zs = 0} con la superficie
2?2 + 23 = ¢?, che rappresenta un cilindro a sezione circolare (di raggio ¢) in
R3. Tale cilindro degenera nell’asse x3 per ¢ = 0, perché gli unici punti dello
spazio affine tridimensionale che verificano 1’equazione cartesiana 3 + 23 = 0
sono quelli del tipo (0,0,t), con ¢ € R. Chiaramente, per g # 0, invece, non
solo il cilindro non é uno spazio vettoriale ma non contiene al suo interno alcun
altro sottospazio vettoriale di R® (né il punto (0,0,0), né alcuna retta, né alcun
piano passanti per lorigine). Distinguiamo al solito i vari casi:

Hp=0, ¢=0.

M) p=0, ¢#0.

IT) p#£0, ¢=0.
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IV)p#0, ¢#0.

Nel primo caso, Ag é una retta passante per l'origine, mentre By é 'unione del
piano x3 = 0 con l’asse x3. Tali insiemi sono entrambi spazi vettoriali ma la
loro unione non lo é. E’ facile quindi rendersi conto che Hy ¢ non é uno spazio
vettoriale in quanto se si considera una f1 € Hy o tale che f1(Ag) C {z3 = 0} ed
una fo € Hy o tale che fo(Ap) sia Passe x3, 'applicazione somma f1 + fo ¢ Ho 0.
Nel caso II), Ay é uno spazio vettoriale come sopra, mentre By é 'unione dello
spazio vettoriale {3 = 0} con il cilindro 2% + 23 = ¢2, non contenente alcuno
spazio vettoriale. Ne segue che ogni applicazione lineare f € Hy 4 é costretta
ad inviare Ay completamente nel piano {x3 = 0} (in tal caso, quindi, il cilindro
viene del tutto trascurato). Di conseguenza, studiare Hy 4 equivale a studiare

Hoq = {f € End(R?) | f(Ao) C {23 =0} }.

Si tratta quindi di uno spazio vettoriale. Nei casi III) e IV), é immediato
notare che, per le stesse motivazioni dell’esercizio precedente, H,  non é mai
uno spazio vettoriale.

b) Qui procediamo analogamente agli esercizi (7) e (9):

dim(Hy ) = dim(Ag) - dim({z3 = 0}) + (dim(R?) — dim(4y)) - dim(R?) = 8.

E si trova facilmente che la generica matrice di M3(R) che genera il sottospazio
Hy, é

, con a,bc,de, f,g,heR.

Q@ Qe

b
e
h

S O

Q

(11) Sia Hp , come negli esercizi (9) e (10), dove stavolta peré
A, = {(z1,29,23) € R® |y = p}, B, = {(w1,22,23) € R?| 2 +a2i—¢?z% = 0}.

a) Individuare per quali (p,¢) € R x R Hp, é un sottospazio vettoriale di
End(R3);

b) per i valori trovati nell’esercizio precedente, trovare la dimensione di Hp
ed una sua base.

(11) a) Quest’esercizio é molto simile al precedente, con la differenza peré che
'equazione cartesiana z? + 23 = ¢%23 per ¢ # 0 individua un cono circolare ret-
to in A3(R), mentre per ¢ = 0 degenera come nell’asse x3. Percié distinguendo
i soliti quattro casi, si ha:

nel caso I), Cioé con p = g = 0, ricadiamo nuovamente nel caso dell’esercizio
(7), in cui Hy,o é un sottospazio vettoriale. Nel caso II), Ay é un sottospazio
vettoriale di dimensione 2, ma B, é I'unione di infiniti sottospazi vettoriali, cioé
di infinite rette passanti per l'origine (ad esempio, le rette di equazioni para-
metriche x; = t, xy = t, 23 = \/2t/q, oppure x; = t, xy = 2t, x3 = /5t/q,
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o anche 1 = 3t, z9 = —t, 3 = \/Et/q7 e via dicendo). E’ facile vedere che
prendendo due qualsiasi di queste rette r ed s, e poi due applicazioni f; ed
f2 tali che f1(Ap) C r, e che fo(Ag) C s, 'applicazione somma f; + fo non
manda Ay in una retta appartenente al cono By, percié Hy 4 non é uno spazio
vettoriale. I casi III) e IV) sono perfettamente uguali a quelli dell’esercizio (10).
b) Poiché solo Hy (o é uno spazio vettoriale, esattamente come nell’esercizio (7),
dim(Hp ) = 5 ed una base per questo spazio é data da:

100 0 0 00 0
000 |, o0]l,[ooo0],
00 0 0 0 100

0 0 0 0

00 0 0

10 0 1

’E

o = O

o O O
o O O

8.2 Esercizi proposti

(1) Scrivere le equazioni parametriche e cartesiane del sottospazio affine di
A?(R) di dimensione 1 passante per i punti A = (1,2), B = (3, —4).

*

(2) Scrivere le equazioni parametriche e cartesiane del piano affine di A3(R)
passante per i tre punti A = (—1,0,0), B=(2,2,1), C = (3,0,4).

*

(3) Dire per quali valori di k& € R il triangolo di A3(R) di vertici A = (1,1,0),
)

B =(0,1,0), C = (0,0,k) ha area uguale a g

*

(4) Scrivere le equazioni parametriche del sottospazio affine S di A*(R) di gi-
acitura W =1L{(2,0,1,0)} e passante per P = (—1,0, 1, 3).

*
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(5) Dato il sottospazio affine S di A3(R) di giacitura W = L{(1,0,0), (0,0,1)}
e passante per P = (3,0,1), scrivere le equazioni parametriche e cartesiane del
suo traslato Ty (S), con v=(0, 2,0).

(6) Trovare le equazioni parametriche e cartesiane del sottospazio affine S+,
ortogonale al sottospazio S dell’esercizio precedente, e passante per il punto

Q@=(4,55).

(7) Dire per quali k¥ € R il sottospazio Ty, (S) di A%(R), con S dato dall’e-
quazione cartesiana x1 —4xo +1 = 0, e vig=(k, —2), é un sottospazio vettoriale.

*

(8) Dati i tre punti A = (-1,0,1), B =(1,0,1), C = (0,3,0), dire per quali k
i loro traslati Ty, (A4), Ty, (B), Ty, (C), con vix=(k,0, k), sono contenuti in un
piano affine di A3(R) passante per 'origine.

*

(9) Dato il sottospazio vettoriale di R* cosf definito:
w =1{(1,0,0,0), (—1,0,2,0), (0,0,1,-3)},

scrivere le equazioni parametriche e cartesiane del sottospazio affine T\, (W),
con v=(—1,5,1,4).

(10) Se
Hy = {f € End(R?) | f(4) C B},

con A = {(z1,72) € R? | 27 = 0}, By = {(z1,22) € R? | 2y =0, 22 = ¢},
dire per quali ¢ € R H, é un sottospazio vettoriale di End(R?), e per tali valori
calcolare la dimensione di H, ed esibirne una base.

ES

(11) Sia
H,,={f¢€ End(R?) | f(Ap) C By},
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dove:
Ap = {(z1,22,23) € R® | 2y = p}, By = {(x1,22,23) ER® | 31 = q, 22 = 2q},

a) individuare per quali (p, ¢) € R xR l'insieme H,, , é un sottospazio vettoriale
di End(RR3);

b) per tali valori, calcolare dim(H, 4) e trovare una base di Hy, ,.

(12) Se
H={f:R* —R>| f(A) C B}
con:
A= {(.’1?1,1‘2) S R? | xr1 = 0}, B = {(.’1?1,1‘2,3’33) S R3 | xr3 = 0},

calcolare la dimensione di H ed esibirne una base.

(13) Sia
H, = {f € End(R%) | f(4,) C B},

dove:
Ap = {(z1,72,23) € R? | 1 = p, z2 =0},

B = {(x1,29,23) €R? | 23 - (27 — 25 — 1) = 0};
a) determinare per quali valori di p € R I'insieme H,, é uno spazio vettoriale;

b) in tali casi, determinare la sua dimensione ed esibirne una base.

*

(14) Sia
Hyq ={f € End(R®) | f(4,) C By},
dove:

Ap = {(z1,22,23) € R® |21 = p}, By ={(w1,32,33) € R* | af+ad+a3—¢> = 0}.

a) Individuare per quali (p,¢) € R x R H,, é un sottospazio vettoriale di
End(R3);

b) per i valori trovati nell’esercizio precedente, trovare la dimensione di Hp 4
ed una sua base.



Capitolo 9

Geometria in A’(R)

9.1 Esercizi svolti

(1) Scrivere le equazioni parametriche e cartesiane della retta r di A3(R) con
vettore direzione v=(1,2, —1) e passante per il punto P = (3,0, —5).

(1) Premettendo che in tutto questo capitolo useremo le coordinate (z,y, 2)
in luogo di (z1, z2, z3), le equazioni parametriche di r saranno:

T 1 3 r=t+3
y | = 2 t+ 0 = y=2t , teR;
z -1 ) z=—t—5

per ricavare due equazioni cartesiane, ossia le equazioni cartesiane di due piani
incidenti in A3(R) che si intersecano nella retta r, ci basta eliminare il parametro
t dalle equazioni parametriche, ad esempio in questo modo:

20 —y—6=0

t=x—-3 = y=2(zx—3), z—x2:>{ 4420

sono due equazioni cartesiane di . E’ da notare che i piani che si intersecano

in una stessa retta sono infiniti, per cui le equazioni cartesiane di una retta
ovviamente non sono univocamente determinate.

)

(2) Scrivere I'equazione cartesiana del piano 7 di A3(R) contenente la retta:

r=t+1
r: y=—t , teR,
z =3t

81
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e passante per il punto P = (5,1, —3).

(2) Per scrivere ’equazione di un piano, abbiamo bisogno di tre punti distinti
oppure di due vettori direzione linearmente indipendenti, che generano la giac-
itura del piano e di un punto. Nel nostro caso, uno dei due vettori di direzione
sard quello della retta 7, e cioé vi=(1,—1,3). Essendo il punto P esterno alla
retta r, cosa facilmente verificabile sostituendo ad (x,y, z) le coordinate di P e
notando che il sistema risultante nella sola incognita ¢ é evidentemente incom-
patibile, possiamo considerare come secondo vettore della giacitura un qualsiasi
segmento che congiunga il punto P dato con un punto della retta r, ad esempio
Q = (1,0,0), che troviamo per ¢ = 0. Allora, vo=(Q — P) = (—4,—1,3), e
dunque il piano 7 di giacitura W = L{(1,-1,3), (—4,—1,3)} e passante per
P saré dato da:

r—5 y—1 z+3

det 1 -1 3 =0 =3y+2=0.
—4 -1 3
&

(3) Scrivere I’equazione cartesiana del piano 7 ortogonale alla retta r di equazioni
cartesiane:
z+2y=0
{ r—2z—3=0

e passante per il punto P = (0,2,4) € A3(R).
(3) Prima di tutto, dobbiamo passare dalle equazioni cartesiane di r alle sue

equazioni parametriche, fissando una delle tre coordinate a nostra scelta uguale
a t, ad esempio:

xr=—2t
y=t , tER;
z=-2t—3

in questo modo abbiamo trovato che un vettore direzione di r (tutti gli altri sono
linearmente dipendenti é v=(—2,1,—2), ossia r || L{(—2,1,—2)}; imponendo
ora la condizione di ortogonalita della giacitura del piano con la giacitura della
retta, otterremo: < (z,y,2),(-2,1,-2) >= 0 = 2z —y + 2z = 0, che é
I’equazione del piano passante per l'origine parallelo al piano cercato; tutti i
piani paralleli ad esso avranno quindi un’equazione del tipo 2z —y+2z+k = 0;
imponendo ora il passaggio del piano generico per il punto P = (0, 2,4), avremo:
-2+ 8+ k=0=— k = —6, percid il piano 7 avra equazione cartesiana:

20 —y+22—-6=0.

Q
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(4) Calcolare la distanza tra il punto P = (—2,6,3) e il punto @ di incidenza
tra la retta r di equazioni parametriche:

T = —2t
y=5t+1 , teR,
z =3t

e il piano 7 di equazione cartesiana r +y + 2z — 4 = 0.

(4) Per calcolare le coordinate del punto @, ci conviene scrivere le equazioni
cartesiane di r e poi risolvere il sistema di tre equazioni lineari che rappresenta
I'intersezione tra r e m. Le equazioni cartesiane di r si possono scrivere cosf :

r=—-2/32 3r+22=0 )
y=1+5/32 3y—52z—-3=0"

r N7 sard il luogo dei punti (z,y,2) € A3(R) tali da verificare il sistema:

3x+22=0
3y —5z=3 ;
r+y+2z2=4

2 8
risolvendo il sistema con uno dei metodi conosciuti, otteniamo: @ = (—, 37 1> ,

per cui la distanza tra P e @) sara:

d(P,Q) = \/(xp — 20)* + (up — yQ)? + (2p — 20)? =

)Y e

¢

(5) Scrivere le equazioni parametriche e cartesiane del piano 7 passante per
i tre punti di A3(R): A = (1,0,2), B = (2,1,4), C = (0,-3,0), e dire se
contiene la retta r di equazioni parametriche

r=t
y=0
z =2t

(5) La giacitura del piano cercato é data da due qualsiasi tra i vettori che
uniscono i punti A, B, C, ad esempio vi=(B — A) = (1,1,2), e voa=(C —
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B) = (—2,—4,—4); imponendo poi il passaggio per uno qualsiasi dei punti, ad
esempio C, avremo le equazioni parametriche di 7:

T 1 -2 0 r=1t—2u
y = 1 Jt+]| -4 Jut+]| -3 — y=t—4u—-3 ,t, ueR,
z 2 —4 0 z=2t—4u

e con la solita formula, quella cartesiana:

z y+3 =z
det 1 1 2 =0= 2x—2=0.
-2 -4 -4

Poiché ogni punto della retta r si pué scrivere come (¢, 0, 2t) € R3, sostituendolo
nell’equazione cartesiana trovata, abbiamo 0 = 0, quindi 1’equazione é sempre
soddisfatta, da cui r C 7.

)

(6) Discutere le posizioni reciproche della retta

o r—3y+z2—1=0
' y—z—2=0

e del piano 7 : x 4 2ky + 3k = 0 al variare di k € R; trovare esplicitamente
I’intersezione nel caso k = 0.

(6) Per trovare l'intersezione r N 7y, dobbiamo discutere al variare di k € R il
seguente sistema lineare:

r—3y+z=1
y—z=2 , keR.
x + 2ky = -3k

Sapppiamo gid che il sistema ammettera una ed una sola soluzione, ossia r e
saranno incidenti, se il determinante della matrice incompleta Aj del sistema
sara non nullo:

-3 1
—1 | =3-1+42k+#£0,

det(Ay) = det 1
2k 0

—_ O =

quindi V k£ € R\ {1}, rk(Ax) = 3, e di conseguenza r N 7, consistera in un
solo punto. Fissato k = 0, troviamo il punto P = r N mp:

z—3y+z=1 =0 3 7
y—z=2 = y=-3/2 = P= <O,2,2).
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Se invece k = —1, avremo rk(A;) = 2 (comunque il minore 2 x 2 in alto a
sinistra di A é non nullo); analizziamo peré il rango della matrice completa:
poiché

1 1 1 1 3 -1 -3 1 1
det| 0 -1 2 =0,det| O 1 2 =0, det 1 -1 2 =0,
1 0 3 1 -2 3 -2 0 3

il sistema é compatibile e allora avremo oo' soluzioni, quindi la retta r sard
contenuta nel piano 7_1.

&

(7) Scrivere 'equazione della retta r ortogonale al piano 7 : 2z —y—2—1=0
e passante per il punto P = (0,1, 3); successivamente, calcolare 'angolo tra la
retta r e la retta s passante per il punto @ =r N e il punto R = (1,1,4).

(7) 11 sottospazio vettoriale di dimensione 1 complemento ortogonale del sot-
tospazio vettoriale 22 —y — z = 0 é L{(2, —1, —1)}, per cui la retta r richiesta
ha equazioni parametriche

=2
y=—t+1 , teR
z=—t+3

Possiamo ricavare le coordinate del punto di intersezione tra r e 7 sia portando
r in equazioni cartesiane e poi risolvendo il sistema lineare come di consueto, sia
sostituendo nell’equazione cartesiana del piano le coordinate parametrizzate di

r202t) = (—t+1) = (—t+3)=1=t=2 = Q= (5,% 1) . Percid la retta

2 5 11
s passante per @ e per R avrd vettore direzione v=(Q — R) = (3, 5 _6>7

e allora avrd equazioni parametriche:

z=2t/3+1
y=-5t/6+1
2= —11t/6 + 4

e angolo tra r ed s sara:

<(2,-5 1 ) >
0 = arccos <|| <3 6 6) |> = arccos <4\/§>

(58 —%) Il ||( 1—1) 9

Q

(8) Discutere le posizioni reciproche delle rette di A%(R):

- x+2ky—kz—1=0 . - y—kz—2=0
Fl 2242-k=0 PR 24y —3=0"
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al variare del parametro k € R.

(8) In questo caso, dobbiamo discutere il sistema lineare di quattro equazioni
in tre incognite al variare di k. La matrice incompleta Ay del sistema ha la
forma:

1 2t —k
2 0 1
A=t 1 k|
2 1 0
3> rk(A4x) >2 V k €R, perché
2 0
det(o 1)—2750,
notiamo perd che:
1 2t —k
1++v5
det| 2 0 1 =4k* -2k —1=0<= k1o = 4f;
0 1 -k
1 2t —k 3
det|{ 0 1 —k :—4k2—|—3k:0<:>k17220,1;
2 1 0
1 2t -k
det| 2 0 1 =2k—1=0<=k=—;
2 1 0
2 0 1
det| 0 1 k =-2-2k=0<«=k=—1.
2 1 0

Poiché tutti i minori di ordine 3 di Aj si annullano per valori sempre diversi
di k € R, non esistono valori di k& per cui si annullano tutti, e allora rk(Ax) =
3 V k € R. Ora consideriamo la matrice completa (Ay|b):

1 2 -k 1
2 0 1k
det(Ag|b) = det 0 1 —k 2 |7
2 1 0 3
0 1 &k 2k -k 1 2k -k 1
=det| 1 —k 2 | —2det 1 —k 2 | —2det 0 1 k| =
1 0 3 1 0 3 1 -k 2

= 4k +15k% — 12k 4+ 1 = (k — 1)(—4k> 4+ 11k — 1),
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usando la regola di Ruffini o la divisione dei polinomi. Percié per

L e {11 - V105 11+\/105}

8 o 8
rk(Ag|b) = 4, e allora il sistema ¢é incompatibile e le rette sono sghembe. Invece,

11 — /105 11 + 105 ok
8 )

per k = 3 , 1,

(Ag|b) = 3 = il sistema é compatibile

ed ha 00373 = 1 soluzione, cioé le rette r ed s sono incidenti. In particolare,
esaminiamo il semplice caso k = 1 e troviamo il punto di incidenza P:

r+2y—z=1

2rtz=1 = rNs=P=(4,-5-7).
y—z=2

2r+y=3

9.2 Esercizi proposti

(1) Scrivere le equazioni parametriche e cartesiane del piano 7 di A3(R) di gi-
acitura W =1L{(1,2,0), (0,0,5)} e passante per il punto P = (2,0, —1).

ES

(2) Scrivere le equazioni parametriche e cartesiane della retta r ortogonale al
piano 7 : 5x — 4y + z — 3 = 0, passante per P = (1,1, —1).

(3) Calcolare 'ampiezza dell’angolo compreso tra le rette di A3(R):

z=0 o 20 —24+5=0
z=10 y—4=0

(4) Calcolare la distanza tra il punto A = (3,2, —3) e il punto di incidenza delle

rette
z=0 o r+2y—z—8=0
y—3=0 y+z—1=0
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(5) Dire per quali k € R il piano 7 : 4z — k*y + kz + 3 = 0 é ortogonale alla
retta

r=4t+ 3
y=—t+2
z=t—1

(6) Dire quali sono le posizioni reciproche delle rette

r+y—2z2—2=0 T =t/T+12/7
T w4+ dz—3—0 ed s: y=t
z==-3t/T+6/7

(7) Discutere le posizioni reciproche delle rette

] x4+2ky—2-1=0 ds: r—kz—-3=0
"l y+32-2=0 Y 2w -2 —4=0

al variare di k € R.

(8) Calcolare I'angolo tra i piani 7 e ©' di A3(R), di equazioni cartesiane
rispettivamente:
m:dr—y+2z—-1=0
{ ' 2r4+4y—2—-3=0

(9) Scrivere le equazioni cartesiane e parametriche del piano 7 di A%(R) conte-

nente la retta
x=3t+2

T y=t—1
z=3
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e il punto A = (0,-1,7).

(10) Discutere le posizioni reciproche della retta

r=—1
T y=1t+2
z=3t+1

e del piano7m: x+y—k =0 al variare di k € R.

(11) Scrivere le equazioni parametriche e cartesiane della retta r ortogonale alla
retta s di equazioni:

)

r+2y—3=0
r—y—2—1=0

e passante per il punto A = (—1,0,0).

(12) Scrivere l'equazione cartesiana del piano 7 la cui giacitura é 'immagine
dell’applicazione lineare F : R? — R3 cosi definita:

F(z,y,2z) = (4o — 2,2y,0)
e passante per il punto di intersezione P = r N 7', con
r = —bt
/

T y=t , T x4+2y+2—-7=0.
z=t—-1
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Capitolo 10

Rotazioni in A3(R)

10.1 Esercizi svolti

(1) Date le due matrici di rotazione

1 0 0 cosa —sina 0
A=| 0 cosf —sinf |, B=| sina cosa 0 |,
0 sinf cos@ 0 0 1

appartenenti al gruppo ortogonale speciale SO(3), provare che per qualsiasi
0, a € ]0,2m), il loro prodotto, sia a destra che a sinistra, é ancora una matrice

di SO(3).

(1) La matrice A rappresenta una rotazione di un angolo 6 attorno all’asse
x = x; dello spazio tridimensionale, mentre B rappresenta una rotazione di un
angolo « attorno all’asse z = x3. Moltiplicare le due matrici significa comporre
le rotazioni:

COoS (v —sin«a 0
AB = cosf sina cosf cosa —sinf | ;
sinf sina sinf cosa  cos@

il teorema di Binet afferma che det(AB) = det(A)-det(B) = 1-1 = 1. Inoltre AB
é evidentemente una matrice unitaria, perché le sue colonne sono ortogonali,
infatti:

< (cosa,cosf sina,sinf sina), (—sina,cosd cosa,sinf sina) >=

= —sina cosa + cos?f sina cosa +sin®f sina cosa =
= —sina cosa + (cos? @ +sin §) sina cosa = 0;

< (cosa,cosf sina,sinf sina), (0,—sinf,cosf) >=

91



92 CAPITOLO 10. ROTAZIONI IN A3(R)

=sinf cosf sina + cosf sinf sina = 0;
< (—sina,cosf cosa,sind cosa), (0, —sinb,cos) >=
= —sinf cosf cosa + cosf sinf cosa = 0.

Inoltre, si prova facilmente che ogni colonna di AB ha norma 1, ad esempio:

cosa,cost smma,sinb sina) ||= V Ccos“ a + cos sSIn” o + sin sIn” o =
0 si inf si \/ 2 29 2 : 20 2

= \/C082 a + (cos? 0 4 sin? f) sin® o = Vcos2a +sin® a = 1.

Quindi AB é una matrice unitaria con determinante uguale a 1, perci6 AB €
SO(3). 11 discorso é esattamente lo stesso per la matrice

cosae —sina cosf  sina sinf
BA = sinae  cosa cos —cosa sinf
0 sin 0 cos

E’ da notare che AB # BA, quindi la posizione finale di un qualsiasi vettore a
cui vengano applicate le due rotazioni sara differente a seconda dell’ordine in
cui le rotazioni vengono eseguite.

)

(2) Trovare le equazioni parametriche e cartesiane dell’asse di rotazione della
superficie in A3(R):
2?2 +y?+22-3=0.

(2) In tutto questo capitolo, analogamente al precedente, useremo le coordi-
nate (z,y, z) anziché (x1,x2,x3). La superficie descritta é un cilindro a sezione
circolare, infatti:

2?4+ +22-3=0 = (x—|—1)2+y2:4,

per cui le infinite circonferenze che troviamo sezionando questa superficie con
dei piani ortogonali all’asse z di equazione z = k, k € R, hanno tutte raggio 2
e centro nei punti del tipo (—1,0, k) € A3(R). L’asse di rotazione del cilindro é
la retta che contiene tutti i centri di queste circonferenze, e che quindi ha come
equazioni parametriche:

r=-—1
y=0 ,teR,
z=t

ed evidentemente equazioni cartesiane r = —1, y =0.

&
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(3) Data l’equazione della conica sul piano yz:

trovare ’equazione cartesiana della superficie individuata dalla rotazione di
questa conica attorno all’asse z.

(3) Possiamo scrivere questa conica come f(y,z) = 0, con f(y,z) = y*+ 22 —9;
sappiamo che I’equazione cartesiana della superficie di rotazione corrispondente
é data da:

f(Wa2+1y2,2) =0 = (Va2 +42)?+22-9=0 = 2 +y*+ 22 =0,

cioé una sfera di centro O = (0,0,0) e di raggio 3. E’ da notare che ogni
volta che una circonferenza in un piano viene ruotata attorno ad un asse con-
tenente un suo diametro otteniamo una sfera con raggio uguale a quello della
circonferenza.

Q

(4) Dire per quali k € R 'equazione
B2 4+ 9%+ (1 — k)%22 —2k*z + 6y + 8+ 2k =0
rappresenta un ellissoide rotondo in A%(R).
(4) Svolgiamo alcuni semplici passaggi algebrici:
E22? %+ (1 —k)?22 = 2k%2 + 6y +8+ 2k = k2 (22 —22+1— 1)+ (y+3)2 — 1+
+(1—k)?22 2%k =k (xz— 1) +(y+3)2+ (1 —k)*2> —k*+2k—1=
=@-17+@+3)°+1 -k - (k-1)>=0 =

(x—1)2  (y+3)?

2 _ 1.
(E=oca e

affinché quest’ellissoide sia rotondo, due suoi semiassi devono essere uguali,
quindi abbiamo tre possibilita:

(1-k?> _ 2 a1
I 2T (1-k)* = ki2 ==L
con k = 1, peré, 'equazione diventa (z —1)% + (y +3)? = 0, che é una quadrica
degenere, per l'esattezza é il luogo di tutti i punti del tipo (1, —3,t), t € R, cioé
una retta parallela all’asse z. Con k = —1, invece, ’equazione diventa

(=17 (y+3)

2
-1
1 . F=h
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e qui i semiassi lungo x e lungo y sono uguali.
(I1) (1—k)?2?=1 = k3 =0, kg = 2; se k = 0, I'equazione degenera in
quella di un cilindro con asse parallelo all’asse x:

(y+3)>+2°=1;

se invece k = 2, I’equazione assume la forma:
S+ w3+ =1,

e stavolta i semiassi uguali sono quelli lungo y e z.

1—k)? 1
(I11) % =1 = 1-2k=0 = ks = 3 e stavolta l’equazione ha
la forma:
_12 2 1 32
w17 1 ) +(y+3)2+%:1 = (x—1)2+7(yt ) +22 =1,

1
cioé i semiassi corrispondenti agli assi x e z sono uguali. Perci6é 'equazione di

partenza definisce un ellissoide rotondo se k1 = —1, kg = > ks = 2.

&

(5) Trovare l'equazione cartesiana della superficie S generata dalla rotazione
della conica x2 — 422 = 2 attorno all’asse x e successivamente trovare una
traslazione T, da applicare ad S affinché Ty (S) contenga l'origine di A3(R).

(5) La conica x? — 422 = 2 é un’iperbole nel piano xz; scrivendo f(z,2) =
22 — 422 — 2 = 0, sappiamo che 'equazione della superficie di rotazione S
attorno all’asse x sara data da:

f(x,\/y2+z2)=0:>x2—4(y2+z2)—2202>%————:1,

che é un iperboloide rotondo a due falde, che ha x come asse di rotazione.
Per trovare una traslazione Ty (z,y,z) = (2',y',2’) che sposti l'iperboloide S
in modo da farlo passare per O, ci basta effettuare il cambio di variabile: 2’ =
x+a, y =y+b 2/ = z+c, e poi scegliere degli opportuni a, b, ¢ € R.
L’equazione di Ty, (S) sara:

(' —a)? (-0 (¢
2

ed imponendo il passaggio per (0,0,0) si dovrd verificare la relazione

2
L _op? 9 =1,
2
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ad esempio, potremmo scegliere a = V2, b = 0, ¢ = 0, e in questo modo
I'iperboloide traslato

passera per l'origine degli assi di A3(R).

)

(6) Dire quale conica é determinata dall’intersezione del cono C' di equazione
244y -2 420 4+1=0
con il piano 7 di equazione cartesiana 2kx + z — k = 0 al variare di k € R.

(6) Le intersezioni del cono C' con il piano 7 sono i punti (z,y, z) che soddisfano
simultaneamente le equazioni del sistema:s:

2?4 4y? -2 420 4+1=0 )
2kx+2—k=0 ’

isolando ad esempio la variabile z e sostituendola nell’equazione del cono, si
avra:
z=k—2kr = 2?+4y* — (k—2k2)’ +22+1=0 =

= (1-4kH)2? +4y> + (2 + 4k%)z — k> + 1 = 0;

cié che abbiamo ottenuto é un fascio di coniche nel piano cartesiano zy. Per
analizzare queste curve abbiamo a disposizione due metodi: del primo, prove-
niente dall’Analisi, diamo soltanto un accenno: si pué esplicitare la variabile y
in funzione di z, ed avremo due curve y; () ed y2(z) che potremo studiare come
normali funzioni di una variabile. Le informazioni che ricaveremo ci basteranno
per capire di che conica si tratta (ad esempio, se esisteranno gli asintoti obliqui
sard certamente un’iperbole, se si annullers il coefficiente di 22 sara una parabo-
la, e cosi via). Il metodo geometrico é invece quello che consiste nell’analizzare
il cosiddetto discriminante della conica, ossia quella matrice A € M3(R) sim-
metrica tale che lespressione f(xz,y) = 0 si pud scrivere analogamente come il
prodotto seguente:

x

(zy )-A |y |=0
1

ossia, nel nostro caso:

(1—4kH)2? + 4> + 2+ 42 - k> +1=0 =
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1—4k%2 0 1+ 2k2 x
= (z y 1)- 0 4 0 y | =0;
14+2k2 0 —k24+1 1

ora, poiché la conica é degenere se il determinante del discriminante é nullo,
siccome det(A) = 4[(1 — 4k?)(1 — k%) — (1 + 2k%)?] = —9k? = 0 < k = 0,
avremo una conica degenere solo in questo caso, nel quale ’equazione si riduce
a (z + 1)? + 4y®> = 0, cioé al solo punto (—1,0). Se k # 0, la conica non
degenera. Ora, consideriamo il minore 2 x 2 in alto a sinistra della matrice A:
se é negativo, la conica é un’iperbole; se é 0 e la conica é non degenere, allora
é una parabola; altrimenti é un’ellisse. Nel nostro caso, abbiamo:

_ AL2 1 1
det(1 04k 2)24(1—4k2)<0<:>k6(—oo,—2>U<2,+oo>:>

= la conica é un’iperbole.
1
Il minore suddetto si annulla per £k = == = é una parabola.

11

Infi k - =
nfine, se 6( 579

) = é un’ellisse.

&

10.2 Esercizi proposti

(1) Trovare I'asse di rotazione della superficie di A3(R) di equazione cartesiana:
2?4y -2 -8 —4y+19=0,

specificando di che superficie si tratta.

(2) Dire che superficie é rappresentata dall’equazione
4y + k2 +2y+1=0

al variare di £ € R.

(3) Scrivere I'equazione della superficie generata dalla rotazione della conica

22— =4
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attorno all’asse y, specificando di che superficie si tratta.

4) Dire quale superficie é generata dalla rotazione attorno all’asse x della conica
g

2

4

e scriverne I'equazione cartesiana.

=1

2
Y
* 9

(5) Dato il cono C' di equazione cartesiana
2+ 4y* — 922 — 8z — 8y + 20 =0,

dire quale conica é determinata dall’intersezione di C con il piano 7 di giacitura
L{(-2,1,0), (1,0,1)} e passante per il punto P = (1,0, 0).

(6) Data la superficie S generata dalla rotazione della conica
P —y—-1=0

attorno all’asse y, trovare una traslazione T\, tale che Ty (S) passi per lorigine
di A3(R). Specificare inoltre che superficie é S.

(7) Dato il cilindro circolare retto C di equazione cartesiana
2?4+ y? — 22+ 6y —6=0,

trovare una traslazione Ty tale che l’asse z sia contenuto in 75, (C).

(8) Dire per quali valori di k& € R la sfera di equazione cartesiana
Py 22—k =0

ha un solo punto in comune, detto P, col piano 7 : = + y — 2 = 0; trovare le
coordinate in A3(R) di P e la distanza tra P e Q = (1,2, —1).
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(9) Discutere al variare del parametro k € R la conica intersezione tra il cono
z? 4+ 9y% = 422

e il piano di equazione cartesiana = + kz — 3 = 0.



Capitolo 11

Forme quadratiche e
superfici

11.1 Esercizi svolti

(1) Data la forma quadratica f : R® — R cosf definita:
f(xy, 0, x3) = 227 — 22120 + 325 — dwoxs + 422,
dire se é definita positiva e successivamente ridurla a forma canonica.

(1) Scriviamo la matrice di questa forma quadratica rispetto alla base canonica:

T
f(.Tl,IQ,CC_g) = (CCl xTo LE3) CA- xTo y
T3
con
2 -1 0
A= -1 3 =2 |;
0 -2 4

sappiamo che una forma quadratica é definita positiva se e solo se tutti i
suoi autovalori (tutti reali perché A é simmetrica) sono strettamente positivi,
o alternativamente, se sono positivi tutti i suoi minori principali (criterio di
Hurwitz):

2

2> 0, det(_1

_31):5>0, det(A) =12 > 0,

quindi A é definita positiva, ed f é definita positiva. Per ridurre f alla sua
forma canonica, dobbiamo applicare un metodo di raccoglimento algebrico, il

99
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cosiddetto completamento dei quadrati:
cominciamo con i termini che comprendono la variabile x1: poiché

2
2 5
21‘% —2x129 + 31‘% = (\/5361 — \2f$2> + 5203,

se poniamo y; = v/2x; — \/5/2932, abbiamo:
2,9 2 2
f(xy, w0, 23) =y + 572~ dxox3 + 4x3;

ora facciamo la stessa cosa con i termini contenenti xs:

2
V10 2v/10 ) 12

5
5:53 — 4xoxy + 4x§ = (xg - 3 2.

X3}

2 )

quindi otteniamo
[y, @0, w3) = Y7 + 3 + u3,

dopo aver posto:

y1 = V2(z1 —22/2)

Yo = \/§($2/2 - 2!,53/5)

y3 = 2v/15x3/5
Pit avanti vedremo in dettaglio come anche questo é un modo per dedurre che
f é definita positiva.

Q

(2) Data su R3 la forma quadratica, dipendente da k € R, cosf definita:
fr(z1, w9, x3) = —3kx? — 422 + 2V 2zow3 — 3(k — 1)a2,
dire per quali k£ € R fj, é definita negativa.

(2) Affinché fi sia definita negativa, é necessario e sufficiente che tutti gli
autovalori della matrice associata Ay siano strettamente minori di 0. Scriviamo:

-3k 0 0 1
fk(-rl,JfQ,I:;) = (Il T2 '1:3) 0 —4 \/ﬁ To
0 V2 3-3k T3

pa,(\) = det(Ap — Al3) = (=3k — A) (A% + (7 + 3k)\ + 12k — 14),

quindi un autovalore é certamente \; = —3k, ed é negativo V k € (0, 4+00); per
quanto riguarda il segno degli altri due autovalori, possiamo evitare di calcolarli
sfruttando la regola di Cartesio: se ci interessa sapere il segno delle radici di
un dato polinomio di secondo o di terzo grado, ammesso che siano tutte reali,
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cosa sicura nel caso dei polinomi caratteristici di matrici simmetriche, delle
informazioni certe al riguardo ci provengono dai segni dei coefficienti dei termini
del polinomio. Nel generico polinomio di terzo grado azz? + azx? + a1z + ao,
incuiaj # 0V j =0,1,2,3, ci sono tante radici negative quante sono le
coppie di coefficienti consecutivi, (a;, a;j—1), che hanno lo stesso segno, e ci
sono tante radici positive quante sono le coppie di coefficienti consecutivi di
segno discorde (il criterio é analogo per i polinomi di grado 2). Nel nostro caso,
quindi, essendo il coefficiente di A\? positivo, avremo una radice negativa se il
successivo coefficiente sarda anch’esso positivo:

7T+3k>0 = k> 7; ed un’altra negativa se:

12 —-14 >0 — k>g.

Quindi, unendo gli intervalli, avremo tre autovalori negativi, e quindi f; definita

) 7
negativa, se k € 5’ 0 .

(3) Fissato un qualsiasi vettore w € R?, e 'applicazione lineare dipendente da
keR:

Fy :R® — R? cosf definita: Fy,(v) = v AW+ kv, Vv € R?,
dire per quali k € R 'applicazione @ : R®> — R tale che:
Q(V) =< Fy(v),v> VveR?

é una forma quadratica definita positiva in R3.

(3) Ricordando la proprietd del prodotto vettoriale (usiamo questa volta la
notazione fisica con i versori 7, J, k):

i g k
<vAw,v>=(det| vy wvy w3 |, (v1,v2,v3) )=
wp W2 wWs
=< (Vw3 — Wav3, W1V3 — VW3, V1Ws — W1V2), (Vi,v — 2,v3) >=
= V1V2W3 — V1U3W2 + V2U3W1 — V1V2W3 + v1v3wWe — vavzwi = 0,
possiamo facilmente vedere che V v € R3, si ha:
QV) =< F(v),v>=<VvAW,Vv>+ <kv,v>=k <V, v >

gia sappiamo che il prodotto scalare standard su R™ é una forma bilineare
simmetrica definita positiva, e siccome possiamo scrivere Q(v) in questo modo:

kK 0 O U1
Q(Ul,vz,vg) = (’Ul Vo Ug) 0 kK O (%) y
0 0 k V3
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Q(v) é definita positiva V k& > 0, essendo un multiplo del prodotto scalare
euclideo standard su R3. Si pué anche provare che ¥ k € (0, +00), 'applicazione
che associa ad ogni v € R? il valore (< Fy(v),v >)'/? é una norma in R3.

)

(4) Ridurre a forma canonica la forma quadratica su R* data da:
F:R* — R tale che F(x1, 20,23, 14) = 25 — da119 + 43+
+2x0x3 + 2x173 + x% + dxzzy + :L’i.
(4) Applichiamo il completamento dei quadrati variabile per variabile, comin-
ciando con 'accorpare tutti i termini con x1; poiché
x? —4x120 + 22123 + 4x3 + 2xox3 + x% = (z1 — 222 + x3)2 + 6x213,
ponendo y; = z1 — 222 + 3, la forma quadratica diventa:
F(x1, %2, 3, 74) = y; + 62223 + dw324 + 273

ora, non ci sono rimasti termini quadratici ne’ con s, ne’ con x3, quindi ci é
conveniente andare a raccogliere i termini con x4:

x5+ dasxy = (v4 + 223)% — 423,
da cui, ponendo yo = 2x3 + x4 :
f(x1, 20,23, 24) = Y7 + y2 — 4a3 + 6xox3;
ora, poiché

3\ 9
—4x§ + 6x9x3 = — (2373 — 21‘2) + 133%,

allora ponendo y3 = %xz, Ys = 203 — %xg, si avrd la forma canonica

f(@1, 20, 73,24) = Y7 +y3 + 3 — ¥3

nelle nuove variabili
Y1 = T1 — 272 + T3

Yo = 2x3 + T4

Yz = 3T2/2

ys = —3x2/2 + 223
&

(5) Data la forma quadratica su R3:

Fi(zy, w9, 3) = kx? + (k + 1)x2 + 4woxs + (k — 1)22
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associata alla matrice Ag, dire per quali £ € R la forma quadratica associata
alla matrice (Ay)? — Ag2 é semidefinita positiva, e per k = 0, ridurre la forma
quadratica associata alla matrice (A4g)? — Ag a forma canonica.

(5) La matrice Ay, relativa alla relativa alla forma quadratica Fy, é:

k 0 0
Ak = 0 k+1 2 ;
0 2 k—1
k2 0 0 k? 0 0
(A= 0 Kk242k+5 4k A= 0 K2+1 2
0 4k k%2 —2k+5 0 2 k2 -1
di conseguenza
0 0 0
(AR)? — A= 0 2k+4 4k—2

0 4k—-2 —-2k—+6

Si vede immediatamente che det((Ax)? — A2) =0 = 0 é un autovalore di
questa matrice, la cui forma quadratica associata non potrda quindi essere né
definita positiva né negativa. Per discutere il segno degli altri due autovalori,
consideriamo il polinomio caratteristico della sottomatrice 2 x 2 sud-est:

p(A) = A% — 10\ + (2k + 4)(—2k + 6) — (4k — 2)?;

la prima coppia di coefficienti consecutivi é (1, —10), e quindi la regola di Carte-
sio ci assicura la presenza di un autovalore sempre positivo; la seconda coppia
é invece (—10, —20k? 4 20k + 20), che corrisponde ad un autovalore positivo se

1-5 1+\/5>

)

20k +20k+20>0 — Kk’ —-k—-1<0 = ke(

Quindi la matrice (Ay)? — Ay é associata ad una forma quadratica semidefinita

1—v5 1++5 1-v5 1+5
2 2 2 2 ’

positiva se k € [

. In particolare, se k € (

1++5

ha due autovalori positivi ed uno nullo; se k = 5

, ha un autovalore

positivo ed uno nullo (di molteplicitd algebrica 2).
Per k£ = 0, la matrice assume la forma:

0 0 0
0 4 -2 |,
0 -2 6

e la sua forma quadratica associata é

g(x1, 22, 23) = 4.%'% —4xoxs + 6:c§.
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Per ridurla a forma canonica, notiamo che:
423 — daoxs = (219 — x3)* — 22,

e quindi ponendo
Y1 = 2wy — 23
y2 = Vb3

la forma canonica di g sara:
.2 2
g(x1, @2, 23) = Y1 + ¥3.

Q

(6) Calcolare gli indici di positivitd, di negativitd e di nullitd della forma
bilineare simmetrica b relativa alla matrice A € My(R):

4 0 2 -1

0 0 O 0
A= 2 0 4 =2

-1 0 -2 -3

e ridurre a forma canonica la forma quadratica associata su R%.

(6) Gli indici di positivitd, negativitd e nullitd di una matrice simmetrica A, o
della sua forma bilineare simmetrica, corrispondono rispettivamente alle somme
delle molteplicité algebriche degli autovalori positivi, a quelle degli autovalori
negativi e alla molteplicitd algebrica dell’autovalore 0 (che compare solo quando
det(A) = 0). Anche nell'impossibilitd di calcolare esplicitamente gli autovalori
(in particolare quando il polinomio caratteristico ha grado superiore al terzo
le difficoltd possono diventare insormontabili) abbiamo a disposizione diver-
si strumenti per individuarne il segno. Comunque analizziamo il polinomio
caratteristico di A:

pa(N) = (N)[=A3 +5A% + 17\ — 48];

un autovalore é A\; = 0, mentre analizzando le coppie di coefficienti consecutivi
del polinomio di terzo grado, notiamo che (—1,5) indica la presenza di un
autovalore positivo, (5,17) di un autovalore negativo, e (17,—48) di un altro
positivo. Quindi I'indice di positivita di f é 2, I'indice di negativita é 1, 'indice
di nullitd é 0. Per il teorema di Sylvester, la matrice A sard dunque congruente
alla matrice

10 0 O
01 0 0
0 0 -1 0
00 0 O
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Alla stessa conclusione si poteva perd giungere riducendo a forma canonica la
forma quadratica associata ad A, e cioé:

fz1, 20,3, 24) = 430% +4z1x3 — 20124 + 4x§ —4x3r4 — Sxi.

Infatti, usando il metodo del completamento dei quadrati avremo:

Ta\2 13
fz1, 20,23, 24) = (2371 4 23 — ?4) + 3x§ — Zmi — 3x314 =

2 V3 2
— (21’1 —+ I3 — %) —+ (\/§$3 — 21.4) — 4%2,

percié ponendo:
y1 = 221 + x3 — x4/2
y2 = V3x3 — V3x4/2

Y3 = 214

la forma canonica risultera:

10 0 0 ”

01 0 O
f(a1,m0,3,24) = Y7 + 43 — Y3 = (Y1 Y2 Y3 va) 00 -1 0 Zj

00 0 0 Ya

¢

(7) Studiare la superficie quadrica in A3(R), la cui equazione rispetto alla base
standard di R? é:

Q(x1, w2, w3) = 23 + 25 4+ 923 + 22129 — 4 = 0.

(7) Premesso che nell’analisi delle quadriche si usano alternativamente le co-
ordinate (x1,x2,23) o le pil suggestive (x,y,z), cominciamo individuando la
matrice A* associata alla quadrica Q:

T
. T
Q(x1,x2,23) = (x1 22 x3 1) - A™- xz =
1
1 1 0 0 1
_ 1 1 0 0 To -
—(.Z‘l T2 X3 1) 00 9 0 T3 =0.
00 0 —4 1
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Chiamiamo invece A la matrice della corrispondente forma quadratica, coinci-
dente con la sottomatrice 3 x 3 nord-ovest di A*:

A:

e

10
10
09

Poiche’ det(A) = 0, e det(A*) = 0, con rk(A) = 2, rk(A) = 3, siamo in presenza
di una quadrica degenere. Ora, cerchiamo autovalori ed autovettori di A:

pa(X) = (9= XA = 2M] = X9 = X)(A - 2),
quindi A é semidefinita positiva; i suoi autospazi sono dunque:
Vo = L{(0,0,1)}, Vo=L{(1,1,0)}, Vo =L{(1,-1,0)};

percié una base ortonormale di autovettori per A é:

o~ foan (£L0), (£.-L0))

La matrice del cambiamento di base sarda dunque:

0 Vv2/2 V2/2
MEI)=U=1| 0 v2/2 —v2/2
1 0 0

Percié possiamo scrivere la quadrica ) rispetto alla nuova base B’, con delle
nuove variabili, ad esempio y1, y2, y3:

U1 x1 T1 U1
vo | =0 | 2 | = | 2 |=U-| v | =
Y3 3 3 Y3

ry = \/592/24‘\/52!3/2
= { T2 =V2y2/2—V2y3/2 = Qy1,¥2,y3) =

I3 =1
2 2
V2 V2 V2 V2 1 1
= <2y2 + 7y3 + 7y2 - 7y3 +2 <2y§ - 2y§> +9y% —-4=0=

= Qy1,¥2,y3) =9y} +2y5 —4=0.

La quadrica @ é evidentemente un cilindro ellittico, di equazione:

() (&) -
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In questo caso, lo studio della quadrica é particolarmente semplice perché non
ci sono termini lineari, e perché per la riduzione a forma canonica non abbiamo
avuto bisogno di fare traslazioni. Il cilindro ellittico é una quadrica degenere
non a centro con un unico asse di simmetria, parallelo all’autovettore di A rel-
ativo all’autovalore nullo, e passante per lorigine O’ del sistema di riferimento
rispetto al quale abbiamo scritto la quadrica in forma canonica. Nel nostro
caso, O’ coincide con l'origine del sistema di riferimento iniziale O, in quanto
per passare dall’'uno all’altro abbiamo applicato solo una rotazione e nessuna
traslazione. Quindi ’asse di simmetria di ) ha equazioni parametriche:

Qilzt
Z‘Qz—t
.73320

Per quanto riguarda i piani di simmetria, sappiamo dalla teoria che nel ca-
so del cilindro ellittico (ed anche di quello iperbolico), ogni piano passante
per O ortogonale ad un qualsiasi autovettore di A ed ogni piano ortogonale
all’autovettore relativo all’autovalore nullo sono piani di simmetria per Q.

)

(8) Studiare la quadrica di A3(R) individuata dall’equazione:

Q(21, 2, 3) = ba? + 423 + 422 + 4dwoxs + 611 + 229 = 0.

(8) Le matrici A ed A* sono rispettivamente:

A* =

=N O
w O DO Ut
=N RO
O =N O
OO = W

det(A) =60 # 0; det(A*) = —128 # 0, per cui la quadrica @ é non-degenere e
centrale. Gli autovalori di A sono \;1 =5, Ay =2, A3 = 6. Percié A é definita
positiva, e poiché det(A*) < 0, possiamo gid concludere che la quadrica @ é un
ellissoide reale. Proseguendo comunque la nostra analisi, gli autospazi relativi
ai tre autovalori sono

Vs = L{(l,0,0)}, Vo = ]L{(Ov 1, *1)}; Ve = {(Oa 1, 1)}a

quindi una base ortonormale di autovettori per A é:

-fon (2-9). (:22)
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la matrice di cambiamento di base relativa sara:

1 0 0
U=|( 0 v2/2 V2/2
0 —V2/2 V2/2

e fissate le nuove coordinate y1, y2, ys3 rispetto alla base B, si avra:

X1 Y1 1=
o | =U-| y2 | = { 22=v2/2(y2+y3) ;
T3 Y3 T3 =V2/2(—y2 +y3)

sostituendo il tutto nell’espressione originale della quadrica, risultera modificata
anche la parte lineare:

Q(y1,y2,y3) = by} + 293 + 6y3 + 6y1 + V2y2 + V2ys.

Ora completiamo i quadrati variabile per variabile; poiché

3 2 9 \@ ? 1
5y2 4+ 6y; = 5 +2) — =, 292 +V2p =2 + 2= -
Y1 Y1 (Z/l 5) 25’ Yo \[2/2 <y2 4> 3’

2
V2 1
6y§+\/§y3:6<y3+12 oy

ponendo:
21 =Y + 3/5
o =1ys +V2/4
23 =1y3 +V2/12

I’equazione dell’ellissoide nelle nuove variabili z1, 22, z3 diventa:

449
900 ~ %

2 2 2

21 22 23 _

/2245 + /398 + /2694 B
150 60 180

Concludiamo lanalisi di @ individuando Porigine O’ del sistema di riferimento
in cui abbiamo traslato la quadrica, e a questo scopo moltiplichiamo a sinistra
la matrice di cambiamento di base per il vettore di traslazione:

Q(z1, 29, 23) = 52% + 225 + 62§ -

ossia:

o —3/5 73/5
Yor u-| V24 | =| -1/3
zor —/2/12 1/6
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ed evidenziando che gli assi di simmetria dell’ellissoide saranno le tre rette
passanti per O’ e parallele agli autovettori di A, cioé:

x=t—3/5 x=-3/5 x=-3/5
y=-1/3 , y=t—1/3 y=t—1/3
z2=1/6 z=—t+1/6 z2=t+1/6

Invece i piani di simmetria saranno tutti i piani passanti per O’ ed ortogonali
agli autovettori di A.

&

(9) Studiare la superficie quadrica di A%(R) di equazione:
Q(z1, T2, 3) = 42 + 23 + 223 + da129 + 221 — 223 + 8 = 0.

Esaminiamo innanzitutto le matrici A ed A*:

120 21 0 o
A=|2 10|, a =
0 0 2 00 2 -1
1 0 -1 8
Si vede immediatamente che det(A) = 0, ma det(4*) = —2 # 0, quindi Q

é una quadrica non-degenere e non centrale. Gli autovalori di A, facilmente
calcolabili, sono: A\ =2, Ay =5, A3 = 0. I rispettivi autospazi sono:

Vo = ]L{(O?Ov 1)}7 Vs = ]L{(27 170)}; Vo= ]L{(L -2, _0)}a

per cui una base ortonormale di autovettori per A é:

o fon, (25,50 (£.20))

La matrice di cambiamento di base e la sua trasposta sono rispettivamente:

0 2v5/5 +/5/5 0 0 1
U=|0 5/5 —2v5/5 |,U'=| 2V5/5 +5/5 0
1 0 0 V5/5  —2v5/5 0

Cambiamo le coordinate come al solito per scrivere la quadrica rispetto alla
base B':

x1 Y1 z1 =V5/5(2y2 + y3)
To =U- Y2 - Ty = \/5/5(1/2 —2y3)
T3 Y3 I3 =Y1

per cui la forma quadratica diventa:

45 2v/5

Q(y1,y2,y3) = 2yi + 5y5 — 2y1 + b2 + s +8=0.
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Completando poi i quadrati, si ha:

2v5 367
Q(21, 29, 23) = 223 + 522 + izg + 2= =0,
5 50
avendo posto:
z1=y1 —1/2
2 =y2—2V5/25
23 =Y3

Infine, applichiamo un’ulteriore traslazione per fare passare () per l'origine;
ponendo:

ty =21
to = 29

367v5
t3 = 23+ V5

si ha la forma canonica:

25
Q(t1, o, ts) = 262 + 52 + T‘[tg = 0.

@ é dunque un paraboloide ellittico, contenuto nel semispazio {t3 < 0}. Le
coordinate di O’, origine del sistema di riferimento canonico, sono date da:

zor 1/2 447/100
yor | =U- 2v/5/5 = | —347/50 |;
20 367+/5/100 1/2

l’unico asse di simmetria sars la retta passante per O’ e parallela all’autovettore
che genera Vj, cioé (1,—2,0), in equazioni parametriche:

x =t +447/100
y=—2t—347/50 , teR.
z=1/2

I due piani di simmetria per @ invece passeranno per O’ e saranno ortogonali
agli altri due autovettori, quindi avranno equazioni cartesiane rispettivamente:

1
z:§e2m+y—2:0.

Q
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11.2 Esercizi proposti

(1) Data la forma quadratica f : R? — R cosf definita:
f(x1,22) = 927 + 183129 — 1123,

trovarne la forma canonica.

(2) Data la forma quadratica f : R* — R cosf definita:
fla1, @0, 3, 24) = 4xf — 6r119 + 2x§ + 61’% + 102324 + 6@%,

dire se é definita positiva e ridurla a forma canonica.

(3) Dire per quali k € R la forma quadratica associata alla matrice
k42 0 1
Ay = 0 2k—-2 -1
1 -1 —k

é semidefinita positiva.

(4) Calcolare gli indici di positivitd, di negativitd e di nullitd della forma
bilineare simmetrica relativa alla matrice di M3(R):

6 1 0
A=1 2 -4 |,
0 -4 0

e scrivere la forma canonica della forma quadratica f corrispondente.

(5) Calcolare gli indici di positivitd, di negativitd e di nullitd della forma
bilineare su R* associata alla forma quadratica

2 2 2
f(3317332, $37$4) = —2x] — 2m179 — 205 — 21}
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e scriverne la forma canonica.

(6) Dire per quali a € R Papplicazione b : R? x R3 — R cos{ definita:

0 0 a T
b((z1, w2, 73), (21, 72,73)) = <(I1,$2,I3), 0 a—1 0 T2 >
a 0 0 T3

é una forma bilineare simmetrica semidefinita negativa su R3.

*

(7) Dire quale superficie quadrica in A3(R) é definita dall’equazione

Q(21, T2, 13) = 327 — 423 — Tw129 — 2123 + 1127 + 335 — 223 + 10 = 0.

(8) Studiare al variare di k& € R la superficie quadrica di A3(R):

Q(x1, w2, v3) = ka? + a5 + (k — 1)25 +2x1 + 1 =0.

(9) Studiare la quadrica di equazione:
Q(z1,z0,73) =22 — 22+ 821 + 622 +3=0
e trovarne eventuali piani di simmetria.

*

(10) Studiare la quadrica di A3(R) di equazione:

Q(z1, 0, x3) = 4:0% +x§ +x§ +4xix0 + 221 +1 =0.
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(11) Studiare la quadrica di A®(R) di equazione
Q(w1, w2, v3) = o7 + 423 + das—

743’]1.’[2 - 41‘1%3 + 8$2I3 - 12501 - 121‘2 + 61‘3 =0.
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Capitolo 12

Soluzioni degli esercizi
proposti

0. Preliminari

(1) f é iniettiva, ma non suriettiva, perché 'immagine é costituita solo dagli
interi dispari, e di conseguenza non é nemmeno biettiva.

(2) In Zy3, 1412=2+411=3+10=4+9=5+8=6+T=13=0;
2.7=13+1=1,3-9=2-1341=1,4-10=5-8=3-13+1=1; 6-11 =
5-134+41=1; 12-12=11-13+1=1.

1 d

,077

a 0 d al ac
A= 0 b 0 |=A41t=| 0 = o
00 ¢ by
o o0 -
C

(3% (T o) (ol o)
(5) 1-1=1; (=1)-(=1)=1; i-(—=i) = L.

1. Vettori liberi

115
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(1) Lato del triangolo: AB = 8.

(2) Volume del parallelepipedo = 15v/2.

(3) Segue immediatamente dalla relazione dell’esercizio 4.

(4) Segue facilmente dall’identitd di Jacobi e dalla relazione dell’esercizio 4.
(5)

| <v,w>|=|v|-|w| |cosf| =|cosbl|; [vAW|=]|v| |w]| |sinf|=|sind|;

cos’ 0 +sin’0 =1 V60 € [0,2n).

2. Spazi vettoriali
(1) Si, é una base.

(2) No, non é una base; un possibile completamento é

{(4,0,1), (-1,0,1), (0,1,0)}
(3) Non sono linearmente indipendenti; una base é {p1(z), p2(x), 1}.

)
(4) dim(W) = 3.
(5) L’insieme é una base V k € R\ {—1,0}.
)

(6) Equazioni parametriche di S:

Tr1 = 2t

T2 =3u

Tr3 = t ’

T4 = du
equazioni cartesiane di S:

I1721‘3:0
Breg —3x4 =0

(7) dim(W) = 2; equazioni parametriche di W:

1‘1=t
To = 3u

r3 =2t —2u ;
Ty =t+2u

.%‘520



117

equazioni cartesiane di W:

6331—21‘2—33?3:0
3x1 4+ 2x9 — 324 =0 .
I5:0

(8) dim(W) = 3; equazioni parametriche di W:

r1=t—u

Tog =V
r3=2t+3u
{E4:—t

(9) Vi 0 Wi = (0) VkeC\{_ll—g&,O}.

3. Applicazioni lineari e matrici

(1) ker(F) = L{(1,0,0)}, Im(F) = L{(,~3,0), (2,~2,~1)}.

ker(F) = 1L{(0,0,0,1,0)};
Im(F) :L{(laovovo)a (2,0,0,1), (0’1’0’3)’ (0’ _4’3’0)}'

(4) (a) Fy 6 ben definita V k € R \ {_2, ;} ;
(b) ker(Fg) = (0); Im(Fg5) =R,

(6) ker(F) = L{z}; Im(F)=L{z+1, 1}.

(7) ker(Go F) = {(0,0)}; Im(G o F)=1{(0,0,2,3), (0,0,—2,—1)}.

(8) (a) det(Ak)#OVkeR\{_5_\/ﬁ’—5+\/ﬁ};

6 6
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(b)

xr1 T T T3 2%
Flonanen) = (550 -2 - 2,20 gy,

(9) ker(G o F~1) = {(0,0)}; Im(G o F~') =L{(0,13,1), (0,~1,3)}.

4. Determinanti e sistemi lineari

(1) det(A) = 0.

(2) det(A) = —12.

(3) La matrice A é invertibile, e la sua inversa é:

/7 2/71 —1/21
Alz( 0 0 1/3 )
2/7 —=3/7 —2/21

21
(4) Per ky o = i@.

(5) k=0 = rk(A) = 1; k #0=> rk(A) = 2.
(6) det(A) = 22.

(7) det(A3B?) = 0.

(8)

T 2/7
I3 11/7

(9) Le soluzioni del sistema lineare sono oo’:

T t
I3 1-—2¢

(10) 11 sistema non é compatibile.
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1 1
(11) Se k = 0 oppure k = —~, ci sono oo! soluzioni, se k = 0, 0 k = 3 c’é

una sola soluzione. Per k = 0, si ha:

Z1
T2
zs3
T4 —t

, teR.

-+ O O

(12) L’unica soluzione del sistema é:

z1
T2
I3 =
T4
Ts

= o OO W

5. Autovalori ed autovettori

(1) My = =3, mu(—3) =2;
V_3 ={(1,—-1)}; F non é diagonalizzabile.

(2) o(F)
(

:{_57_ a4};
Vs = L{(1,0,—

1
2)}; Vo =1L{(1,0,2)}; Vi =1L{(46,45,52)}.

(3) o(F) ={—-4,1,3}
V—4 = ]L{(E)? 777070)}7 Vl = ]]"{(757 2a 7107 10)}7 ‘/3 = ]L{(lvov 07 O)}7
F non é diagonalizzabile.

4 .
(4) F é diagonalizzabile se k € C — {2 +2v/2i, 2 — 24/2i, + 301} .

13
(5) P(A) = (=A) - (A2 + 1); F non é diagonalizzabile.

(6) Per 6 =0, Ay =1, ma(1) = 2; per 8 =m, Ay = —1, my(—1) = 2; per
tutti gli altri valori di 6 € [0,27) non ci sono autovalori reali.

(7) (A—B)?2 = A2 - BA - AB+ B?> = A> - (BA+ AB) + B?> = A% +
B2- A W:A W, 82 W=/ W;
(A% + B Yyw=A(A w)+B? w= A wHp w=(\> + p)w.

(8) o(T) = (0), mqa(0) =4, my(0) =1, quindi 7" non é diagonalizzabile.
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(9) o(F oG) =(0), ma(0) =3, Vo =L{(-1,1,0), (-1,0,1)}, quindi Fo G

non é diagonalizzabile.
(10) La relazione richiesta, valida per qualsiasi a, b, ¢ reali, é a = +(bc — 1).
(11) a=—2, b=0; o(A) = {—1,1}.

(12) La relazione di inclusione vale V a € R\ {—1}.

6. Prodotti scalari
(1) L’ortogonalita vale per k = —1.

(2) 0.
3
(3) Per a = —3

(4) (ker(F))* ha equazioni parametriche e cartesiane rispettivamente:

J?lzt

xr9 = —t {ﬂ?l—Fl‘g:O
€ 5

T3 =1u x4 =0

1’4:0

(Im(F))* ha equazioni parametriche e cartesiane rispettivamente:

$1:t 1'2:0
1’2:0 (§] T2 =0
1’3:0 3

(5) Per nessun k € [2, +00).
(6) (—1,4,-1).

(7)
Im(F) N (ker(F))*" = L{(1,0,0,0), (0,0,0,1)}.

B) < (A+AHY(vAW), v>=<vAw, (A+A)v>=A<vAw,v>=0.

(9) Le equazioni parametriche e cartesiane del sottospazio sono rispettiva-
mente:

T =3t o1t 15 =0

1'1:4t 6{31.1_41.2:0
$3:—4t



(10) 11 prodotto scalare é degenere per k = +1.

(11)

(V2 V2 (V2 Ve
B = {(27_27())7 (23270>7 (0,0,1)}

7. Operatori lineari

-, (1 22), (12.2))

(2) L’operatore é simmetrico solo per k = —2.

6 s )\ T2 ERER

@)B:{(\/EJE Jé)(f\f)(ﬁﬁ\/ﬁ

[\

7 FRER
V2 3 Vi Vo
OO My

(5) A=A AA' = A2 =1 = A2 -] =0 = Im(4?% -
ker(A2 — I) = Vp(A2 —T) = V.

(4) B = {(f g,0,0 ,(ﬁ \@0,0),

8. Spazi affini

W {x1=2t+1

2y = —6t+2 ; 31+ 22 —5=0.

=3t +u—1
xo = 2t — 2u ; x1—xo—a3+1=0.

x3=t+ 3u

121
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(3) Per kl)g =12

(4) S ha equazioni parametriche e cartesiane rispettivamente:

r1=2t—1 o1 — 23 +3 =0
22 =0 ; T2 =10
r3=t+1 27

1‘4:3
1‘4:3

(5) Il traslato Ty (S) ha equazioni parametriche e cartesiana rispettivamente:

p=t+3
xh =2 ;oah = 2.
h=u+1

(6) S+ ha equazioni parametriche e cartesiane rispettivamente:

T =4 T =4
T3 — 5 3
(7) E’ un sottospazio vettoriale solo per k = —7.

(8) Per k = —1.

(9) Ty (W) ha equazioni parametriche e cartesiane:

8
I
|
—_

/

1 r_

xh=t+5 1= !
=1

73 =1 ’ x’3—4

=4 4=

(10) Hy é un sottospazio vettoriale solo per ¢ = 0, dim(Hy) = 2, ed una

base per Hj é:
1 0 0 0
0 0 )’ 10 '

(11) a) Per p = ¢ = 0, H, 4, é un sottospazio vettoriale; per p # 0, ¢ = 0, si
considera L(A,) = R3, e quindi H = {f € End(R?) | f(L(4,)) C Bo};

b) dim(Hp,0) = 5, una base per Hy g é:

1
0
0

o O O
o O O

0
1
0

o O O
o OO
_ o O
o O O
o O O
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000 00 0
00o0],[lo0o00
010 00 1

(12) dim(H) = 5, ed una base per H é:

10 01 0 0 0 0 0 0
ool,loo},[1o],l0o1],l00
0 0 0 0 0 0 0 0 10

(13) a) Solo con p = 0 possiamo considerare lo spazio

Ho = {f € End(R® | f(A) C B};

) dim(Hp) = 8, e la generica matrice di M3z(R) che genera il sottospazio
H() é:

, con a,bc de f,g,heR.

Q Q. e

b
e
h

S O

(14) a) Solo per p =0, ¢ = 0, I'insieme H, , é un sottospazio vettoriale di
End(R3);

b) dim(Hp,0) = 3, ed una base per Hy o é:

10 0 00 0 000
0o0o0]|,l1o0o0],[000
00 0 00 0 100

9. Geometria in A%(R)

(1) 7 ha equazioni parametriche e cartesiana rispettivamente:

r=t+2
y =2t e2r —y—4=0.
z=5u—1

(2) r ha equazioni parametriche e cartesiane rispettivamente:

— At +1
Z:t_1+ y+dz+3=0
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T
g=".

(3)0="

(4) La distanza é v/11.

(5) L’ortogonalita vale solo per k = 1.

(6) r ed s sono sghembe.

(7) r ed s sono sghembe V k € R.

90w (2).

(9) 7 ha equazioni parametriche e cartesiana rispettivamente

r=3t+2u+2
y=t—-1 e2r —6y+2—13=0.
z=—4u+3

(10)k=2= rCm k#2= r| .

(11) r ha equazioni parametriche e cartesiane rispettivamente:

y=t y—z2=0

z=—t

(12) 7 ha equazione cartesiana z + 5 = 0.
10. Rotazioni in A3(R)

(1) La superficie é un iperboloide ad una falda, e le equazioni parametriche
del suo asse di rotazione sono:

r=4
y=2 ,teR
z=t,

(2) Per k > 0, é degenere ed é costituita dal solo punto (0, —1,0); per k = 0,
é ancora degenere ed é la retta di equazioni cartesiane x = 0, y = —1; per
k < 0, é un cono.
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(3) E’ un iperboloide rotondo ad una falda di equazione cartesiana

1‘2

4

212

4

+ =1.

=[S,

(4) E’ un ellissoide rotondo di equazione cartesiana

3]
[v)

x
4

2
¥z
LT

+ 9 * 9

(5) Un’iperbole.

(6) Una traslazione possibile é data da

Ty(z,y,2) = (¢',y,2) = (z,y + 1, 2).
S é un paraboloide rotondo (o ellittico).
(7) Una traslazione possibile é Ty (z,y, z) = (¢/,y/,2') = (x — 5,y + 3, 2).
(8) Per k15 = £v2 P = (1,1,0); d(P,Q) = V2.
(9) Se k = £2, é una parabola; se k € (—o0, —2) U (2, +00), é un’ellisse; se

k € (—2,2), é un’iperbole.

11. Forme quadratiche e superfici
(1) f@1,22) = y? — 43
(2) f non é definita positiva; la sua forma canonica é y? + y3 + y3 — 3.

(3) Per nessun k € R.

(4) L’indice di positivitd é 2, I'indice di negativitd é 1, I'indice di nullitd é
0; la forma canonica é y2 + y2 — y3.

(5) L’indice di positivitd é 1, indice di negativita é 2, I'indice di nullitd é
1, quindi la forma canonica é f(z1, e, x3,74) = Y5 — y3 — y3.

(6) b é semidefinita negativa solo per a = 0.
(7) E’ una coppia di piani incidenti:

3x1 +4x9 —x23+5=0 ¢ 1 —22+2=0.
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(8) Per k = 0, é un paraboloide a sella; per k = 1, é la retta di equazioni
cartesiane x1 = 0, xo = 0 (asse x3); per k # 1, é una quadrica non-degenere e
centrale (per k > 1 é un ellissoide immaginario, per k € (0,1) é un iperboloide
ad una falda; per k < 0 é un iperboloide a due falde).

(9) @ é un cilindro iperbolico; i piani di simmetria sono tutti i piani del tipo
z=k, k€R, ed anche i pianizx =4 ey = —3.

(10) E’ un paraboloide ellittico.

(11) E’ un cilindro parabolico.

OO &b
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Capitolo 13

Temi d’esame svolti e risolti

13.1 Prova scritta dell’1/4/2004
(1) Data I’applicazione lineare F' : R® — R3 tale che:
ker(F) =W := {(z1, 72, 23) € R® | 2y — 225 =0},  F(0,2,2) = (1,2,0),

(a) dire se F' é ben definita;
(b) scrivere la matrice ME(F), dove E é la base canonica di R3;

(¢) trovare autovalori ed autovettori di F' e stabilire se é diagonalizzabile.
*
(2) (a) Trovare I’equazione cartesiana del piano 7 di A3(R) passante per i punti
A=(1,1,1), B=(2,0,-3), C=(0,-1,5);

(b) trovare le equazioni parametriche della retta r ortogonale al piano 7 e
passante per il punto D = (1,3, —-2) € A%(R);

(c) dire per quali k € R il piano " di equazione cartesiana
2kx+(k—2)y+2—7=0

é parallelo a .
*

(3) (a) Provare che se A € M3(R) ha autovalori A1 e Ag, vale 'uguaglianza:
det(A) = Ay - Ag.
(b) Provare che se B € M3(R) é una matrice congruente ad A, si ha che

det(B) = k- det(A), con k> 0.

129
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*

(4) Data la famiglia di applicazioni lineari F, : R* — R3 tale che:
Fo(z1, 22,23, 24) = (az1 — 22, (a — D)z, 21 + 2(a — 1)z3),

(a) dire per quali a € R ker(F,) rappresenta un piano;

(b) fissato a = 2, e detta Ay = ME (Fy) rispetto alle basi canoniche di R*
e R3, trovare la matrice A, - AL e il sottospazio vettoriale (ker(As - AT))*:.

*
(5) (a) Dato il fascio di coniche del piano di equazione cartesiana
Fy(z,y) = ka® — 2kay + (k — 1)y* + 22 + 5y —k —2 =0,

discutere il tipo di coniche al variare di k € R;

(b) fissato k = 1, ridurre alla sua forma canonica la conica di equazione
Fl (.’I), y) =0.

* % %
Soluzione del primo esercizio
(a) Poiché ker(F) = W é il piano di equazione cartesiana x1 — 225 = 0, ne

ricaviamo una base passando alle equazioni parametriche: fissiamo z3 = t ed
un’altra coordinata, ad esempio x2, uguale ad u:

1 =2u T 0 2
r1—229=0 = a9 =10 = Ta =1 0 |t+| 1 |u, t,LueR.
T3 =t I3 1 0

Quindi ker(F) =1L{(0,0,1),(2,1,0)}.

Affinché F sia ben definita, i due vettori generatori di W e (0,2, 2) dovran-
no essere linearmente indipendenti. Mettendoli in una matrice come righe,
notiamo che:

0
det [ 2 =440,
0

N = O
N O =

quindi F' é un endomorfismo ben definito.

(b) Per scrivere ME(F), dobbiamo trovare le immagini dei tre vettori della
base canonica di R® partendo dalle informazioni su F' che abbiamo fin dall’inizio,
vale a dire le tre immagini date, sfruttando la linearita di F'. Notiamo che si
pué anche operare con la formula di cambiamento di basi per le matrici (vedi
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Esercizio n. 2 a pag. 20 nel Capitolo 3), ma in questo capitolo opteremo per il
metodo piu rapido. Siccome

26 =1 a=1/2
(1,0,0) = «(0,0,1)+3(2,1,0)+7(0,2,2) = < B+2y=0 =< B=1/2
a+2y=0 v=-1/4

per cui
1

1 1
(17030) = 5(0,0,1) + 5(2’ 170) - Z(Oa2a2) =

1 1 1 1 1
= F(1 =_F 1)+ =F(2,1,0) — = F(0,2,2) = | —=,—= .
(1,0,0) = 5F(0.0,1) + JF(2,1,0) ~ 1F(0.2,2) ( 3 2,0)
Invece, si nota subito che

1
(0,1,0) = (2,1,0)—2(1,0,0) = F(0,1,0) = F(2,1,0)—2F(1,0,0) = (2,1,0).

Infine, sappiamo fin da principio che F(0,0,1) = (0,0,0); mettendo in colonna
le tre immagini ottenute, ricaviamo la matrice richiesta:

11
2 20
2
My = —110
2
0 0 0

(c) Detta A = ME(F), calcoliamo gli autovalori di F, vale a dire gli zeri
del polinomio caratteristico di A:

1 1
pa(A) =det(A — A3) = det _% 1—x 0 =
0 0 —A

3 3 3
= (— 2 — = = 2 - — = = = —
=(=X) [)\ 4)\} A (4 )\) 0 = M =0, X 1

L’autospazio relativo all’autovalore Ay = 0 é il nucleo di F, che é gia noto dai
dati iniziali:
VO(F) =W= H“{(Oﬂ 07 1)7 (25 170)}

L’autospazio relativo a Ay = 1 é invece lo spazio delle soluzioni del sistema

lineare:
o 0 —T1 + 51‘2 =0
3 1 1
A—ijg X9 = 0 - —711314-1562:0 —
T3 0 %
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I =t
xg =2t = V3,u(F)=L{(1,2,0)}.
I3 =0

L’applicazione F' é diagonalizzabile perché mg,(A1) = mgy(A1) = 2, mqe(X2) =
mg()\g) =1.
Q@

Soluzione del secondo esercizio

(a) L’equazione cartesiana del piano richiesto si trova ricavando prima due
vettori della sua giacitura, ad esempio:

vi=B-—A=(1,-1,-4), va=C—A=(—1,-2,4),

e successivamente imponendo il passaggio per uno dei punti, ad esempio A,
annullando il seguente determinante:

$1—1 $2—1 3}3—1
det 1 —1 —4 =0 = 4z1+x23—-5=0.
-1 -2 4

In alternativa, potevamo anche imporre il passaggio per un altro punto, ad
esempio C:

r1 T2+1 x3-5
det 1 -1 —4 =0 = 4x1+2x23—5=0.
-1 -2 4

(b) Le rette ortogonali a m hanno tutte vettore di direzione v = (4,0, 1),
quindi la retta r richiesta ha equazioni parametriche:

x1 4 1 Ty =4t+1
X2 = 0 t+ 3 - T9 =3 , teR,
T3 1 -2 3 =1—2

e di conseguenza due possibili equazioni cartesiane di r sono:

.%‘1—4])3—9:0
JJ2:3

(c) Affinché il piano 7’ sia parallelo a , i coefficienti delle variabili devono
essere ordinatamente uguali, cioé:
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che corrisponde al piano 7’ : 4y +x3 — 7 = 0.

¢

Soluzione del terzo esercizio

(a) Gli autovalori A\; e A2 della matrice

a b
A= ( ¢ d ) € M>(R)
sono le soluzioni dell’equazione caratteristica:

pA()\)zdet< a;)\ df)\ ) =N —-(a+dA+ad—bc=0 =

a+d+/(a+d)?—4dad+4bc a+d=+/(a— d)?+ dbc
2 )

— )\172 = 2 =

quindi

A Ag = (‘“Ld_\/m) <a+d_\/m>
2 2

2 (0 2 _
:(a+d) (Z 9) 4bczad—bc=det(A).

(b) La prova di questa proprietd segue direttamente dal teorema di Binet;
infatti, se A e B sono matrici congrueni, esiste una matrice nonsingolare di
cambiamento di base M tale che B = MTAM, e calcolandone il determinante,
si avra:

det(B) = det(MTAM) = det(M™) - det(A) - det(M) = det(A)(det(M))?,

grazie alle proprietd del determinante e alla formula di Binet. Poiché det(M) #
0, si pu6 chiamare (det(M))? = k > 0, da cui 'uguaglianza é provata:

det(B) = kdet(A).

&

Soluzione del quarto esercizio

(a) ker(Fy) é un piano se ha dimensione 2, cioé se é espresso da due equazioni
cartesiane in R%:

ary —x9 =10
x =
(a—1)z3=0 :>{ !
To =
x1+2(a—1Dx3=0
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sono due equazioni cartesiane valide per ogni a reale. Affinché restino solo
queste due equazioni, I’equazione contenente solo x3 deve risultare indetermi-
nata, cosa che accade solo per ¢ = 1. Quindi ker(Fy) é il piano di equazioni
cartesiane e parametriche rispettivamente:

:1:120
1 =0 T2 =0
! - 2 , tyu € R,
.%‘220 {E3:t

Ty = U

e di conseguenza

ker(Fy) = L{(0,0,1,0),(0,0,0,1)}.

Per a # 1 invece ker(F,) é una retta di equazioni cartesiane e parametriche
rispettivamente:

1’120
I 0 0
To =
T2 =0 ; g 7tER7
1‘3:0
1‘3:0
$4:t

ossia ker(F,) = L{(0,0,0,1)} per a # 1.

(b) Consideriamo ora l’applicazione lineare
F2($U1,l'27.'1}3,$4) - (23’:1 — X2,T3,T1 + 23’,‘3)7

la cui matrice rispetto alle basi canoniche é:

2 -1 0 O
A,=1 0 0 1 0 |;
1 0 20
la matrice richiesta sara:
2 -1 0 0 31 8 (1) 5 0 2
Ay-AT=10 0 10 0 1 92 |=1012
1 0 20 0 0 0 2 2 5

Possiamo facilmente notare che siccome det(A3AT) = 1 # 0, ker(A4247) = (0),
di conseguenza (ker(A2A7))+ = R3.

)

Soluzione del quinto esercizio

(a) Studiamo il fascio di coniche di equazione parametrica:

Fi(z,y) = ka® — 2kxy + (k — 1)y* + 22+ 5y —k —2 =0.
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Come sappiamo, possiamo esplicitare la matrice A associata alla conica:

X
Fry(z,y) =0 = (zy DAx | y | =0,
1
con
ko —k 1
5
1 S g
2

Ne calcoliamo il determinante per trovare per quali valori di k£ la conica asso-
ciata é degenere:

41 £ /1617

41
det(Ak):kQ—ZkH:m:»ku: <

41 — /1617 41 + /1617
8 ’ 8 '
Studiamo invece il segno del minore 2 x 2 nord-ovest per discutere al variare
di k la natura della conica:

k —k
det( —k kl):—k’.

Se —k =0, ossia k = 0, la conica rappresentata é una parabola.

— /1617

41
Se —k > 0, ossia se k € (—00,0) e k # — la conica rappresentata

41 + /1617
8

Quindi la conica é nondegenere per k € R\

é un’ellisse.
Infine, se —k < 0, ossia se k € (0,400),e k #
rappresentata é un’iperbole.

, la conica

(b) Studiamo la conica Fj(z,y) = 0 e riduciamola alla sua forma canonica:
z? = 2zy + 2z + 5y — 3 =0.

Inizialmente, operiamo una trasformazione che ci consenta di eliminare il ter-
mine misto, vale a dire quello che contiene il prodotto xy: completando il
quadrato, si ha:

22 =20y 4+ 2245y —3=(r—y)? —y*+2x+5y—3=0,

per cui effettuiamo un primo cambio di variabili:

[ —
{z/—x Y — 2% —y? 42 +5y —3=0.
y =y
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Successivamente, effettuiamo delle altre trasformazioni che facciano scomparire
anche i termini in cui la z e la y compaiono al primo grado:

5\° 25
x’zy’2+2x/+5y/3(x'+1)21(y/2) +Zf3:0,

quindi la successiva trasformazione é data da:

x//:x/+1 1"\ 2 11\2 9
s, 5 = @)-W)r+,=0.
y'=v -3 4

Possiamo anche dividere tutto per il termine noto, ottenendo 1’equazione:

4(x//)2 4(y//)2
== 2 41=0
9 9 ’

da cui I'ultima trasformazione ci porta alla forma canonica dell’iperbole:

2 = 22"
25,// — (x///)2 _ (y///)2 +1=0.
y/// _
3

A X )

13.2 Prova scritta del 30/6/2005

(1) Data I'applicazione lineare F' : R* — R* tale che:
F(1,1,0,0) = (0,0,0,0),  F(1,2,0,0) = (0,0, —1,0),

F(Ov Oa _17 1) = (Oa Oa 27 _2)a F(Oa 07 07 1) = (Oa Oa 07 _l)a
(a) dire se F' é ben definita;

(b) scrivere la matrice ME(F), dove E é la base canonica di R?, e trovare
le equazioni parametriche e cartesiane del sottospazio ker(F);

(c) trovare autovalori ed autovettori di F e specificare se é diagonalizzabile.
*

(2) (a) Trovare le equazioni parametriche e cartesiane della retta r dello spazio
A3(R) passante per i punti A = (1,0,2) e B = (—1,4,0);

(b) trovare ’equazione cartesiana del piano 7 contenente la retta r e pas-
sante per il punto C' = (0,0, —3);

(¢) determinare le equazioni parametriche e cartesiane della retta s ortogo-
nale a 7 e passante per C. Analizzare quali sono le posizioni reciproche delle
rette r ed s.
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(3) Date le applicazioni lineari F': R® — R* e G : R* — R3 tali che:
F(x1,22,73) = (21,21 — 22,72 + 73,271),

G(y1,y2,Y3,91) = (2y1 — ¥4, 0,92 + y3),

(a) trovare le matrici ME(Go F) e ME(F oG) canonicamente associate alle
applicazioni composte;

(b) trovare delle basi per i sottospazi Im(F o G), ker(F o G), (ker(F o G))*;

(c) detta A = ME(G o F), calcolare la matrice inversa di A + 313, dove I3
¢é la matrice identitd di ordine 3.
*

(4) Se A, B € M, (R), e v é un autovettore di A + I,, relativo all’autovalore A,
ed inoltre v é un autovettore di B + I, relativo all’autovalore 2\, dimostrare
che v é anche un autovettore di (A — B)? relativo all’autovalore \2.

*
(5) (a) Dato il fascio di coniche del piano di equazione cartesiana:
Fi(z,y) = 4a* — 2kxy — y* + 4ky — 3 =0,

discutere al variare di k € R il tipo di coniche ;

(b) fissato k = 1, trovare la forma canonica della conica Fj(z,y) = 0.
* %k 3k

Soluzione del primo esercizio

(a) L’applicazione F' sard ben definita se i quattro vettori di R* dati risul-
teranno linearmente indipendenti. Verifichiamo quindi la non nullitd del deter-
minante della matrice quadrata di ordine 4 ottenuta inserendo tali vettori nelle
righe:

11 0 0
12 0 0

det | v o —1 1 |7
00 0 1

(sviluppando con la regola di Laplace il determinante lungo la quarta riga)

0
0 | =-1+#0,
-1

=0+0+0+ (=" 1-det

[
SN =

percio la F' é un’applicazione lineare ben definita.

(b) Al fine di scrivere la matrice canonicamente associata A = ME(F),
dobbiamo ricavare le quattro immagini dei vettori della base canonica di R?,
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a partire dalle informazioni possedute. Gid conosciamo l'immagine del quarto
vettore:
F(0,0,0,1) = (0,0,0,—1),

che corrispondera alla quarta colonna della matrice A. Troviamo facilmente
anche I'immagine del terzo vettore della base canonica, sfruttando la linearita
sulla seguente identita:

(0,0,1,0) = (0,0,0,1) — (0,0, -1,1) =
= F(0,0,1,0) = F(0,0,0,1) — F(0,0,—1,1) = (0,0,—2,1).
Tramite le prime due informazioni ricaviamo invece le due immagini mancanti:
(0,1,0,0) = (1,2,0,0) — (1,1,0,0) =
= F(0,1,0,0) = F(1,2,0,0) — F(1,1,0,0) = (0,0, —1,0).
F(1,0,0,0) = F(1,1,0,0)— F(0,1,0,0) = (0,0,0,0) — (0,0, —1,0) = (0,0, 1,0).

In definitiva, la matrice canonicamente associata ad F' risulta essere:

00 0 0
00 0 0
MEE) =1 5 25 o
0 0 1 -1

Possiamo caratterizzare il sottospazio vettoriale ker(F') studiando il sistema
lineare omogeneo associato:

0 0 0 O T 0 0=0

0 0 0 0 w2 | _[0|_ )o=0

1 -1 -2 O T3 O I 7352721’3:0
0 0 1 -1 T4 0

x3—x4 =0

e di conseguenza per le equazioni parametriche dobbiamo fissare due parametri,
ad esempio:

x1 =t+2u

xo =1

2 , t,u € R,
T3 = U

g =U

per cui ker(F) = L{(1,1,0,0),(2,0,1,1)}.

(c) Cerchiamo gli autovalori di F, vale a dire gli autovalori di ME(F),
risolvendo ’equazione caratteristica di quarto grado:

det(ME(F) — M) =0 = M (=2—\)(~1-)) =0,
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le cui radici sono Ay =0, Ay = —2, A3 = —1. Si trova facilmente che:
Vo(F) = ker(F) =1{(1,1,0,0),(2,0,1,1)},
V_o(F) =14(0,0,1,—-1)},
Voi(F) = L{(0,0,0,1)},

e siccome dim(Vy, (F)) = mq(};) per j = 1,2, 3, possiamo concludere che F' é
diagonalizzabile.

Q

Soluzione del secondo esercizio

(a) La retta nello spazio tridimensionale passante per i punti A e B ha come
vettore direzionale

14—B> =B-A= (717470) - (170a2) = (7274a72)7

percié possiamo scrivere le equazioni parametriche e cartesiane come segue:

T -2 1 r=-2t+1
y | = 4 Jt+| 0 | = y=4t , tueR;
z —2 2 2= —2t+42

ricavando t dalla seconda equazione e sostituendo, otteniamo:

20 +y—2=0
y+22—-4=0

(b) Il piano 7 contenente r e passante per C = (0,0, —3) avrd giacitura
—_— —
generata dai vettori AB e AC =C — A=(0,0,-3)—(1,0,2) = (—1,0,-5):
x—0 y—0 z-—(-3)
det -1 0 -5 =0=d5x+2y—2-3=0.
-2 4 -2

(¢) La retta s ortogonale a 7 e passante per C' ha equazioni parametriche:

T 5 0 xr =5t
y | = 2 |t+ 0 = <y=2t ,tueR
z -1 -3 z=—-1t—-3

e cartesiane:

2z -5y =0
y+22+6=0
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Le posizioni reciproche tra r ed s si analizzano studiando il sistema di 4
equazioni lineari originato dalle equazioni cartesiane delle due rette:

20 4+y—2=0
y+22—-4=0
2¢ — b5y =0

Yy+22+6=0

Si nota immediatamente che la seconda e la quarta equazione rendono il sistema
incompatibile; confrontandole, infatti, si ha:

Yy+2—Ad=y+2:+6 = —4=6,

quindi evidentemente » N's = (). Le due rette potrebbero essere parallele op-
pure sghembe, e la differenza si basa sulla differenza tra il rango della matrice
completa e quello della matrice completa del sistema. Poiché

2 1 0
0O 1 2
2 50 [T

0o 1 2

2 1 0 2

0 1 2 4

"2 50 0 |Th
0O 1 2 -6
r ed s sono rette sghembe.
¢

Soluzione del terzo esercizio

(a) Sappiamo che le matrici delle applicazioni composte si ottengono molti-
plicando le matrici delle applicazioni; chiamando F tutte le basi canoniche si
ha:

ME(GoF)=ME(G) - ME(F), e ME(FoG) = ME(F)- ME(G).

Nel nostro caso, le matrici sono:

1 0 0
1 -1 0
2 0 0
100 -1
MEG =100 0 0 |,
011 0
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da cui i prodotti risultano:

-1 0 0
MEGoF)=[ 0 0 0 |,
1 01
1 00 —1
100 -1
ME(Fo@) = 011 0
2 0 0 —2

(b) Per individuare una base del sottospazio vettoriale immagine dell’ap-
plicazione F' o GG, prendiamo le colonne della matrice canonicamente associata
ME(F o G) scartando per6 i vettori linearmente dipendenti oppure uguali; in
questo caso, scartiamo la terza colonna perché é uguale alla seconda e la quarta
colonna, che é linearmente dipendente dalla prima, essendo uguale alla prima
moltiplicata per lo scalare -1:

Im(F o G) = L{(1,1,0,2), (0,0,1,0)}.

11 sottospazio vettoriale ker(F oG) si ricava invece dal sistema lineare omogeneo:

71 0 T =1
T =T To = —U
ME(FoG)| ™ |=| V| ={ T ™ , tucR,
T3 0 To = —I3 T3 =1U
Z4 0 $4:t

dunque ker(F o G) = L{(1,0,0,1),(0,1,—1,0)}. Dalle righe della matrice
canonicamente associata si ottiene facilmente una base del sottospazio ortogo-
nale al nucleo: (ker(F o G))* =1L{(0,1,1,0),(1,0,0,—1)}.

(c)
~1 0 0 300 2.0 0
A+3L;=| 0 0 0 |+[ 03 0]=[030
1 01 30 3 40 4

Tale matrice é nonsingolare perché det(A + 3I3) = 24 # 0. Ne cerchiamo
I’inversa con il metodo descritto nel secondo esercizio del Capitolo 4 di questo
libro:

200 | 100
0301] 010
404 ] 00 1
100 | 1/2 00
(1/2)-Ryy| 0 3 0 | 0 1 0
404 1] 0 01
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100 12 0 0
(1/3)-Ray [ 0 1 0 | 0 1/3 0
404 1] 0 0 1
100 1/2 0 0
(1/4)-Rgy [ 0 1 0| 0 1/3 0
101 0 0 1/4

Per completare la procedura, mettiamo nella terza riga la differenza tra la terza
e la prima riga:

10 0 | 1/2 0 0
R —Roy| 0 1 0 | 0 1/3 0
001 ] -1/2 0 1/4
Possiamo concludere che:
1/2 0 0
(A—f—?;[;),)_1 = 0 1/3 0 ,
-1/2 0 1/4

come si verifica facilmente svolgendo il prodotto:

1 00
(A+30)-(A+3L)" = 0 1 0
00 1

&

Soluzione del quarto esercizio
Dalle ipotesi, si hanno le due relazioni:
(A+L)v=2xv, (B+1I,)v=2\w,
da cui, per sottrazione:
(A+1,)v—(B4+1I,)v=(A—B)v=XAv—2\v=—)\v.
(A= B)v = (A= B)((A— BJv) = (A - B)(-\v) =

=-ANA-B)v=(-\-(-\v=Xv = M cao((A-B)?).

Soluzione del quinto esercizio
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(a) La matrice associata alla conica Fy(z,y) =0 é:

4 -k 0
Ay =1\ -k -1 2k
0 2t -3

La conica é degenere quando il determinante della sua matrice simmetrica
associata si annulla, cioé:

det(A) =0 <= 12— 13k* =0,

/3
quindi per k12 = £2 3 la conica rappresentata é degenere. Poiché invece

det( o :’f>:—4—k2<OVkeR,

3
la conica é un’iperbole per ogni k € R\ {i? 13}
(b) Per k = 1, 'equazione delliperbole (come abbiamo scoperto al punto
precedente) da riportare a forma canonica é:

4a? — 22y —y* +4y —3=0.

Operiamo come al solito, iniziando dal completamento del quadrato che pre-
senta il termine misto:
2 52
4z~ 2xy — 2 Ay — 3 = (m-%) —%—&—4]/—3:0,

quindi con la sostituzione:

Y

=22 5(y')? 5 8\> 16
2 N2 _ 41_3: n2__ < /I Z -3 =
{y,y = (&) ==y @) =3\ —5) += ;

a cui segue il secondo cambio di variabile:

xl/ — x/

1
y' = \/5 (y/ 8) = (x//)2 - (y”)2 + 5 =0,

2

)
e moltiplicando per 5 entrambi i membri dell’equazione:
5(17//)2 _ 5(y//)2 4 1 — O;

resta 1'ultima sostituzione per pervenire alla forma canonica dell’iperbole:

.IIW — \/513"
{y/” _ \/gy// E (.’1?/”)2 _ (y///)2 4 1=0.
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Ricordiamo che le forme canoniche possibili per un’iperbole sono due:
X?-Y?4+1=0eX?-Y?-1=0.

OO &b

13.3 Prova scritta del 12/7/2005*
(1) Data l'applicazione F : R* — R? tale che
F(3,1,0) = (1,0,0), F(0,2,0)= (4,2,-2), F(0,1,3)=(0,-1,6),

(a) dire se F' é un’applicazione lineare ben definita;

(b) scrivere la matrice A = ME(F), dove E é la base canonica di R?, e se
esiste, la sua inversa A~!;

(c) detto B il sottospazio vettoriale delle matrici 3 x 3 della forma:

, a,b,c eR,

T O O
o Q@ O
o O O

trovare una base del sottospazio vettoriale C definito come segue:
C={CeMs;R)|C=A-B, con B e B}.
*
(2) (a) Scrivere 'equazione cartesiana del piano 7 di A3(IR) passante per i punti:
A=(1,0,4); B=(1,1,1); C=(-1,5,2);

(b) scrivere 'equazione cartesiana del piano 7’ ortogonale a 7 e contenente
la retta r passante per i punti B e P = (2,0,1);

(c) trovare le equazioni cartesiane e parametriche della retta s ortogonale
al piano 7 e passante per il punto @ = (3,3, —3).

*
(3) Data I'applicazione lineare F' : R® — R3 cosf definita:
F(Il,CCQ,l‘g) = (2I1 — T2 + T3, T —|— 2.I2 — I3, 3561 —|— $2),

(a) trovare delle basi per i sottospazi vettoriali ker(F) e (ker(F))*;

(b) detta A = ME(F) la matrice canonicamente associata ad F, calcolare
A? — 3A;

(c) trovare autovalori ed autovettori di A e dire se é diagonalizzabile.

*
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(4) Date le matrici quadrate A, B € M, (R), entrambe di rango massimo, di-
mostrare che se ker(A + B) # {0} e se ker(A — B) # {0}, allora sia 1 che -1
sono autovalori della matrice B~!A.

ES

(5) (a) Discutere al variare di k& € R il fascio di coniche del piano di equazione
cartesiana:
Fi(z,y) = —22% + 2kay — 8y* — 2ky + 1 = 0;

(b) fissato k = 4, trovare la forma canonica della conica Fy(z,y) = 0.

% %k X%

*. Per non dimenticare il giorno pid terribile del Dipartimento di Matematica.
R.I.P. Riccardo Venier

* ok ok

Soluzione del primo esercizio

(a) Affinché lapplicazione F sia ben definita, i 3 vettori di partenza de-
vono essere linearmente indipendenti, per cui calcoliamo il determinante della
matrice 3 x 3 ottenuta mettendoli in riga:

310
det{ 0 2 0 | =180,
01 3

quindi F' é un’applicazione lineare ben definita.

(b) Cerchiamo le immagini F'(1,0,0), F(0,1,0), F(0,0,1) per ricavare la
matrice A canonicamente associata ad F, partendo dalla relazione pitd imme-
diata:

F(0,2,0) = F(2-(0,1,0)) =2F(0,1,0) =

1
= F(0,1,0)= 5 F(0,2,0) = 5(4.2,-2) = (2,1,-1).

2
Successivamente, avendo gid a disposizione F'(3,1,0), poiché
(3,1,0) — (0,1,0)
3 )
F(3,1,0) — F(0,1,0)  (1,0,0) — (2,1, -1 1 11
F(1,0,0) = 3. ) ( ):( )~ { ): Yt R
3 3 37 33
1

(3,1,0) = 3(1,0,0) + (0,1,0) = (1,0,0) =

Resta da trovare F'(0,0, 1), e possiamo ragionare in modo analogo, conoscendo
il dato iniziale F'(0,1,3):

1,3) - (0,1 F(0,1,3) — F(0,1
0.0,1) = & ’3)3(0’ 0 Fo,0,1) = £2 73)3 0,1,0)
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_ (.2 27
\ 3 33)°

Quindi la matrice canonicamente associata sard:

-1/3 2 -2/3
ME(Fy=A=| -1/3 1 -2/3
/3 -1 7/3

A é invertibile se e solo se il suo determinante é non nullo:
T2 4 2 2 7 2

th: 777777 — —_ _—= —— O.
A =-5-5 9tgtaTs =957

Cerchiamo 'inversa A~! col ben noto metodo di riduzione per righe:

-1/3 2 -2/3 | 1 0 0
~1/3 1 -2/3 | 0 1 0
1/3 -1 7/3 | 0 0 1

Mettiamo nella seconda riga la sottrazione tra seconda e prima riga:

-1/3 2 -2/3 | 1 0 0
Ry — R) 0 -1 0 | =1 1 0
/3 -1 7/3 | 0 0 1

Successivamente, al posto della terza riga inseriamo la somma tra la terza e la
prima:

-1/3 2 -2/3 | 1 0 0
Ry + R 0 -1 0 | =1 1 0
0 1 53 | 1 0 1

Ora, nella terza riga, possiamo inserire la somma tra la seconda e la terza:

-1/3 2 =2/3 | 1 0 0
Ry + Ro) 0 -1 0 | =1 1 0
0 0 53 | 0 1 1

A questo punto, moltiplicando per 3/5 la terza riga abbiamo ottenuto la terza
riga della matrice identita I3:

-1/3 2 -2/3 | 1 0 0
(3/5) - Ra) 0 -1 0 | -1 1 0
0 0 1 | 0 3/5 3/5

Per ottenere la seconda riga, invece, ci basta cambiare segno a tutta la seconda
riga:

~1/3 2 =2/3 | 1 0 0
(—1) - Ry 0o 1 0 | 1 -1 o0
0 0 1 | 0 3/5 35
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La successiva operazione elementare, che produrrd due zeri nella prima riga,
consiste nel sostituire alla prima riga la combinazione lineare: prima riga meno
due volte la seconda riga piu i 2/3 della terza riga:

1/3 0 0 | —1 12/5 2/5
0 10 ] 1 -1 0
0 0 1] 0 3/5 3/5

Ry =2 Ry +(2/3) - Rz

Concludiamo moltiplicando per (-3) tutta la prima riga:

100 | 3 —36/5 —6/5
(<3)-Rpy| 01 0 | 1 -1 0
001 0 35 3/5

Quindi abbiamo ottenuto l'inversa:

3 —36/5 —6/5
A= 1 -1 0
0 3/5 3/5

(¢) 1 sottospazio vettoriale C dato é lo spazio di tutte le matrici C = A- B,
dove A é la matrice del punto precedente e B é una qualsiasi matrice 3 x 3 del
tipo:

0 0 0
0 a 0 ], abceR.
b 0 ¢

Quindi una qualsiasi matrice C avra la forma seguente:

—2b/3 2a —2¢/3
AB=1| -2b/3 a —2¢/3 | =
™/3  —a Tc/3

—2/3 0 0 0 2 0 00 —2/3
= -2/3 0 0 |b+{0 1 0 |at+| 0 0 —2/3 |c
7/3 0 0 0 -1 0 00 7/3

quindi troviamo le matrici generatrici di C, che ha dimensione 3, scegliendo ad
esempioa=1,b=3, c=3:

-2 0 0 0 2 0 0 0 -2
C=L -2 00 }),{0 1 0], 0 0 =2
7 0 0 0 -1 0 0 0 7

@

Soluzione del secondo esercizio
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(a) Scriviamo l’equazione del piano 7 richiesto in maniera differente da
quella descritta precedentemente: imponendo il passaggio per i tre punti A,
B, C nell’equazione cartesiana generale del piano: ax + by +cz +d = 0, e
cercando di ricavare i parametri reali a, b, ¢, d. L’imposizione del passaggio per
ogni punto é una relazione su tali parametri, da cui otterremo un sistema lineare
omogeneo:

a = 13¢/2
a+0-b+4c+d=0 3c—b=0 b3
a+b+c+d=0 6b+3c+2d=0 - e

C=2~¢C
— 5b+ 2 d=0
a4+ 5b4 2c+ d= _21c)2

Con ¢ = 2, otteniamo 'equazione cartesiana di 7:
132 + 6y + 22 — 21 = 0.

(b) Si verifica facilmente che B € , e invece P ¢ 7, sostituendo le coor-
dinate dei punti nell’equazione cartesiana del piano. La retta passante per B
e per P avrd ovviamente come vettore direzionale BP=P_-B= (1,-1,0),
quindi possiamo scriverne le equazioni parametriche:

x 1 2
y | = -1 Jt+]| O
z 0 1

Il piano 7’ richiesto dovrd soddisfare la condizione di ortogonalitd con 7, cioé,
considerandone una generica equazione cartesiana: ex + fy 4+ gz + h = 0, con
e, f, g, h coefficienti reali da determinare, dovra valere:

< (e, f,9),(13,6,2) >=0.
Sostituendo le equazioni parametriche della retta si avra:
et+2)—tf+g+h=0 = tle—f)+2e+g+h=0.

Tale polinomio si deve annullare per ogni valore di ¢, quindi dovranno annullarsi
sia il coefficiente di ¢ sia il termine noto:

e—f=0, 2e+g+h=0.

Il sistema lineare ottenuto da queste 3 equazioni risulta:

e=f
f=1
g=-19f/2

h=15f/2
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e per f = 2 avremo l'equazione di 7'
2x 4+ 2y — 1924+ 15 =0.

(c¢) Ogni retta ortogonale a 7 ha come vettore di direzione w = (13,6, 2),
quindi le equazioni di s sono:

— 13t +3

T 13 3 v + 6z — 13y +21 =0

y = 6 |te| 3 | ={y=6t+3 N

5 9 _3 Y —o9r_3 y—3z2—12=0
&

Soluzione del terzo esercizio

(a) Calcoliamo inizialmente le immagini dei tre vettori della base canonica
di R3 per determinare la matrice canonicamente associata ad F:

F(LO?O) = (27173)7 F(07170) = (717271)3 F(0,0,l) = (lﬂ 7170)3

per cui
2 -1 1
A=MEF) =1 2 -1
3 1 0

Troviamo una base per ker(A) ricavandone le equazioni cartesiane:

20 —y+2=0 =1
T+2y—2=0 =>y=-3t = ker(F)=L{(1,-3,-5)}.
3r+y=0 z = —bt

(ker(F))* é il sottospazio vettoriale di R® di dimensione 2 dei vettori (z1, z2, 3)
tali che

< (l’l,xg,zg), (1, -3, *5) >=0=—= 27 — 322 — b3 =0.

Troviamo una base di questo sottospazio tramite le equazioni parametriche:

r1 = 3u + 5t
1 — 33 —br3=0= < 20 =u , t,u € R,
$3:t

da cui:

(ker(F))*™ = L{(5,0,1),(3,1,0)}.

(b) Dalla matrice A ricavata in precedenza, calcoliamo:

2 -1 1 2 -1 1 2 -1 1
A2-34=11 2 -11)-l1 2 =-1]-3-11 2 -1]=
3 1 0 3 1 0 3 1 0
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6 -3 3 6 -3 3 0 0 0
=1 2 -1]—-13 6 -3 |= -2 -4 2
7T -1 2 9 3 0 -2 —4 2

(c) Gli autovalori di A sono le radici della solita equazione caratteristica:

2-\ -1 1

det(A — \I3) = det 1 2-X -1 |=0=
3 1 =)

= (M)A =42 +3)=0 = A\ =0, o =1, \3=3.

Essendo gli autovalori tutti distinti, mq(A;) = mg(A;) per ¢ = 1,2,3, quindi F
é diagonalizzabile. Gli autospazi sono i seguenti:

Vo(F) = ker(F) = L{(1,-3,-5)};

T 0 1 —2T2+tx3 =0
(A*Ig) T2 = 0 == qr1+x3—23=0 -
3 0 3x1+x2—2x3=0
1’1:0
= (z=t = Vi(F)=L{(0,1,1)}.
x3:t
T 0 —x1 —x2+x3 =0
x3 0 3x1+ 29 —3x3=0
Ilit
— =0 — Vi(F)=L{(1,0,1)}.
.’L‘gzt

&

Soluzione del quarto esercizio

Date due matrici A, B € M, (R) tali che det(A) # 0, det(B) # 0, e quindi
esiste la matrice inversa B~!. Le due ipotesi sono le seguenti:

ker(A+ B) # {0} = I v € R"\ {0} tale che Av = —Bv.

ker(A — B) # {0} = I w e R"\ {0} tale che Aw = Bw.

Applicando la matrice B~! ad entrambi i membri della prima relazione, si
ottiene:
B 'Av=—-B 'Bv=—v,
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e poiché v # 0, essendo un autovettore, -1 é un autovalore di B~ A4 con autovet-
tore v. Analogamente, applicando B~! ad entrambi i membri nella seconda
relazione:

B 'Aw =B 'Bw=w,

troviamo che 1 é un autovalore di B~'A con autovettore w.

)

Soluzione del quinto esercizio

(a) La matrice associata alla conica F(z,y) =0 é:

2 k0
A=| & -8 -k |;
0 —k 1

la conica risulta degenere per i valori reali di k per cui det(Ag) = 0:
det(Ay) =16 + k* # 0V k € R,

quindi Fj non é mai degenere. Poiché

2k _ )

si avranno i seguenti casi:
16—k2=0 = k1,2 = +4 = F}, corrisponde ad una parabola;
16—k>>0 = ke (—4,4) = F}, corrisponde ad un’ellisse;
16—k? <0 = k€ (—o0,—4)U(4,+00) = Fj corrisponde ad un'iperbole.

(b) Gi4 sappiamo che Fy(z,y) = 0 dovra essere una parabola, come gid
ricavato nel punto precedente. Consideriamo dunque ’equazione:

—22% + 8xy — 8y —8y+1=0
e riconduciamola alla sua forma canonica:
—2(z% —day +4y*) +8y* -8y  —8y+1=0= —2(z —2y)> — 8y +1 =0,
quindi applicando la seguente trasformazione di coordinate:
(@) 1
4 8’

/

—r-2

{x, T o o) 8y 41 =0=y = —
v =y

e con quest’altro cambio di variabile:

.’L'/

= E — y// — —(J)N)2
y// — 1
8

otteniamo la forma canonica di Fy(x,y) = 0.

OO &b

x/l
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13.4 Prova scritta dell’1/4/2006

(1) Data l'applicazione F : R* — R? tale che:
F(1,0,-1) =(-3,0,3), F(1,1,1)=(0,0,0), F(2,0,0) = (6,0,4),

(a) dire se F' é un’applicazione lineare ben definita;

(b) scrivere la matrice canonicamente associata A = ME(F), dove E é la
base canonica di R? e trovare una base di ker(F) ed una di (ker(F))*;

(¢) Trovare I'inversa della matrice A — 313.
*

(2) (a) Trovare le equazioni parametriche e ’equazione cartesiana del piano 7
passante per il punto A = (1,1,1) di A*(R) e parallelo al piano di equazione
cartesiana:

3z —2y+42—-7=0;

(b) scrivere le equazioni parametriche e cartesiane della retta r ortogonale
ai due piani e passante per il punto O = (0,0,0) € A3(R) e trovare i due punti
di intersezione della retta r con i due piani;

(c) scrivere lequazione cartesiana del piano 7' contenente la retta r e
passante per il punto 4 = (1,1,1) € A3(R).

*
(3) Dati i seguenti sottospazi vettoriali di R*:
V =1L{(~1,0,-3,0),(1,—1,-2,—1)}, W =1L{(0,2,0,4),(0,—1,—5,—1)},

(a) trovare delle basi dei sottospazi vettoriali VN W, V 4+ W e (V + W)*;

(b) dato il sottospazio vettoriale
Z = {(1‘1,.%'2,.’1737.’1?4) S R4 | 3r1 —x3=0, 22 =0, x4 = 0}7
dire se Z C V oppure Z C W e trovare delle basi dei sottospazi vettoriali Z+V
e (Z+V)*

*

(4) Date due matrici A, B € M,(R), se v é un autovettore di A — I,, relativo
all’autovalore non nullo A, ed inoltre v é un autovettore di B — I,, relativo
all’autovalore 1 + A, dimostrare che v € ker(4 — B + I,,).

*
(5) (a) Discutere al variare di k € R il seguente fascio di coniche del piano:

Fi(z,y) = 222 + 6y — 2kxy + 8ky + 3 = 0;
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(b) fissato k = —2v/3, ridurre a forma canonica la conica F ,5=0.
* % k

Soluzione del primo esercizio

(a) Calcoliamo il determinante della matrice 3 x 3 ottenuta mettendo i 3
vettori di partenza in colonna:

1 1 2
det 0 1 0 |=2#0,
-1 1 0
quindi F' é un’applicazione lineare ben definita.

(b) Per scrivere la matrice canonicamente associata, cerchiamo le immagini
dei tre vettori della base canonica sfruttando i dati iniziali e quelli che otteniamo
successivamente:

F(1,0,0) = F(1/2-(2,0,0)) =

F(1
: ’20’0*) =(3,0,2);

F(0,0,1) = F(1,0,0) — F(1,0,—1) = (3,0,2) — (=3,0,3) = (6,0, —1);
F(0,1,0) = F(1,1,1) — F(1,0,0) — F(0,0,1) =
=(0,0,0) — (3,0,2) — (6,0,—1) = (—9,0,1),

quindi possiamo ora esibire la matrice canonicamente associata ad F"

3 -9 6
A=ME(F)=( 0 0 0
2 -1 -1

Troviamo le equazioni di ker(F') per esplicitarne una base:

3r1 — 929 + 623 =0 T =
0=0 To =37 = ker(F)=L{(1,1,1)}.
2]2‘1—1‘2—563:0 Ir3 = T

Quindi (ker(F))* ha equazione cartesiana:
< (x1,x9,23),(1,1,1) >=0 = 21 + a2+ 23 =0,
e di conseguenza equazioni parametriche:

1 =—t—u
Ty =t , tbu€R = (ker(F))* =1L{(1,-1,0), (1,0, -1)}.

r3 =1u
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(c)

3 -9 6 3 00 0 -9 6
A-33=1 0 0 O -0 3 0 }|=10 -3 0
2 -1 -1 0 0 3 2 -1 —4

Innanzitutto, dobbiamo assicurarci dell’invertibilitd di A —3I3: det(A—313) =
36 # 0, quindi l'inversa esiste. Consideriamo quindi la matrice 3 x 6 ottenuta
affiancando A — 313 ad I3, e svolgiamo operazioni elementari sulle righe di tale
matrice fino ad ottenere una matrice finale in cui I3 si troverd a sinistra e
I'inversa (A — 3I3)~! sulla sinistra:

0 -9 6 | 100
0 -3 0 | 010
2 -1 -4 | 00 1

Scambiamo la prima riga con la terza inizialmente:

2 -1 -4 | 0 0 1
0 -3 0 | 010
0 -9 6 | 1 00
Dividiamo per 3 e cambiamo di segno la terza riga:
2 -1 -4 ] 0 0 1
—_—
(—1/3)~R(2) 0 1 0 | 0 -1/3 0
0 -9 6 | 1 0 0

Sostituiamo la prima riga con la somma della prima riga con la seconda:
2 0 -4 | 0 -1/3 1

P ——
Ri+Ro | 0 1 0 | 0 -1/3 0
0 -9 6 | 1 0 0
Sostituiamo la terza riga con la somma della terza con la seconda moltiplicata

per 9, per far comparire degli zeri:

2 0 -4 ] 0 -1/3 1
-
R3+9-Roy| O 1 0 | 0 —1/3 0
00 6 | 1 -3 0

Otteniamo la terza riga della matrice identitd dividendo per 6 la terza riga:

2.0 -4 | 0 -1/3 1
(1/6)- Rz | 0 1 0 | 0 —1/3 0
00 1 | 1/6 —1/2 0

Per concludere, sostituiamo la prima riga con la meté della somma della prima
con il quadruplo della terza:

100 | 1/3 —7/6 1/2
(1/2)- (Ri +4R) [ 0 1 0 | 0 —1/3 0
001 | 1/6 —1/2 0
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e dunque l'inversa risulta:

1/3 —7/6 1/2

(A-3I)'=( 0 —1/3 0
1/6 —1/2 0
v

Soluzione del secondo esercizio

(a) Dato il piano di equazione cartesiana 3x —2y—+4z—7 = 0, tutti i piani ad
esso paralleli devono avere un’equazione cartesiana del tipo 3z —2y+4z+k = 0,
con k € R. In particolare, il piano 7 richiesto contiene il punto A = (1,1, 1),
per cui é sufficiente imporre il passaggio del piano generico per tale punto per
ottenere:

3—-24+44+k=0 = k=-5 = 3x—2y+42—5=0,
le cui equazioni parametriche saranno:
=1
y=u , tbueR.
3t u 5

z =

1727
(b) La retta r ortogonale ai due piani ha vettore di direzione v = (3, —2,4),
e quindi le equazioni saranno:
z =3t
y=-2t tueR:{
z =4t

4r —32=0
2y+2=0

r interseca il piano 3z —2y+42z—7 = 0 nel punto P; individuato dall’equazione:

7
w+4r+Mt—7=o=:t==$faz<

21 14 28
29 '

29" 29729

Analogamente, r interseca il piano 7 nel punto P> individuato dall’equazione:

5 15 10 20
O+4t+16t —b=0—=t=—="PFP=|—=,——,— |-
T 29 ? (29’ 29’29)

(c) Il piano 7’ contenente la retta r e passante per A si pud ricavare impo-
nendo che la sua giacitura sia generata dal vettore direzione della retta, cioé
(3,—2,4), e dal vettore che congiunge A con lorigine O, cioé A—0O = (1,1,1).
Di conseguenza, I’equazione di 7’ sard data da:

r—1 y—1 z-1
det 1 1 1 =0=6zx—y—5z=0.
3 —2 4
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Si verifica banalmente che r C 7’ sostituendo le equazioni parametriche nell’e-
quazione parametrica trovata:

6-3t—(—2t)—5-4=0=0=0.
L’identita trovata ci garantisce che la relazione tra retta e piano é corretta.

%

Soluzione del terzo esercizio

(a) Cerchiamo i vettori comuni ai sottospazi vettoriali V' e W per individuare
una base del sottospazio intersezione V N W, uguagliando un generico vettore
di V' con un generico vettore di W: se a(—1,0,-3,0) + 8(1,-1,-2,-1) € V,
e se 7(0,2,0,4) + 6(0,—1,—5,—1) € W, imponiamo:

Oé(—l, 07 _3a O) + ﬂ(17 _la _27 _1) = ’Y(Oa 27074) + 5(07 _15 _57 _1) =

= (—Oé—|—ﬁ, _ﬁv_ga_ 26a _ﬁ) = (0727_ 55_55747_ 5)7

uguagliando componente per componente otterremo un sistema lineare di 4
equazioni in 4 incognite: «, (3,7, d:

—a+p5=0 a=0
B=wn-d  _ )B=8
—3a— 28 =—50 v=0
—B=4y—-9¢ 0=0

da cui, scegliendo 8 = 1, osserviamo che:
(0,-1,-5,-1) = (-1,0,3,0)+(1,—-1,-2,—1) e VNW = VNV = L{(0,1,5,1)}.

Dalla formula di Grassmann vettoriale otteniamo immediatamente che dim(V +
W)=dim(V)+dim(W)-dim(V N W)=2+2-1=3, per cui:

V+W=L{(-1,0,-3,0),(1,-1,—-2,-1),(0,2,0,4)},

avendo preso tutti i vettori delle basi dei due sottospazi tranne il vettore in
comune (0, —1,—5, —1). Cerchiamo poi le equazioni cartesiane del sottospazio
(V+ W)t

< (_]-7 07 _37 0)7 (xlv X2,23, .’E4) >= 0;

< (1a _17 _2a _1)7 ('lean $3,I4) >= 07

< (07 27074)7 (1‘171'2,1537374) >=0,
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tre equazioni cartesiane da cui possiamo facilmente ricavare quelle paramet-
riche:

I = —3t
= —10t
2 t L teR = (V+ W)+ =1L{(3,10,-1,-5)}.
r3 =
Ty = 5t

(b) Troviamo una base per il sottospazio dato Z passando per le sue equazioni
parametriche, fissando z; = ¢:

.131—25
.TQZO
,teR= Z =L{(1,0,3,0)},
.%'3:3
Ty =

quindi una base di Z é contenuta in una base di V, per cui Z C V. Essendo
Z contenuto in V, il sottospazio somma coincide con il sottospazio pit grande
tra i due, ossia:

Z+V =V =L{(1,0,3,0),(1,—1,-2,-1)};

analogamente, passando ai complementi ortogonali,(Z + V)* = V1, per cui il
sottospazio ortogonale sard costituito dai vettori (v, v, vs,v4) tali che:

< (1,0,3,0), (’Ul,’Ug,U3,U4) >= 0, < (1, -1, —2, —1), (Ul,UQ,U3,U4) >= O,

quindi avra equazioni parametriche:

U1:73t

vy = —bt —u

2 , t,u € R, quindi
7}3:t

Vg =U

(Z+ V)t =L{(-3,-5,1,0),(0,1,0,—-1)}.
&

Soluzione del quarto esercizio

Le due relazioni dell’ipotesi su due matrici A, B € M, (R) possono essere
scritte come segue:

SeveW(A-1,) = (A—1,)v=2\v;

seveVipn(B-1I,) = (B-L)v=_1+ANv=v+v,
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tenendo presente che per ipotesi A # 0. Considerando le due relazioni, per
confronto si ha:

A-I,)w=B-I,)v—-v=(B-I,—I,)v=
— (A-1,-B+1,+I,)v=0= (A—B+1,)v=0,
quindi necessariamente v € ker(A — B + I,). n

)

Soluzione del quinto esercizio

(a) La conica Fj(z,y) = 0 ¢é associata alla matrice simmetrica:

2 —k 0
Av=| -k 6 4k |;
0 4k 3

6
det(Ay) = 36 — 35k% = 0 = per k1 2 = £—= la conica ¢é degenere.

V35

Discutiamone ora la natura al variare del parametro k studiando il minore 2 x 2

nord-ovest di Ayg:
det 2 F )12
Nk 6 ) ’

ki1o=+VvI12= +2v/3 = F}, rappresenta una parabola.

k€ (—o00, —2v3) U (2v/3,+00) = F}, rappresenta un’iperbole.

6 6 6 6
ke (—2v3 ———)u(-——— U 2V3) — F ent
(-2v5-75) v (7 vm) V (7528) = s rapprescnca

un’ellisse.

(b) Fissando k = —24/3, gi4 sappiamo che la conica associata é una parabo-
la. Riconduciamola a forma canonica con il completamento dei quadrati:
222 + 6> + 4V3zy — 16V/3y + 3 = 2(z + V3y)? — 6y + 6y% — 16V/3y + 3 =0,
quindi effettuiamo il primo cambio di variabili:
/
= 3
{x/ V3 — 2(z')? - 16V3y +3=0;
Yy =y

successivamente, usiamo le nuove variabili:

2 = \/ix/

Yy =163y —3
quindi abbiamo raggiunto la forma canonica della parabola, meglio nota come
y// — (x//)Q.

OO o
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13.5 Prova scritta dell’8,/9/2006
(1) Data I’applicazione F : R® — R3 tale che
F(0,1,0) = (0,0,0), F(2,0,—2) = (0,0,0), F(0,2,1) = (0,~1,0),

a) provare che F' é un’applicazione lineare ben definita;
)

(

(b) scrivere la matrice ME (F), dove E é la base canonica di R3;

(c) trovare autovalori ed autovettori di F' e dire se é diagonalizzabile;
(

d) trovare delle basi per i sottospazi vettoriali ker(F) e (ker(F))*.
*

(2) Date le matrici

512 o L2 o
A=|0 -1 -1 1 |,B= ,
o 2 2 =2 120
1 0 2

(a) calcolare i prodotti A- B e B - A;
(b) calcolare det(A - B) e det(B - A);

(c) trovare le equazioni parametriche e cartesiane di ker(B - A).
*
(3) (a) Trovare I'equazione cartesiana del piano 7 di A%(R) passante per i punti:

A=(2,2,2:; B=(0,04); C=(0,12,0);

(b) trovare le eventuali intersezioni di 7 con la retta r di equazioni:

.’131=5t
To =241 , con teR;
1'3:—2—t

(c) trovare le equazioni della retta s ortogonale a 7 nel punto C.
*

(4) Date le matrici quadrate A, B € M,,(R), con det(A) # 0, e dato A autovalore
di A con relativo autovettore v, provare che:

v € ker(B) = v € ker(AB + BA™!).

*
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(5) (a) Discutere al variare di k& € R il fascio di coniche di equazione:
Fr(z,y) = ka* + (1 — k)y* — 2kzy + 4ky — 2 = 0;
(b) fissato k = 1, ridurre a forma canonica la conica Fy(z,y) = 0.
* ok *

Soluzione del primo esercizio

(a) L’applicazione lineare é ben definita in quanto i 3 vettori di partenza
sono liberi, come si evince dal calcolo del determinante della matrice 3 x 3 che
li contiene come vettori-riga:

01 0
det[ 2 0 —2 | =-2+0.
02 1

(b) Come al solito, cerchiamo le immagini dei vettori della base euclidea
standard di R3, sfruttando sia le informazioni gid possedute nei dati dell’eser-
cizio sia quelle ricavate via via nello svolgimento: ad esempio, tra i dati ¢’é gia
F(0,1,0) = (0,0,0). Inoltre, poiché (0,0,1) = (0,2,1) — 2(0,1,0), allora

F(0,0,1) = F(0,2,1) — 2F(0,1,0) = (0,—1,0) — (0,0,0) = (0, -1, 0);

anche I'immagine del primo vettore della base canonica é facilmente calcolabile:

1
(1,0,0) = 5(2,0,-2) +(0,0,1) =

1
= F(1,0,0) = F(2,0,-2) + F(0,0,1) = (0,~1,0),

quindi la matrice canonicamente associata ad F' risulta semplicemente:

0 0 0
ME(Fy=| -1 0 -1
0 0 0

(c) 11 polinomio caratteristico di F' é A3, per cui ¢’é un unico autovalore
A1 = 0, con molteplicitd algebrica 3. La matrice ME(F) ha rango 1, perché
ha due righe nulle, quindi necessariamente dim(ker(F)) =dim(Vy(F)) = 2, e
questo impedisce la diagonalizzabilitd. Infatti ’autospazio relativo a 0 é dato
dall’unica equazione cartesiana x; + 3 = 0 e percid

Vo(F) = ker(F) =1L{(0,1,0),(1,0,-1)},

quindi la molteplicitd geometrica di 0 é 2, e siccome le due molteplicitd non
coincidono, la matrice non é diagonalizzabile.
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(d) 1 complemento ortogonale del ker(F) é dato dai vettori (z1,za, z3) tali
che siano verificate le condizioni di ortogonalitd con i vettori (1,0,-1) e (0,1,0):

<( ), (1,0, 1) >=0 =t
€T — =
1,22,23), (1, U, Ty = ,tER
< (.%‘1,1‘2,1‘3),(0,1,0) >=10 "
x3

— (ker(F))* =L{(1,0,1)}.

Va notato che una base per il complemento ortogonale di ker(F) si pué an-
che ricavare dalle righe di ME(F) linearmente indipendenti, quindi solo dalla
seconda riga.

Q

Soluzione del secondo esercizio

(a) Svolgiamo i normali prodotti righe per colonne tra le matrici A e B:

3.1 2 0 138
AB=[0 -1 -1 1 =
0 2 2 -2 Lz
10 2
6 10 2
= -1 -2 0
2 4 0
L2 0N gy,
B-A= 0 -1 -1 1 |=
b2 0 0 2 2 -2
10 2
3 -1 0 2
|3 5 6 -4
3 -1 0 2
3 5 6 —4

(b) det(AB) = 0 perché la seconda e la terza riga della matrice prodotto
sono tra loro dipendenti: (—2)-(—1,-2,0) = (2,4,0).
Analogamente, det(BA) = 0 perché la prima e la terza riga della matrice sono
uguali, e lo sono anche la seconda e la quarta.

(¢) Troviamo le equazioni cartesiane di ker(BA) dal sistema lineare omoge-
neo associato:

3 -1 0 2 T 0

3 5 6 —4 2 | | O 3x1 — w2+ 214 =0

3 -1 0 2 €3 0 3x1 +5x2 +6x3 —4xs =0 ’
3 5 6 —4 Ty 0



162 CAPITOLO 13. TEMI D’ESAME SVOLTI E RISOLTI

successivamente fissando due parametri otteniamo le equazioni parametriche e
di conseguenza una base per il sottospazio:

T = t
=3t+2
T2 = SR ER — ker(BA) = L{(1,3,-3,0), (0,2, 1, 1)}.
r3=—-3t—u
Tg =U

Soluzione del terzo esercizio

(a) Troviamo l’equazione cartesiana del piano 7 imponendo il passaggio del
piano generico nello spazio affine A3(R) ax + by + cz +d = 0 per i tre punti
dati:

A=(2,2,2)em = 2a+2b+2c+d=0,

B=(0,0,4) €m = 4c+d=0,
C=(0,12,0)em7 = 12b+d=0.

Risolviamo dunque il sistema lineare di 3 equazioni nelle 4 incognite a, b, ¢, d:

d
a = —8
2a4+2b+2c+d=0 b d
de+d=0 = ¢ _52
d=d
Scegliendo d = —12 per non avere frazioni nell’equazione del piano, otteniamo

I’equazione cartesiana di :
2r+y+32—-12=0.

(b) Per trovare gli eventuali punti di intersezione della retta data r con ,
sostituiamo le forme parametriche di x, y e z nell’equazione cartesiana di 7
appena trovata per avere un’equazione di primo grado nella variabile ¢:

25t) 424+t +3(-2—1)—12=0 = 8t—16=0 = t=2=>

= rNxw={(10,4,—4)}.

(c) La retta s ortogonale a 7 e contenente il punto C' ha equazioni paramet-
riche:

x 2 0 =2t
Y = 1 ¢+ 12 = y=t+12 ,teR,
z 3 0 z =3t
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ed equazioni cartesiane:
3x—2z=0
r—2y+24=0
&

Soluzione del quarto esercizio

Per ipotesi, A é una matrice invertibile, per cui ha nucleo banale, vale a
dire ker(A) = (0), percié tra i suoi eventuali autovalori non ci pué essere lo 0.
Inoltre, sappiamo che Av = Av. Se v € ker(B), then Bv = 0. Prima di provare
la proprietd richiesta, ricordiamo che se A # 0 é un autovalore di una matrice
invertibile M, allora A~! é un autovalore della sua matrice inversa M !, vale
a dire che esiste un autovettore w tale che M ~'w = A~ lw.

(AB+ BA™Y)v = ABv+ BA 'v = A(0) + B(A™'v) =
=0+B\'v)=X"!'Bv=0,
quindi v € ker(AB + BA™1). n
[y

Soluzione del quinto esercizio

(a) In questo caso, la matrice associata alla conica Fy(x,y) = 0 é:

ko —k 0
Av=| -k 1-k 2k |;
0 2% -2

det(Ay) = —2k + 2k* — 4k® + 2k* = (—2k)(2k* =2k +1) =0 =
1+v—1
72 €

= k1=0, ko3 = C,

quindi la conica risulta degenere per il solo valore reale £ = 0. In questo caso,
in particolare, ’equazione risultera

Fo(z,y) =y* —2=0 = y==+V?2,

due rette parallele.
Discutiamo ora il segno del minore 2 x 2 nord-ovest:

ko o~k ) _ )
det(_k 1_k>—k—2k.

1
Per k = 3 la conica é una parabola.

1
Per k € (0, 2> la conica rappresenta un’ellisse.

Per k € (—0,0) U (1/2,+00) la conica rappresenta un’iperbole.



164 CAPITOLO 13. TEMI D’ESAME SVOLTI E RISOLTI

(b) Riconduciamo alla sua forma canonica la conica
Fi(z,y) =2 —2zy+4y —2 =0,

che gid sappiamo essere un’iperbole. Il primo completamento di quadrati ci
occorre, al solito, per eliminare il termine misto:

2 2oy +dy—2=(z—-9y)? -y +4y-2=0 =

' =x—

— " V' = @2 ()2 4y —2=0.
Yy =y

Successivamente, operiamo un altro cambio di variabile per eliminare il termine

con la variabile ¢’ al primo grado:

x//:x/
@) - -2?2—4-2=0 = {° ~ % = (¢")’ = (y")*~6=0.
y =y =2

Dividiamo tutta ’equazione per il termine noto, ossia 6, e con ’aiuto dell’ultimo
cambio di coordinate otteniamo la forma canonica di Fy(z,y) = 0:

— (5(3”,)2 _ (y///)2 —1=0.



