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1 Linguaggio, funzioni elementari

1.1 Il linguaggio degli insiemi

Assumiamo come primitiva la nozione di insieme. Indichiamo gli insiemi con let-
tere maiuscole e i loro elementi con lettere minuscole. Introduciamo ora in maniera
discorsiva un po’ di terminologia.

Dato un insieme A, per dire che a € un elemento di A scriviamo

acA (leggere: a appartiene ad A).

Si possono indicare gli insiemi anche elencandone gli elementi tra parentesi graffe.
Se ad esempio A = {1, 2, 3}, allora

1eA,

mentre 5 ¢ A. (¢ silegge: “non appartiene”).

Sottoinsiemi e relazioni di inclusione. Dati due insiemi A e B,

a€A = a€B,

allora si dice che A ¢ sottoinsieme di B e si scrive

ACB (leggere: Aé contenuto in B)
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In altre parole ogni elemento di A & anche elemento di B. Si puo scrivere anche
B D A (leggere: “B contiene A”). Se A C Be B C A, allora A e B sono uguali e si
scrive A = B.

Abbiamo introdotto il simbolo =, che si legge “implica”. Il simbolo < silegge
“se e solo se”.

Ovviamente, dati A e B, non e detto che ci sia necessariamente una relazione
di inclusione tra i due insiemi.

Esercizio. Dati A = {1,2,3}, B = {2,3}, C = {2,3,4} verificare se ci sono
relazioni di inclusione tra i tre insiemi e quali sono.

Operazioni tra insiemi. Dati due insiemi A e B:

e L'insieme unione di A e B si indica con A U B ed e costituito da tutti gli
elemanti che sono in A oppure in B.

e L'intersezione di A e B si scrive A N B e indica gli elemanti che sono in
entrambi A e B.

e La differenza tra A e B siscrive A\ B ed e l'insieme fatto da tutti gli elementi
che sono in A ma non in B.

Esercizio. Dati A= {1,5}e B ={1,5,6},C = {5,6} trovare unione, intersezione
e differenza tra tutte le possibili coppie di insiemi.

Insiemi numerici Richiamiamo gli insiemi numerici che utilizzeremo durante il
corso. Chiamiamo numeri naturali i numeri correntemente usati per contare. Si
denotano col simbolo N. Quindi N = {1,2,3,4,...}.

L'insieme dei numeri reali si denota col simbolo R.

3
R = {1,0,—1,7r,—\/§,1.987,...}.

Quantificatori. Introduciamo brevemente i seguenti simboli:
e V, che significa “per ogni”;
e 1, che significa “esiste”.
Un altro modo per indicare un insieme ¢ mettendo tra parentesi graffe le condi-
zioni che lo definiscono. Ad esempio
A={zeR:z>1}
indica l'insieme di tutti gli # € R “tali che” z > 1. ! Possiamo scrivere ad esempio:

AUB ={x:x € Aoppure z € B}.

T due punti si leggono “tali che’ oppure “tale che’.
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Simbolo di somma. Il simbolo di sommatoria si utilizza per rappresentare in

modo sintetico la somma di piti numeri. Ad esempio, consideriamo i numeri
. R . . 5

ai,as,as, a4, as. La loro somma si pud scrivere col simbolo ) ;_, a; ovvero

5
E ap = a1 +az t+asz+ ag+ as.
k=1

Se si vuole rappresentare la somma di n numeri ay, as . . . a,, si puo scrivere

Zak:a1+a2+a3+...+an
k=1

Ancora un esempio: vale >, 28 =2 + 22 4+ 42"
Si verifica facilmente che valgono le seguenti proprieta, dette proprieta di linea-
rita : datia, b, € R, k=1,...,n,ed a € R, vale

o > iilap+br) =20 a4+ b

o> L aag=ay ,_ a.

1.2 Fattoriale e coefficienti binomiali (x)

Definizione 1.2.1 Definiamo il fattoriale di un numero naturale:
nl=nn—-1)Mn-2)-----2-1, sen €N,
0! =1.

Siano ora n e k due qualunque numeri naturali tali che £ < n. Chiamiamo
“coefficiente binomiale di n e k”, e si legge “n su k” il numero

(1) = m

Si pud riconoscere che il numero (}) rappresenta il numero di sottoinsiemi di k
elementi in un insieme di n elementi.

Si verifica subito con la definizione che (}) = 1 ed (7) = n. Altre due proprieta
del coefficiente binomiale sono

* () =(") 0sk<n

o () + (1) =0G) 0<k+1<n

1.3 Formula per la potenza di un binomio (x)

Teorema 1.3.2 Datia,b € Red n € N, vale

(a+b)" = zn: (Z) bk,

k=0
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1.4 Funzioni elementari

Definizione 1.4.3 (Prodotto cartesiano) Se A e B sono due insiemi, il prodotto carte-
siano tra A e B si indica con A x B ed e definito come

Ax B:={(a,b):a€ Aebec B}.

Introduciamo ora l'idea intuitiva di funzione.

Siano dati A e B insiemi. Si chiama funzione da A a B una legge f che associa ad
ogni elemento di A uno ed un solo elemento di B. L'insieme A e detto dominio della
funzione. Prendiamo un elemento a € A; I'elemento corrispondente ad a tramite
la funzione f si denota con f(a) e silegge “fdia” .

Nell'introdurre una funzione f da A a B si usa la notazione sintetica

f+A— B,
L’'insieme di tutti i valori assunti da f al variare di a € A si chiama immagine di f.

Definizione 1.4.4 (Grafico di una funzione) Sia f : A — B. Il grafico di una funzio-
ne e il sequente sottoinsieme del prodotto cartesiano A x B.

Graf(f) = {(x, f(x)) : x € A}.

Esempio 1.4.5 (Funzione identita) La funzione f : R — R che associa x stesso ad ogni
x € R si chiama funzione identita. Vedi Figura 1

fPR—=R, f(x)=u=.

Ay

Vg

Figura 1: Grafico della funzione identita.

Esempio 1.4.6 (Funzione costante) Dato un numero k € R, poniamo

f:R— R, f(x)=Fk.
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AY

(z, k)

VH

Figura 2: Grafico di una funzione costante f(z) = k.

Esempio 1.4.7 (Funzione valore assoluto) E la funzione f : R — R,

f(a:):{x sex > 0,

—z sex <0.

Ay

Figura 3: La funzione valore assoluto .

Esempio 1.4.8 (Funzioni affini) Sono funzioni del tipo
f"R—R, f(zx)=mz+gq

dove m e q rappresentano delle costanti fissate. Il grafico di questa funzione e una retta. m
e q hanno un significato particolare: m e detto coefficiente angolare e misura la pendenza
della retta; q si chiama ordinata all’origine e rappresenta il punto in cui la retta taglia I'asse
delle ordinate.

Esercizio. Data una funzione f : R — R, si definisca g : R — R, g(x) = f(x) + 1.
Che legame c’e tra i grafici di f e g? Si definisca poi h(z) = f(z + 1). Che legame
c’'étraigraficidi f ed h?
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Esercizio. Data la funzione f : A — R, come sono legati il grafico di f e quello di
9:A—=>R g(x) = —f(2)?

Esempio 1.4.9 Funzioni potenza a esponente naturale Sono le funzioni f : R — R,
f(x) = 2™, dove n € N e un assegnato numero naturale.

Definizione 1.4.10 (Funzioni pari e dispari) Una funzione f : R — R si dice pari se
vale f(x) = f(—x) per ogni x € R. f sidice disparise f(v) = —f(—x) Vz € R,

Osserviamo che una funzione pari ha grafico simmetrico rispetto all’asse y; una
funzione dispari ha grafico simmetrico rispetto all’origine.

Esercizio. Verificare che le funzioni potenza ad esponente pari (dispari) sono pari
(dispari).

Esempio 1.4.11 (Funzione radice quadrata) E la funzione f : [0, +o0] — R, f(z) =
V. Vedere Figura 4.

AY

v

Figura 4: Funzione radice quadrata.

Definizione 1.4.12 (Funzione monoténa) Una funzione f : A — R si dice

e monotona crescente strettamente su un insieme I C A se
T, 09 €1, 1y <y = f(x1) < f(x2);
e monotona decrescente strettamente su un insieme I C A se
1,29 €1, 1y <x9 = f(x1) > f(22).
Si puo’ dare la definizione di funzione crescente debolmente, sostituendo la disu-

guaglianza stretta f(z1) < f(z2) con quella debole f(z;) < f(x2). Lo stesso si puo’
fare per la nozione di funzione decrescente debolmente.
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Esercizio. Verificare che la funzione f : R — R, f(z) = 2? & crescente stret-
tamente su [0, +o00]. Verificare inoltre che la funzione radice quadrata e crescente
strettamente.

Esercizio. Verificare che se due funzioni f e g sono crescenti strettamente su un
intervallo /, allora

(i) f + g e cresente strettamente su /;

(ii) — f e decrescente strettamente su /.

Esempio 1.4.13 (La funzione esponenziale) E la funzione f : R — R, f(z) = €,
dove e = 2.718 ... ¢ il numero di Nepero. * Il grafico e in Figura 5.

AY

/

Figura 5: La funzione esponenziale.

Osserviamo che ¢* > 0 Vx € R. Inoltre vale ¢* > 1 (¢* < 1) se e solose z > 0
(r <0).

La funzione esponenziale ha le seguenti due proprieta salienti

e$1+$2 — 6116962;

(69&1 )5132 = %172

1)

Si scrive anche exp(z) in luogo di e*. Osserviam che ¢* > 1 ogni volta che = >
0. Utilizzando questo fatto, e la proprieta (1), si puo’ riconoscere che la funzione
esponenziale € monotona crescente strettamente. Infatti, dati x; < z, numeri reali,
scritto per comodita x5 = x; + h, con h positivo, troviamo, grazie a (1),

et < Mt o1 < el

Esempio 1.4.14 (La funzione logaritmo) E la funzione log : |0, +oo[ che ad ogni x >
0 associa il suo logaritmo naturale. 3 Quindi

BT — ¢ VY > 0.
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Ay

v

Figura 6: La funzione logaritmo.

Osserviamo che logxz > Oseesolosex > lelogez < 0Oseesolose < x < 1. 11
logaritmo ¢ una funzione strettamente crescente su 0 < r < oo.

Esercizio 1.4.15 1) Convincersi del fatto che log(e*) = x per ogni x € R.
2) Verificare usando le proprieta salienti dell’esponenziale (1) che valgono le proprieta
corrispondenti per il logaritmo

log(x1x9) = log(x1) + log(xs),
logx = alogxy, 1,29 >0,a € R.

()

Disequazioni con esponenziale e logaritmo. Usando le proprieta di esponenziale
e logaritmo si deduce che
e’ <b Sa<logh, VaeRb>0.
Esercizio 1.4.16 Ultilizzando I'ultima formula risolvere le disequazioni seguenti
et <e, € <2 > 7
log(1+2?) <5, 2°<3, 2°>3"

Esempio 1.4.17 (Funzioni circolari) I grafici di seno e coseno sono nelle figure 7 e 8

Definizione 1.4.18 (Funzione composta) Date due funzioni f : A — f(A) C R,
g: B — C,con f(A) C B, definiamo la funzione composta g o f come segue

(g0 f)(x) = g(f(x))

2La cui origine & spiegata dalla formula (5) a pag. 14. Si veda anche Esempio 4.6.3 a pag. 26.
3Ricordiamo che il logaritmo naturale di un numero x > 0 € 'unico numero y € R tale che
eV =ux.
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Ay

v

Figura 7: Grafico della funzione seno, su [0, 27].

AY

Figura 8: Grafico della funzione coseno, su [0, 27].
Esercizio 1.4.19 Date le funzioni f : R - R, f(z) = e eg: R = R, g(z) = sin(z),
scrivere le funzioni go fe f og.

Definizione 1.4.20 (Funzione inversa) Sia f : A — B, A, B C R. La funzione g :
B — Asidice l'inversa di f se vale

x, Vee B e
9(f(x)) =2,  VreA

2 Limiti

La nozione di limite serve a studiare il comportamento di una funzione nelle vici-
nanze di un punto.
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Definizione 2.0.1 Siano a < b < c tre numeri reali e sia f una funzione definita almeno
sull'unione dei due intervalli ]a, c| e |c,b] * Sia L un numero reale. Si dice che il limite di
f(z) per x che tende a c & L se per ogni numero € > 0 esiste un numero 5. > 0° tale che

|f(x) —L| <e, perogniz#c,|v—c|<of.. 3)
In tal caso si scrive
lim f(z) = L.

Esempio 2.0.2 Verifichiamo che lim, ,o2* = 0. Qui ¢ = L = 0. Poiché |2* — L| =
|22 — 0] < e seesolose |z — c| = |z| < /¢, basta scegliere 0. = \/ e l'affermazione (3)
verificata.

.o « . . 2
Verificare per esercizio che lim,_,o e*” = 1.

Esempio 2.0.3 Se f : R — R é definita da:

)2, perz#0,
f(x)_{() sex =0,

allora, usando la definizione di limite si vede subito che lim,_,o f(z) = 2. Il valore della
funzione nel punto c = 0 e irrilevante.

Osservazione 2.0.4 1l limite di una funzione f e unico. Precisamente, se lim,_,. f(z) =
Lelim,,. f(z) = M, allora non puo’ che essere L = M.

Esempio 2.0.5 (funzione gradino) Poniamo § : R — R,

0, < 0,
0(z) = per x
1 sex >0,

allora, si puo” vedere che non c’e nessun numero L per il quale si verifichi lim,_,o f(x) = L.
In tal caso si dice che il limite non esiste.

Teorema 2.0.6 (Della permanenza del segno) Siano a,b, c tre numeri reali con a <
b < c. Sia data una funzione f che soddisfi f(x) > 0 per ogni x € (a,b), x # c. Allora, se
f ha limite per x — c, vale
lim f(z) > 0.
Tr—C
Dimostrazione. Assumiamo che sia lim f(z) = L < 0, per x — c. Allora, preso
e = |L|/2, esiste 0 tale che
L] L]
L—-— L+ —
5 < f(xz) < L+ 5
per x # ¢, |z — ¢| < 6. Tolto il valora assoluto, la diusuguaglianza di destra diventa
f(z) < L/2 per gli stessi z. Ma poiché L < 0, questo contraddice l'ipotesi che f sia
non negativa. O

“Cioe nell’ intervallo ]a, b privato del punto c.
°La ¢ al piede indica che il numero 4. dipende da ¢, oltre che dalla funzione f e da c.
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2.1 Limiti da destra e da sinistra

Definizione 2.1.1 (Limiti da destra e da sinistra) Si dice che il limite di f(x) per x
che tende a ¢ da destra é L se Ve > 030 > 0 tale che

|f(z) — L| <e, perognizconc<uxz<c+od..
Si scrive lim+ f(x) = L. La definizione di limite da sinistra é analoga: lim f(z) = L se
Tr—C r—c—
Ve > 0 36, > 0 tale che

|f(z) —L| <e, perognizconc—2o6 <z <c.

Ad esempio, la funzione gradino ¢ soddisfa lim, o, f(z) = 1, lim,_,o_ f(z) = 0.
Si possono provare, a partire dalla definizione, le seguenti proprieta dei limiti:
se lim, . f(z) = Lelim,.g(z) = M, L, M € R, allora

lim(f(z) +g(v)) = L+ M, lim f(z)g(z) = LM e
se M # 0, lim f(z)/g(x) = L/M.

2.2 Funzioni continue

Definizione 2.2.1 (Funzione continua) Sia f : A — R, con A intervallo. f si dice
continua in ¢ € A, se lim,_,. f(x) = f(c). Se f é continua in ogni punto di A, si dice che
f e continua in A.

Osserviamo che le funzioni degli Esempi 2.0.5 e 2.0.3 non sono continue in zero.
Si puo’ provare che:

e le funzioni elementari, potenze, esponenziali, logaritmi, seno, coseno, ... sono
continue nei loro domini naturali;

e la composizione di funzioni continue e continua.
e Prodotti e quozienti di funzioni continue sono continue °

Questi fatti permettono di calcolare a vista molti limiti. Esempio

. cos e
lm [z + e + =04+14+ —.
z—0 x4+ 1 2

Esercizio 2.2.2 Provare, usando la definizione di limite, che se lim,_,. f(z) = Le L > 0,
allora esiste un numero positivo § tale che f(x) > 0 per tuttiglix # ¢, |v — ¢| < 0.

Un teorema importante in Analisi, che ci limitiamo a enunciare & il seguente:

Teorema 2.2.3 Una funzione f : |a,b] — R continua in ogni punto, ammette massimo e
minimo.

purché non si annulli il denominatior, nel caso di quozienti
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2.3 Limiti che coinvolgono co

1
La funzione f : R\ {0} — R, f(r) = —; assume valori “molto grandi, per = vicino
x

a zero. Questo puo’ essere formalizzato dicendo che f(x) tende a o0, per x che
tende a zero. In termini un po’ piu’ rigorosi si puo’ dare la seguente definizione:

Definizione 2.3.4 Si dice che lim f(z) = +oo se per ogni M > 0 esiste 6, > 07 tale che
r—cC

f(x) >M Vr#ec, |x—-c <y

Si puo’ verificare usando la precedente definizione, che lim, o 1/2* = +o0.

Analogamente si puo’ dare la definizione di lim,_,. f(z) = —oo. Si dice che
lim, . f(z) = —oo se per ogni M > 0 esiste dy; > 0 tale che f(z) < —M Vz # c,
|z — ¢| < 0p. Ad esempio, la funzione f(z) = —1/2?% tende a —oo per z — 0.

Per stabilire se una funzione tende a +0o 0 a —oo si usa spesso il seguente
criterio. La prova € una conseguenza immediata delle definizioni date.

Teorema 2.3.5 (Limiti di tipo £/0 con k # 0) . Se lim,_,. f(x) = 0 e lim, . g(z) =
k > 0 valgono i sequenti fatti.

e Se f(x) > 0, per x vicino a c, 8 allora lim = 400
(x) >0,p )
e Se f(x) < 0, per x vicino a ¢, ® allora lim 9(z) =—
z—e f(x)
In sintesi: se k& > 0, allora & = +o0 e f- = —o0.
Il teorema enunciato vale anche per i limiti da destra o da sinistra.
Esempio 2.3.6
. . logz  log2
Sl = oo, lim o = = oo
Ii = li ! _ 1 +
o0 22 — g4 _zgl%:n?(l—xz) TToor T
1
lim ——— = — = +o0, perché 1 — cosx — 0+, per z — 0.

=01 —cosz O+

Forme indeterminate di tipo 0/0. Sono limiti della forma
lim /()
T—C g(x)

In generale il risultato di un limite in forma indeterminata necessita di uno studio
ad hoc per essere stabilito. Ci sono delle “forme indeterminate standard”, che sono
date dal seguente teorema

dove lim f(x) = lim g(z) = 0, per z — c.

"La scelta di 6, dipende da quella di M
8Cioe f tende a zero positivamente, per z — ¢
°Cioe f tende a zero negativamente, per = — ¢
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Teorema 2.3.7 Vale )
. sinz
lim
z—0 X

=1 e 4)

lim
r—0 x

~ 1. )

La dimostrazione di questo teorema richiede la conoscenza di un po’ di trigono-
metria e di qualche proprieta del numero di Nepero e.

Dal teorema precedente, si ricava che, se f(z) — 0, per z — ce f(x) # 0, per =
vicino a ¢, allora

exp(f(z)) — 1

m—.——==1 e lim =1.
@) T @)
Ad esempio,
i sin(z?) _q
x—0 ,172 )
Ancora:
] 2@ _ ] ) e:vlogQ o
= Im gy e =l

Un altro limite notevole ¢ il seguente

log(1
i 08 +2)
x—0 x

= 1.

: : : el —1
Questo limite puo’ essere calcolato a partire da quello conl’esponenziale lin% =
>

1. Basta fare la sostituzione di variabile log(1 + x) = ¢, che equivale a ¢’ — 1 = z.
Allora si vede che ¢t — 0 equivale a z — 0 e i seguenti passaggi sono corretti (anche
se qui non li giustifichiamo completamente):

Un ultimo caso di limite e quello in cui la variabile = tende a +o00 0 —o0.

Definizione 2.3.8 Sia f : R — R. Si dice che lim, o, f(x) = L 1% se
Ve>03K.€R: |f(x)— Ll <e Vr>K..
Si dice invece che lim,_,,~, f(x) = +oo se per ogni M > 0 esiste K, > 0 tale che
f(x) > M per ogni x > K.

I limiti per x — —o0 possono essere definiti con una ovvia modifica.

Esempio 2.3.9 Vale lim, , ., 2% = +o00, lim, 1o €* = 400, lim, ,_ e” = 0.

07 eRr
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3 Derivate

3.1 Definizione e prime proprieta

Sia f : R — R una funzione, siano zy e h € R. I due punti (zo, f(z0)) e (zo +
h, f(zo + h)) appartengono al grafico di f. La retta che li contiene ha equazione
f(xo +h) — f(xo)

y= 3 (z — o) + f(0).

Il numero si chiama rapporto incrementale (di punto iniziale z, e
incremento h). Esso & il coefficiente angolare della retta sopra scritta.

A partire dal rapporto incrementale si definisce la derivata lasciando tendere
I'incremento a zero.

Definizione 3.1.1 Sia data f : |a,b] — Re xy € |a,b[. [ sidice derivabile in x se esiste

]
f(xo+h) — f(xo)

fzoth)—=f(zo)
I

finito il limite fllm% . Tale limite si chiama derivata di f in x e si indica
—

h
d
con f'(xy), Df(xo), %f(xo). In sintesi
[+ h) — f(xo)
, p—

f'wo) = lim h :

Esempio 3.1.2 Data f : R — R, f(x) = k, k costante, si ha per zo € R
k—k
/ pum —_—
f(xg) = hr% . 0

Esempio 3.1.3 Data f : R — R, f(xz) = mx + g, m, q costanti, si ha per x € R

v m(@xA+h)+q—(mx+h)
fila) = lim h =

Terminologia: se una funzione f : Ja, b — R e derivabile in ogni = € a, b|, allora
la nuova funzione x — f’(x) si chiama derivata di f.
Esempio 3.1.4 Data f : R — R, f(z) = 22
vy (x+h)?—a* 2hax+h*
L

Esempio 3.1.5 Calcoliamo -L+/z, per = > 0.

d —  lm \/934— Vr+h—a — lim V+h—yz Ve+h+x
dr h—0 h—0 h VT +h+r
h 1

= lim = .
=0 x[Vo +h+ 4z 2V
Esempio 3.1.6 Calcoliamo e

— 1 —C
d:ce PR h T h

z+h T 6h -1

grazie al limite notevole (5) (p. 14) della funzione esponenziale.



Dispense matematica. October 21, 2009 16

3.2 Derivata e retta tangente

Definizione 3.2.7 Data f derivabile in x, la retta di equazione y = f(xo) + f'(xo)(x —
xo) si chiama retta tangente al grafico di f nel punto (xo, f(xo)).

Tra tutte le rette che passano per (z, f(z¢)), la retta tangente & quella che meglio
approssima f attorno a z,, nel senso seguente. Consideriamo una qualsiasi retta
passante per (x, f(zo)), non verticale. Essa avra equazione y = m(x — zo) + f(o)
per qualche m € R. Prendiamo ora x vicino ad z, e consideriamo il punto P =
(x, f(z)) sul grafico di f e il punto @ = (z,m(x — zo) + f(z0)) sulla retta. Allora

vale
lim lunghezza del segmento PQ
T—x0 |x — «%’o’

= | /(o) —ml.

La scelta m = f’(z¢) € 'unica che rende nullo quel limite.

3.3 Tecniche di derivazione

Osservazione 3.3.8 Se f e g sono derivabili in x, allora la loro somma e derivabile e vale
(f +9)(z) = f'(z) + ¢ (2).

Inoltre (\f) (z) = \f'(z), per ogni A € R.

Teorema 3.3.9 (Derivate prodotto e quoziente) Se f e g sono derivaili in x, allora il
loro prodotto e derivabile in x e vale

(f9)'(z) = fi(x)g(x) + ¢'(x) f (x)
Inoltre, se g(x) # 0, allora

N P@e) - g @)
D() @)= g(@)?

La prima delle due formule si prova partendo dalla definizione di derivata.

(F9)'(x) = lim 2 [f(x + gl + ) — f()g(e)

h—0

= lim %{[ f(x+h) = f(@)]g(e+h) + f(@)lg(z + ) — g(x)]

h) — h) —
- lim fx+ l)l f(w)g<x+h)+}llii%f(x)g(w+ ; g(x)
= ['(@)g(x) +g'(x) f ().
1 La seconda si prova analogamente. O

11 Abbiamo usato qui il fatto che, poiché g & derivabile in z, allora g & continua in x. Questo segue
dal fatto che
gz +h) - g(x)

g(x—i—h)—g(x):fhﬁg’(x)ﬂ:o, per h — 0.
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Si possono calcolare con il teorema precedente le derivate delle funzioni

flz) = . f(z) = xcosuz, f(z) = Ve, f(x):x +1

sinz’

logx

Teorema 3.3.10 (Derivata di funzioni composte) Se f ¢ derivabilein x e g e derivabile
in f(x),allora f o g e derivabile in x e vale

(fog)(x)= f'(g9(x))d (x).

Dimostrazione. Indichiamo brevemente la dimostrazione nel caso in cui valga ¢'(z) #
0. In questo caso si puo’ riconoscere che vale g(z + h) — g(z) # 0, per h vicino a
zero. Allora

flg(x+h)) — flg(x)) flg(z+h)) = flg(x)) g(z +h) — g(x)

(f0g)(a) = lim h =T k) —g() h
= f'(9(x))d (),
come si voleva. -

Esercizio 3.3.11 Calcolare le derivate delle sequenti funzioni:

d » d ,
o cos(2z), = o log(1 + 3z7),
f(z) =a"*®" (a>0), f(x)=sin(l+2cosz),
f@) = @ ¥ basinal, J@) = 1V f(e) = explsina?),

f(z) = 2°e > sin .

4 Massimi e minimi di funzioni

Definizione 4.0.1 Sia f : A — Red xy € A. 1l punto x si dice

e di massimo (oppure di minimo) locale se esiste 6 > 0 tale che
f(z) < f(xo) (oppure f(x) > f(xo)) Vo € A, |z — x| < 0.
e di massimo (oppure di minimo) assoluto se

F(x) < f(wo) (oppure f(x) > f(x)) Va € A.

Il valore f(xo) assunto da f in un punto di massimo o di minimo si chiama massimo o
minimo.

I massimi e minimi di funzioni derivabili possono essere studiati con 1’aiuto dei
seguenti teoremi.
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4.1 Teoremi di valor medio

Teorema 4.1.2 (di Fermat) Se x, e un punto di massimo o di minimo locale o assoluto
per f e se f e derivabile in x, allora f'(xy) = 0.

Dimostrazione. Basta considerare il quoziente

) = flxo)

r — T

= R(z).

Supponiamo z, punto di massimo. Per z vicino a x(, con = > x, risulta R(z) < 0,
perche f(z) — f(xo) < 0 (punto di massimo) e x — zp > 0. Quindi, poiché le
disuguaglianze si conservano al limite (Teorema della permanenza del segno),

f'(z0) = lim R(z) <O0.
T—T0
Viceversa, se x & vicino a zy, ma = < o, vale R(x) >
(punto di massimo) e x — zy > 0. Quindi si deduce f'(x
Mettendo assieme i due casi si conclude f’(zq) = 0.

0, perche f(x) — f(zo) <0
0) > 0.
O

Esempio 4.1.3 La funzione f : R — R, f(z) = |z|, ha un punto di minimo assoluto in
r=0.
La funzione f : R — R, f(z) = e~ ha in xo = 0 un punto di massimo assoluto.

Teorema 4.1.4 (di Rolle) Se f : [a,b] — R e continua in |a,b], derivabile in ]a,b[ e
soddisfa f(a) = f(b), allora esiste almeno un punto c € |a, b[ in cui vale

f'(c) = 0.

Dimostrazione. Se f e costante, allora si puo’ scegliere un qualsiasi ¢ € ]a, [ e il
teorema e provato.

Se f non e costante, allora esiste un punto ¢ € Ja,b] che & di massimo o di
minimo. ' In tale punto, per il Teorema di Fermat, varra f’(c) = 0. O

Una generalizzazioe del Teorema di Rolle ¢ il seguente

Teorema 4.1.5 (di Lagrange) Se f é continua in |a, b] e derivabile in |a, b|, allora esiste
almeno un punto ¢ € |a, b[ che soddisfa

f(b) ~ fla)

fle) = H5—

Il significato geometrico di questo teorema ¢ il seguente: esiste almeno un ¢ € |a, b]
tale che la retta tangente al grafico di f nel punto (c, f(c)) e parallela alla retta

passante per i punti (a, f(a)) e (b, f(b)).

12Qui & coinvolto un teorema non banale sulle funzioni continue: se f & continua su [a, b], allora
si puo’ dimostrare che f ammette massimo e minimo su [a, b].
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Dimostrazione. Consideriamo l’equazione della retta passante per (a, f(a)) e (b, f(b)),

f(b) — f(a)

— (x —a).

y=fla)+
La funzione g : [a,b] — R,

soddisfa le ipotesi del Teorema di Rolle (infatti si verifica subito che g(a) = g(b) =
0). Quindj, il Teorema di Rolle asserisce che esiste almeno un ¢ €a, b[ che soddisfa
¢'(c) = 0. Dunque, poiché

x €la, b[, sara ¢'(c) = w ]
Un corollario del precedente Teorema ¢ la seguente caratterizzazione delle fun-
zioni costanti.

Corollario 4.1.6 (caratterizzazione delle funzioni costanti) f ¢ costante su |a,b[ se
e solo se f'(x) = 0 per ogni = € |a, b|.

Dimostrazione. Supponiamo f costante. Allora f'(z) = 0, per definizione di deriva-
ta.

Vicecersa, supponiamo che f soddisfi f'(z) = 0 per ogni « € ]a,b[. Fissiamo
un qualsiasi punto = € |a,b]. Applicando il Teorema di Lagrange nell’intervallo
20, 7], otteniamo, per un opportuno ¢ € |zg, x[ 1®

f@) = flxo) = f'(c)(z — 20). (6)
Ma per ipotesi la derivata € nulla dappertutto. Quindi f(x) = f(xo). O

4.2 Derivate e monotonia
Un’ altra applicazione del Teorema di Lagrange ¢ la seguente:

Teorema 4.2.1 (Caratterizzazione delle funzioni monotone debolmente) Una fun-
zione f derivabile in |a, b| e monotona crescente debolmente su |a, b| se e solo se f'(x) > 0
per ogni x € |a,b]

Dimostrazione. Se f e crescente in |a, b[ , allora consideriamo = < x+ h, dove z,z+h
sono punti in ]a, b]. Allora per definizione di funzione monotona vale f(xz + h) >
f(z). Prendendo il quoziente,

z+h)— f(z
D =16) Lo L iy g

flath) — 1@
)0y,

BOin |z, zo[, se = < zo.
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Viceversa, se f'(z) > 0, applicando il Teorema di Lagrange (formula (6)) nell'inter-
vallo [z, z], con a < zy < x < b otteniamo, per un opportuno ¢ € |z, z|

f(x) = fzo) = f'(c)(z — x0) >0,

perché per ipotesi f'(c) > 0. Quindi f(z) > f(x(). Questo argomento vale per ogni
coppia zy < z di punti nell'intervallo a, b. Quindi f & debolmente crescente.  [J

Osservazione 4.2.2 Ragionando allo stesso modo (con il Teorema di Lagrange), si puo’
riconoscere che una parte del teorema sopra vale per le funzioni strettamente crescenti.
Piu’ precisamente, se f soddisfa f'(x) > 0 per ogni x € |a,b|, allora f e strettamente
crescente su |a, b.

Esercizio 4.2.3 Dire, calcolando la derivata e studiandone il segno, in quali intervalli sono
crescenti le funzioni

1 2

fla) =3 f@)=ee, @) =

Esercizio 4.2.4 Calcolare le derivate delle sequenti funzioni, dire in quali intervalli cia-
scuna di esse e crescente o decrescente e individuarne i punti di massimo o di minimo
locale.

flx)=V1+at, flo)=e"—2z, f(z)=2"—z, [f(z)=72%"
flz)=e*+e* f(r)=xlogz, (perxz>0,)

1+ 22
— e @) = (- 3)VE

2

flx) =ze™™, [(x)

4.3 Teorema di de ’'Hopital

Un'ultima applicazione del Teorema di Lagrange ¢ la regola di de I'Ho6pital. Diamo
qui un enunciato in un caso particolare.

Teorema 4.3.1 (di de ’'Hopital perlimiti di tipo lim,_,. % = 2) Siano f e g due fun-
zioni derivabili su |a,b[. Sia ¢ € ]a,b] tale che f(c) = g(c) = 0. Assumiamo che sia
g'(x) # 0 per ogni x € ]a,b|, x # c. Allora, se il limite
/
i 1)
e g'(x)
esiste e vale L, sara anche
lim m =1L
z—c g(1)

4disuguaglianza stretta.
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Esempi. Verificare usando Hopital, che

sinz __ 1 1 T -z _ 9
TR R FNEC - LA S F i A e )
=0 z =1y —1 =0 1 —cosx

Dimostrazione del Teorema 4.3.1. Consideriamo un punto = > ¢, x € ]a, b[. Conside-
riamo la funzione

h(t) = f(z)g(t) = f()g(z), t€]a,b].

LA funzione h soddisfa le ipotesi del Teorema di Rolle nell’intervallo [c, z]. Infat-
ti, h(c) = f(z)g(c) — f(c)g(x) = 0, perché f e g sono nulle in ¢, mentre h(z) =
f(x)g(x) — f(x)g(x) = 0. Quindi Il Teorema di Rolle asserisce che esiste un punto
s € e, xz[in cui A/(s) = 0. Allora

15

Lasciando tendere x — ¢, sara anche s — ¢, perché s € compreso tra c ed .
.. Coq L . £(s)
Quindi, poiché sappiamo che 755 — L, per s — ¢, avremo

@) _,

lim
r—cC g (fL‘

Y

come si voleva. O

Delle versioni simili del Teor. di de L'Hopital valgono per limiti di tipo

lim /()

e g(x)

)

dove f(z) e g(z) tendono all'infinito e anche con ¢ = 400 e —oo. Ad esempio, il

limite lim,_, 4 < & una forma indeterminata di tipo 2. Applicando Hopital:

4.4 Esercizi di riepilogo

Esercizio 4.4.1 Applicando un numero sufficiente di volte il Teorema di de I’"Hopital, dire
quanto vale

eft

m —.
w—stoo 21000

150Osserviamo che il Teorema di Rolle applicato alla funzione g nell’intervallo [c, z], afferma che,
per un opportuno ¢; € ¢, z, vale g(z) = g(x) — g(c) = ¢’'(c1)(x — ¢) # 0, se = € ]a, b] & diverso da c.
QUindi nel passaggio precedente & corretto dividere per g(x).
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Esercizio 4.4.2 Calcolare i sequenti limiti.

2

. _ . . €
lim ze ™, lim zlogz, lim —————.
z—+00 r—0+ z—+oo L2 4+ e2%
Esercizio 4.4.3 Calcolare i sequenti limiti:
2
=1 - log(1 2
i TN gy €Ty el )
a—0+ rsinz a—too 1 + 22" a—=0  e® —1
. az? . _y
xgrfoo e, per ogni possibile a € R.
: x : 1/x : 1/z : 1
lim e —z, lim e’/*  lim (1 —2cosz)e’”,  lim 5
T—>+400 z—0— z—0+ =0+ T — X
Esercizio 4.4.4 Calcolare i limiti
x?—4x -4
lim e'/* lim ¢ ¢ , lim ze'/*
z—0+ z—2 g4 — 313 — 222 + 120 — 8 z—+00
. log(e® —e+1) , x
lim - , lim —,
=1 sin(z — 1) z——00 \/1 + x2
. log(1+e?) .z +1-32*
lim ———=, lim —.
I—>—00 €T r—1+ et —e

Esercizio 4.4.5 Dire in queli intervalli sono crescenti (o decrescenti) le funzioni
f(z) = x +sinz, f(x) =eY®  x#0;
fi]-1,400[ = R, f(z) =2 —log(l+ x);
Esercizio 4.4.6 Determinare il massimo e il minimo valore assunti dalle funzioni f :
[—1,3], f(z) =aPeg:[-1,2] = R, g(x) = e,
Esercizio 4.4.7 E data la funzione f : R — R, f(x) = =%5. Calcolare

T+a?
S, @)

Stabilire in quali intervalli la funzione e positiva, negativa, crescente, decrescente e deter-
minare i suoi eventuali punti di massimo o di minimo. Tracciare un grafico qualitativo
della funzione data che sia compatibile con le informazioni acquisite.

Esercizio 4.4.8 Data la funzione f : [0,2] — R, f(z) = /x(2 — x), dire quali sono i
suoi punti di massimo o di minimo. Tracciare un grafico qualitativo di f.

Esercizio 4.4.9 Per le tre funzioni fi1, fo, fs : R = R,

3

_ —_r2 _
fl(x):em+e z’ fg(ﬂf):e :Ea fg(l'):e :1:,
calcolare ligl f(z), dire in quali intervalli esse sono crescenti o decrescenti e tracciarne
Tr—r-00

un grafico qualitativo.
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4.5 Formula di Taylor

Partiamo dal caso di una funzione f di una variabile derivabile in z € R. La
definizione di derivata ci dice che

. f@+h) - f@)
A h = /@)
Equivalentemente
}1111)1(1) (f(j * h}z - /@) f’(a?:)) =0, oanche
. f@+h) - f@) - f@hy
i ( h > =0

Quindi dire che una funzione e derivabile in Z equivale a dire che la quantita

g(h) = f(z +h) — f(z) — f'(2)h (7)

tende a zero piu’ rapidamente di h per h — 0. Per descrivere questo fenomeno
introduciamo la seguente scrittura:

Definizione 4.5.1 Sia g : R — R una funzione di una variabile con g(0) = O esia k > 0.
Si dice che g(h) & un o piccolo di h¥ per h — 0 se
g(h)

hm e =0

Si scrive g(z) = o(z*).
Ad esempio, g(h) = h* = o(h). In fatti

lim @ =0.
h—0 h

Analogamente si verifica che g(z) = 2® = o(x) ogni volta che a > 1.
Ancora un esempio: g(h) = h(1 — cosh) = o(h?). Infatti
1 —
lim _g(h) = lim —h( cosh)

hoo  h Py e = (Hopital) = }1112% sinh = 0.

Esercizio 4.5.2 Verificare che
(1) se g(h) = o(h?), per h — 0, allora g(h) = o(h), per h — 0.
(2) la funzione g(h) = sin® h soddisfa g(h) = o(h), ma non soddisfa g(h) = o(h?).

Con la notazione appena introdotta possiamo scrivere in sintesi che se f e de-
rivabile in z, allora la funzione g in (7) € un o piccolo di » per h — 0. Cioe
che

f(&+h) = f(z)+ f'(2)h + o(h). (8)
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La (8) si chiama Formula di Taylor del primo ordine di f di punto iniziale z. Un altro
modo di scrivere la (8) € ponendo z 4 h = z. Allora si ottiene

fl@) = f(@) + f(z)(z — %) + o(x — 2),. ©)

per v — 7. Il seguente polinomio di grado uno nella variabile x:

Tiz(z) = f(z) + f'(z)(x — 2),

si chiama Polinomio di Taylor di grado uno della funzione f e di punto iniziale z.

Per ottenere una approssimazione migliore di quella data da (8) di una funzione
[ vicino a un punto z, &€ necessario fare una approssimazione del secondo ordine.
In essa apparira anche la derivata seconda di f, che e la derivata della derivata
prima e si indica con f”:
d

J(@) = 1),

Teorema 4.5.3 (Formula di Taylor del secondo ordine) Sia f : R — R derivabile
due volte. Assumiamo che f” : R — R sia una funzione continua. ALlora vale, per ogni
zeR,

Fa+ ) = £@) + F@h+ £+ or?), (10

La formula (10) si chiama Formula di Taylor del secondo ordine di f con punto iniziale z.
11 polinomio di grado due

T2,5;($) = f(f) + f/(f)(m _ j) + f”(i’) (37 —2l’)

si chiama Polinomio di Taylor di grado 2 di f di punto iniziale .

Esempio 4.5.4 Scriviamo la formula di Taylor di f(x) = €* di punto iniziale v = 0.
Basta calcolare f(0) = €° = 1. Poi f'(x) = . Quindi f'(0) = ¢ = 1. Infine f"(x) = e”
e quindi f"(0) = €° = 1 In definitiva

h2
e’"‘:1+h+7+o(h2).

Dimostrazione della Formula di Taylor del secondo ordine. La prova del teorema usa
ancora la regola di de 1'Hopital. Infatti, verificare (10) significa vedere che

flz+h) = [f(z) + f@)h+ ()]
h2
per h — 0. Usando Hopital otteniamo

po F@ ) = [F@) + f@h+ @5

— 0,

f'(@+h) = f'(x)h = ["(x)h

h—0 h? h—0 2h
" Y/
i L0~ @
h—0 2
come si voleva. O

Una applicazione della formula di Taylor del secondo ordine ¢ la seguente.
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Teorema 4.5.5 Se f ha derivate seconde continue in |a, bl e se x € |a, b| e tale che f'(x) =
Oe f"(x) > 0, allora sara f ha un minimo in .

Osserviamo prima di dare una dimostrazione che il viceversa e falso. Se f ha un
minimo in z, allora non & detto che la sua derivata seconda sia positiva. Questo &

provato dalla funzione f(z) = z*.

Dimostraz. Basta scrivere la formula di Taylor di punto iniziale z. Si ottiene:

2

Fla 1) = F(@) + P+ 1+ R0 = £+ 7@ mw,

dove R(h) = o(h?). Per definizione di o piccolo dato un qualsiasi ¢ > 0 possiamo
trovare 9. > 0 tale che

R(h)
e
La situazione suggerisce di scegliere ¢ = f”(z)/4. Dunque (12) diventa

] <e  sel<|h| <6 (12)

—fT(:U)hQ < R(h) < fT(x)hz, se 0 < |h| < 4.

Se inseriamo questa informazione in (11), abbiamo, per 0 < |h| < 4,

h? h? h? h?
fa+h) = f(z) = f(2)5 + B(h) > ['(2) 5 = (@) > [(2) 7 > 0.
Quindi z € un punto di minimo locale. O

Esercizio 4.5.6 Determinare i punti di massimo o di minimo di f : R — R, f(z) =
e” + e~*. Soluzione: x = 0 e punto di minimo (assoluto).

4.6 Successioni (x)

Una successione € una funzione f : N — R, cioé una funzione definita su N =
1,2,3,..., a valori reali. In altre parole, una legge f che ad ogni n € N associa
f(n) e N.

Per tradizione, in letteratura la variabile di una successione non ¢ messa tra
parentesi, ma come indice. La successione si indica con (a,,)nen 0 con (ay,).

Esempio. Definiamo la successione (a,) come segue. a, = n?, oer ogni n € N. E
la successione che a ogni numero n € N associa il suo quadrato. 1 +— a; = 1? = 1,
2 = ag = 22 = 4, e via dicendo.

Sipud parlare di limite di successione, imitando la definizione di lim,_, - f(z).

Definizione 4.6.1 Si dice che (a,,) tende a L € R, se per ogni ¢ > 0 esiste n. > 0 per cui

la, — L| < e, perognin > n..
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Ad esempio, ragionando nello stesso modo in cui si verifica che lim, .., £ = 0, si
100 ¢
puo’ vedere che lim,,_, ;o + = 0.
Enunciamo (senza dimostrazione) il seguente teorema.

Teorema 4.6.2 (Limiti di successioni monotone) Se (a,,) é una successione monoto-
na crescente,'® cioe
an < Qpi1, VneN,

allora (a,) ammette limite. Cioe esiste un L € R, o eventualmente L = +oo, tale che

lim,, , o a, = L.

Esempio 4.6.3 (Numero di Nepero e capitalizzazione) Se mettiamo in banca un ca-
pitale C' e l'interesse annuo ¢ i, allora dopo un anno avremo un capitale

Se la banca ci pagasse un interesse semestrale di i /2, savemmo avvantaggiati, perché, a fine
anno avremmo un capitale
o1+ )1+ L) =c(ir ) =c(iri+ iQ)
Co = —_ —_ = —_ = VA —
? 2 2 2 47

che é piu’ grande di c,. Possiamo chiederci cosa succederebbe se gli interessi fossero pagati
n volte. In questo caso, a fine anno avremmo un capitale di ¢,, = C (1 + %) . Si puo’
verficare, con un esercizio non banale, che in effetti c,, & monotona crescente, cioe che

Cn < Cpy1, VN

Il limite di c,, e in effetti uno dei limiti notevoli gia incontrati. Infatti,

lime, = lim C<1—|—£>n: lim C’{(l—l—l)T}Z.
n

n—+-00 n n—-+o00

Ponendo i/n = x, osserviamo che per n — +oo vale x — 0+. Possiamo calcolare il limite

1
i 1/x —= i 1/1 et 1 — =
Jim (1+) Jim exp(log((1 +2)7)) = lim exp {I log(1 + w)} €,

grazie al limite notevole del logaritmo discusso nei giorni passati. Da qui si deduce che

lim,, o ¢, = Ce".

5 Integrali

5.1 Costruzione (x)

Consideramo una funzione f continua su [0, 1]. L'integrale di f si definisce tramite
un processo di limite di due successioni. La successione delle somme inferiori s,, e
quella delle somme superori 5,,.

1610 stesso teorema vale se f & decrescente. In quel caso L puo’ essere —oo.
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Le successioni sono costruite come segue. Usiamo qui la notazione

1[215111]” =min{f(z) : z € [a, 5]},

per ogni intervallo [a, 5] C [0, 1]. Osserviamo che, poiché f & continua, minimo e
massimo sono realizzati in un punto. Cioe esistono z,z, € [a, ] per i quali vale
f(x1) = ming, g f e f(x2) = maxp, 5 f. Poniamo

So = 1-min f

[0,1]
L ming +:-minf
S1 = — - 1IMin — - 1N1n 5
2 pdt 2 iy
1'f+1’f+1'f+1'f
So = — - 11N — - 1Min — - 1Min — - 1M1in s
4 0,4 4 (11 4 13 4 3y
AY AY AY

s
\ 53
s

Figura 9: I primi tre passi dell’approssimazione tramite somme inferiori.

Al passo n—esimo avremo
1 :
Sp = E — min
" o k1 k- /
k:1 277, 7271

In modo analogo definiamo la successione delle somme superiori, sostituendo
pero il minimo con il massimo.

Si vede immediatamente che S, > s,, (il massimo di una funzione su un insieme e
sempre maggiore o uguale al minimo). Inoltre se f & costante, f(x) = k, allora sara
s, = S, = k, per ogni n. Evidenziamo ora altre proprieta delle due successioni:

(@) sp < spt1,perognin =1,2,.... (s, monotona crescente).
(b) S, > Sp+1, perognin =1,2,.... (S, monotona decrescente).

(€) sp, < Sy, perognin,m=1,2,....
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Diamo l'idea della verifica di (a). Consideriamo il caso n = 1. Si tratta di osservare
che
mmf >minf, e minf > minf (13)

[0,3] (0,1] [1.,1] [0,1]

(il minimo decresce, se ingrandiamo l'insieme su cui lo calcoliamo). Allora risulta

1 1 1
11nf+— m1nf>— n11nf+— minf=1- mmf-sl

S9 =
(1,1 2 o1 2 o1 [0,1]

1
2 o
Capito cio , e facile riconoscere che s, < s3 e via dicendo.

La proprieta (b) si puo’ riconoscere analogamente alle (a), osservando che la
disuguaglianza (13) si rovescia, se sostituiamo il minimo con il massimo.

Una volta vista la monotonia di (s,) e di (.5,,), possiamo verificare (c). Suppo-
niamo ad esempio che n > m. Osserviamo ancora che S,, > s,,. Infatti,

on

1 .

2” ’2n

277. oM PIORPId

Poiché ciascuno dei termini nelle graffe ¢ > 0, la loro somma sara > 0. Quindi
Sy > s,. D altra parte, visto che (.S,,),, € decrescente (proprieta (b)), sara S,, > S,.
Quindi

S — Sp > S, — s, >0,

che é la proprieta (c).
Le proprieta (a), (b) e (c) ora discusse, permettono di concludere che, se indi-
chiamo con s = lim,, 1 S, €d S = lim,,_,, o, S, allora risulta

s < S.

Quindi, I'approssimazione “da sotto” ha un limite < dell” approssimazione “da
sopra”. In effetti, si puo” provare che i due limiti coincidono per tutte le funzioni
continue.

Teorema 5.1.1 Se f e continua su [0, 1], allora lim,, . s, = lim,, ., S,. Il valore
comune dei due limiti si chiama integrale di f e si indica con

1 1
/ f(z)dz, o, piu’ brevemente, con / f.
0 0

La costruzione delle somme superiori e inferiori fatta qui, puo’ essere generalizzata
a un intervallo arbitrario [a, b] per una funzione f continua su [a, b], conducendo

alla definizione di fab f.
La dimostrazione del Teorema 5.1.1 non ¢ facile e non verra presentata qui.
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5.2 Proprieta elementari dell’integrale

L'integrale ha le seguenti proprieta , che possono essere verificate a partire dalla
definizione:

Proprieta di linearita. Se f e g sono funzioni continue, A € R,

/b[f()—i—g dx_/f dx+/ab()dx
//\f V= A /f

Proprieta di additivita. Se conveniamo poi di porre, quando b < q,

/ab f(z)dz = — /ba f(z)dz

vale, per f continuainRea,b,c € R,

(Proprieta di linearita )

b c b
/ /= / [+ / f  (Proprieta di additivita ).
Proprieta di monotonia.

b
f(@) > 0sulab] = /fzo. (14)

Osserviamo che per una funzione positiv a e continua f : R — R, il numero / f

definisce I’area della parte di piano compresa tra il grafico di f e l’asse x, delimitata
dalle rette + = a e = b. La formula (14) dice anche che

fo <o s = [ 1<

La definizione come limite della successione delle somme inferiori o superiori
non e utile a calcolare concretamente un integrale (a meno che non lo si voglia
calcolare numericamente).

5.3 Primitive e funzioni integrali

Ai fini del calcolo di qualche integrale semplice, introduciamo la nozione di primi-
tiva

Definizione 5.3.1 (Primitiva di una funzione) Sia f : A — R una funzione continua
su un intervallo aperto A = |a, b[. Una funzione F derivabile in A si chiama primitiva di
fin A se vale

F'(x) = f(x), perognixz e A.
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Esempio 5.3.2 Data f : R — R, f(z) = 3, la funzione F(x) = 3z + 2 e una primitiva
di f in R. Infatti vale F'(x) = 3.

Data f : R = R, f(x) = z, la funzione F(x) = % e una primifiva di fin R. Infatti
L 42/2 = x. Osserviamo che avremmo potuto scegliere F(x) = L + k, con k costante

arbitraria ottenendo sempre una primitiva di f.
Teorema 5.3.3 (Proprieta delle primitive) Data una funzione f:

(A) Se F' e una primitiva di f in un intervallo A, allora la funzione x — F(x)+k é una
primitiva di f in A per ogni k € R.

(B) Se F'e G sono due primitive di f in un intervallo A, allora esiste una costante k € R
tale che F(x) — G(x) = k, per ogni x € A.

Dimostrazione del Teorema 5.3.3. Parte (A). E una immediata conseguenza del fatto
che la derivata di una funzione costante ¢ nulla.
Parte (B). Se F' e G sono entrambe primitive di f. Pertanto

dr
per ogni z € A. Quindi la funzione z — F(x) — G(z) ha derivata identicamente
nulla nell'intervallo A. Pertanto e costante, grazie al Corollario 4.1.6. O

Funzioni integrali. Se f e una funzione continua su un intervallo A, allora,
fissato un punto ¢ € A, per ogni x € A & definito l'integrale [ f(¢)dt. Indichiamo
la funzione = — [ f(t)dt con I..

I.(z) :/ ft)dt, xe€ A
Chiameremo /. funzione integrale di f con estremo inferiore c.

Osservazione 5.3.4 (Funzioni integrali e funzioni di ripartizione) Osserviamo che
la nozione di funzione integrale e strettamente legata a quella di funzione di ripartizio-
ne in Probabilita . Ad esempio, se X & una variabile aleatoria sull’intervallo [0, 1] con
densita continua fx : [0,1] — R, allora la funzione di ripartizione

Fx(z) =P(X <z) = / f(t)dt
0
di X coincide esattamente con la funzione I,.

Osservazione 5.3.5 Se scegliamo due punti base c, ¢’ diversi, allora le funzioni integrali
I, e 1./ differiscono per una costante. Infatti, per la additivita dell’integrale,

I.(z) — C/(a:):/fo—/jf:/jf:cosmnte.
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5.4 Teorema fondamentale del calcolo

Teorema 5.4.1 (Teorema fondamentale del calcolo integrale) Se f ¢ continua suun
intervallo aperto A e c € A e fissato, allora

I'(z) = % / fO)dt = f(z), V€A

Esempio 5.4.2 Calcoliamo usando Il Teorema fondamentale del calcolo la derivata

T

@ |, sin(t?)dt.

Usiamo la funzione f(t) = sin(¢?). Quindi

T

— sin(t?)dt = sin(x?).

T ] syt = sin(a?)
Per calcolare quella derivata non é necessario calcolare l'integrale (anche ammesso che si
sappia farlo, questo sarebbe uno spreco di energie). Analogamente

d r 42 2
— e =", zeR
dz J,

Dimostrazione del Teorema fondamentale del calcolo. Fissiamo z € A. Dobbiamo
provare che

= z+h
6%/0 ft)dt = f(x) cioe lim%/x ' f)dt = f().

h—0

Fissiamo ¢ > 0. Poiché f & continua in z, per definizione di funzione continua,
esiste 0. > 0 tale che

flz)—e< f(t) < f(x)+e, perognitcon|t—z|<e. (15)

Ora scegliamo h < J., per comodita positivo (il caso h < 0 e analogo). Allora,

facendo l'integrale ffrh f(t)dt, saranno coinvolti in esso solo valori di ¢ € [z, z+ h].
Quindi |t — z| < J,, in tutto I'intervallo di integrazione. Quindi, per la proprieta di
monotonia dell’integrale, (15) fornisce

/:+h[f(:c)—€]dt</:Jrhf(t)dt:/:+h[f(:c)+g]dt,

che, visto che i due integrali agli estremi sono integrali di funzioni costanti, diventa

W (2) — €] </x+ F@O)dt < h[f(2) + <.
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Poiché stiamo considerando il caso ~ > 0, dividendo per h avremo

z+h
ﬂ@—s<%/‘ F(O)dt < f(x)+e

Le due disuguaglianze scritte in questa riga valgono non appena 0 < h < ..
Quindi abbiamo di fatto verificato che la definizione di limite ¢ soddisfatta per il

limite
i =)

Con una minima modifica si vede che anche per h — 0— il limite & lo stesso.
Quindi il teorema & provato. O

Corollario 5.4.3 (Teorema di Torricelli) Sia f continuasu A e sia F una sua primitiva.
Allora, in ogni intervallo [a,b] C A, vale

b
/ f(z)dx = F(b) — F(a). (16)
Si usano di solito le notazioni equivalenti

F(b) - F(a) = [F)]) ) = F(a)

r=b

Dimostrazione. Fissiamo una qualsiasi funzione integrale I.. Per il Teorema fonda-
mentale del calcolo /. € una primitiva di f. Quindi, per le proprieta delle primiti-
ve, le due primitive /. e F' differiscono per una costante k: I.(z) = F(z) + k, v € A.

Ma allora
/ /f+/f-—1?+[b——u@+uw

f =
)+ k] + F(b)+ k= F(b)— Fl(a),
come si voleva. OJ

Esempio 5.4.4 Calcoliamo ff xdx. Poiché F(x) = x*/2 ¢ una primitiva della funzione

integmnda, avremo
2 259 1
/xdx:[x—] =2 ——.
1 211 2
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5.5 Tabella di alcune primitive elementari

f(@) F(x)
xn+1

x", , TR n=12,..
n+1

e’, e’, z€eR,

cos T, sinz, z€R,

sin x, —cosr, w€R,
ilfa_H

ZL’a, O_/ER,OZ —]_,[E>0,
a+1 7

1

0 IOg ’l", T 7& 0.

x

Esercizio 5.5.1 Calcolare con la tabella appena scritta
? 12
— +—d

3 —1/2 dr T ™
/ (22 4 23/%)dx, / —, / sin xdzx, / cos xdx.
1 -1 T 0 -

Esempio 5.5.2 Se X ¢ una variabila aleatoria distribuita su [0, 1] con una densita fx(z) =
2
cx?,

(a) dire qual é la costante c di normalizzazione.
(b) dire come ¢ distribuita la variabile Y = X2

La costante si trova richiedendo che fol fx(x) = 1. Calcolando l'integrale,

1 31
/chdx:c:U—‘ zle S c=3.
0 310 3

Quindi la risposta ad (a) é c = 3.
Per rispondere a (b), un modo possibile consiste nel cercare la funzione di ripartizione
diY. Pery € [0,1],
v Vi
Fy(y) =P(Y <y)=P(X*<y)=P(X < fy) = / 3a’de = 2|V =P,
0

Quindi Fy (y) = y*? e, di consequenza, la densita risulta essere

Fr(y) = 5y

6 Tecniche di calcolo degli integrali

Descriviamo ora alcune tecniche per il calcolo esplicito di integrali.
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6.1 Integrali di derivate di funzioni composte

Date due funzioni f, g tali che si possa scrivere f o g, vale la formula

2 gl = flo())g' ().

Allora il Teorema di Torricelli assicura che

b b
/ / d
[ and@is = [ Ho)ds = [flgla)l 17)
Da (17) si possono ottenere numerose primitive in modo quasi immediato.

Come applicazione della formula (17) si svolga il seguente esercizio.

Esercizio 6.1.1 Sia g una funzione derivabile su R. Dire quanto vale la derivata della
funzione composta h(x) = e9@). Usando questo calcolo (assieme al Teorema di Torricelli)
b

dire quanto vale l'integrale / eI @ g (z)d.

Calcolare, usando le considerazioni appena fatte e scegliendo di volta in volta una g(x)
opportuna, gli integrali

2 5 5 3 ™
2 _ 3 3 .
/ 2ze” dx, / e “dx, / z?e " dx, / e cos xdx, / e“®Tsinx dr.
1 0 3 0 0

Esercizio 6.1.2 Nello stesso spirito dell’esercizio precedente, scrivere la derivata della fun-
zione composta h(z) = log(g(x)), dove g(x) e una funzione positiva. Usare questo
risultato per calcolare gli integrali

2 2 w/4
x sin x
/ dx, / dx.
1423 0 COST

Esercizio 6.1.3 Ancora ragionando come sopra, ma usando [’espressione della derivata
della funzione composta h(z) = sin(g(x)), calcolare

1/3

T 0
/ 2% cos(2%)dx, / x cos z2dz.
0

V7

Sostituendo la funzione seno con la funzione coseno, calcolare

w/2 w2 /4
/ cos(2x)dzx, / o \/Ed:c
0 0 VT

Esercizio 6.1.4 Calcolare

w/2
/ sin?(x) cos(z)du.
0
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6.2 Integrazione per parti

Teorema 6.2.5 (Formula di integrazione per parti) Se f é continuasu [a,b] e g e derivabile
in ogni punto di [a, b], allora, indicando con F una primitiva di f in [a,b], si ha

[ @tz = [F@g@)]l - [ Fayg @ye Q0
Dimostrazione. Basta calcolare la derivata
L Pa)g(r) = F()g(a) + [(@)g' () = f(x)o(x) + () (@)

Integrando su [a, 0]

b b
| F@eyis = [ (f@at@) + ) )i
Quindi per la Formula di Torricelli,
b b
[F()g()]" = / f(@)g(x)dz + / f(2)g/(2)de,

che da immediatamente (1).

Esempio 6.2.6 Calcoliamo fol xe®dx. Scegliendo f(x) = e*, g(x) = x, abbiamo

1 1
/ zetdr = [xew](l] — / edr = [az:ez — e‘”}é =1.
0 0
Analogamente, per integrare la funzione logaritmo,

b b b
/logx d:c:/ 1-logxdxr = [xlog:c}i—/ ldx = [xlogx—x}z

Un ultimo esempio di integrazione per parti

b b
/wsinxdx:[x‘(—cosx)]f;—/ (—cosz)dr = [—xcosx—i—sinx}z.

6.3 Cambi di variabile

Teorema 6.3.1 (Cambio di variabile negli integrali) Se f ¢ continua su [a,b] eseh :
la, B] = [a, b] e una funzione derivabile, allora vale la formula

h(B) B
/ f(x)de = / SO (t)dt @)
h(a) @
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Prima di dare la dimostrazione, applichiamo la formula al calcolo del seguente
integrale:

4
/ sin v/z dx.
0

Poniamo /z = t. Quindi avremo x = t* = h(t). Scegliendo o = 0 e 8 = 2, avremo
h(0) = 0 e h(2) = 4. Inoltre /' (t) = 2t. Quindi

4 2
/ sin vz dr = / (sint) 2tdt.
0 0

Questo ultimo integrale e stato calcolato nell’esempio precedente, integrando per
parti.
Dimostrazione della formula del cambio di variabile. Basta considerare le due funzioni
F e G definite su |«, §] come segue
h(z) z
Fe) = [ fa)de e Gl = / F(R()H () dt.

h(a)

Dire che vale la formula (2) e’ esattamente equivalente a dire che vale F'(3) = G(3).
Per riconoscere cio’, verifichiamo:

(1) che F' e G hanno la stessa derivata su |a, (.

(2) Che F' e G coincidono in un punto almeno.

Per provare che F’ = (&, basta applicare il Teorema Fondamentale del Calcolo:

G'(2) = f(h(2))N'(2).

La derivata di F' si ottiene derivando la funzione composta

h(2)
z > h(z) — / f(z)dz
h(a)
e vale, di nuovo per il Teorema fondamentale del calcolo,

F'(z) = F(h(=))H(2).

Quindi le due funzioni hanno la stessa derivata in ogni punto. Pertanto differisco-
no per una costante k. D’altra parte, tanto G quanto F' valgono zero, per z = a.
Cio significa che la costante k € zero. Quindi G = F' su tutto [«, §]. In particolare
sara G(f) = F(B), che e esattamente (2). O

6.4 Esercizi sul Teorema fondamentale del calcolo.

Esercizio 6.4.1 Dire, usando il Teorema fondamentale del calcolo, quanto valgono le deri-
vate delle funzioni

x 0
f(z) = / cos(t?)dt, / sin te'dt.
0 T
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Esercizio 6.4.2 Consideriamo, data una funzione f continua la sua funzione integrale di
estremo inferiore ¢ = 0 e la indichiamo con 1. I(x) = [ f(t)dt. Il Teorema fondamentale
del calcolo afferma che I'(x) = f(x), per ogni x € ]R

Se g e’ una funzione qualsiasi derivabile, dire quanto vale la derivata della funzione
composta x — I(g(x)).

Usare la risposta alla domanda appena posta per calcolare le derivate

2+ ) 2x
/ f(tdt, — e dt, /t%tdt.
0 T

(per calcolare I'ultima derivata, si provi a scrivere l'integrale come somma di due integrali
usando la additivita fabf = fao [+ fob f,perognia,b € R).

6.5 Integrali generalizzati

In questa parte ci occupiamo di definire in modo corretto 1" integrale di una fun-
zione continua su un intervallo illimitato. Consideriamo una funzione continua su
la, +00[ e non negativa.

Definizione 6.5.1 Sia f : [a,+0o] — R una funzione continua che assume valori non
negativi, f(x) > 0 per ogni x € [a, +oc[. Si dice che f é integrabile in senso generalizzato

u [a, +oo[ se il limite
R
li d
R%IIJrrloo\/a f(l') v
esiste finito. In tal caso poniamo

" fe)de = tim / f

a R—+4o00

Se invece il limite & +o0o, allora diciamo che la funzione non e’ integrabile in senso genera-
lizzato.

Una terminologia equivalente e: 1'integrale f:oo f(x)dx e’ convergente, se il limite
e’ finito, oppure divergente se il limite & +oo.

Esempio 6.5.2 La funzione f(x) = 1 non e integrabile in senzo generalizzato su [0, +o0|.

Infatti,
R

lim ldz = lim R = 4o0.

R—+oc0 /o R—+4o00
La funzione f(x) = e~ e’ invece integrabile in senzo generalizzato su [0, +o00). Infatti,
preso R > 0,
R
/ e fdy =[—e ) =1—ef — 1, per R — +oo. 3)
0

Quindi f0+°° e *dx = 1. L'integrale e’ convergente.
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Vale la pena osservare che se f € non negativa su [a, 400/, allora la funzione

R — /aRf(SL’)dZL’.

& crescente su [a, +oo[. QUindi si puo’ essere certi 7 che il suo limite per R — oo
esiste (finito o +00).

Esempio 6.5.3 Consideriamo la funzione f(x) = x®, per a € R. Esaminiamo per quali
a l'integrale f;roo e’ convergente.
Per discutere I'esempio, dividiamo 2 casi: o = —1 ed o # —1. Nel primo caso

B da
/ — = log z]¥ =log R — +o00, per R — +oo.
1

Quindi l'integrale e’ divergente.

Nel secondo caso
R ot 1R Ro+1 1
z%dx = [ } = — .
/1 a+1llt a+1 a+1

Ora,se a +1 < 0, limp_, oo RO = 0, mentre se a +1 > 0, limp_, oo R = +00.
QUindi l'integrale e’ convergente soltanto se o + 1 < 0. In tal caso vale

+oo 1
/ z%dr = — )
1 a+1

Per o > —1 l'integrale é divergente.

Diamo ora la definizione per integrali del tipo f_boo f(@)dwe [T f(x)da.

Definizione 6.5.4 Se f : |—o0, b] ¢’ continua e non negativa, poniamo

/ ; fla)de = lm_ /R ’ Ha)de.

Diciamo che l'integrale e’ convergente se il limite e’ finito e che l'integrale e” divergente se
il limite e’ +-o0.

Infine: se f : |—o0,4o00[ €’ continua e non negativa, diciamo che f e integrabile in
senso generalizzato su |—oo, +oo| se e’ integrabile in senso generalizzato in entrambi gli
intervalli | —o0, 0] e [0, +-o00[. In tal caso poniamo

+o0

+°Of(;p)d;p:/_ fayde+ [ e

Esempio 6.5.5 Calcolare l'integrale [,"> ze=*dx.
Integriamo per parti:

R R R
/ ve tdr = [—ze | — / e ™ = —Re 40 +/ e 5 1,
0 0 0

per R — +oo. Infatti, limp_, Re % = 0 e, come visto sopra, fOR e~rdr _y 1 per
R — 4o0.

7Una dimostrazione rigorosa di questo fatto esula pero’ dagli scopi di questo corso
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Funzione Gamma Poniamo, perk =1,2,3,...,18

+0o0
['(k) = / 2* e dg,
0

Abbiamo gia visto che I'(1) = 1. Infatti

+o00
(1) = / e “dxr =1,
0

come visto in (3). Verifichiamo ora la seguente proprieta.
I'(k+1)=kl(k), k>1. 4)

Prima di verificare (4), notiamo che, applicando questa formula ripetutamente si
trova, per ogni k numero naturale

D(k+1)=kD(k) = k(k— DI(k— 1) = --- = kI,

Quindi la funzione I' da anche una rappresentazione del fattoriale.
La verifica di (4) e’ un esercizio sulla integrazione per parti.

R R R
/ ahe ™ dy = [—aFe )i + k:/ " e "dr = —RFe M k‘/ * e d.
0 0 0

Poiché limp_, o RFe™® = 0, avremo

R R
lim e %der = k lim P le % dz.
R—+o00 0 R—+o00 0

Esempio 6.5.6 (Distribuzione Gamma) Consideriamo la funzione f : [0,+oo] — R,
f(x) = 2% te™®/8, con o, B > 0. Determiniamo la costante di normalizzazione C, 5 che
rende la funzione f, s = C, pf(x) una densita di probabilita su [0, +oo].

Si tratta semplicamente di calcolare 'integrale di f:

R
/ 2 e /By
0

= (poniamo x /5 =t, dx = pdt, v = R =t = fR)

BR
= / gt temtpdt — BT(ar), per R — +o0.
0

QUindi la funzione
1

~ peT(a)

definisce una densita di probabilita su [0, 400).

xa—le—x/ﬁ

fa,b’ (x)

8In realtd questo integrale e’ convergente per ogni k > 0, numero reale. Questo pero’
richiederebbe qualche precisazione in piu’, visto che lim,_,o zFle™® = 400,56 0 < k < 1.
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Esempi

Esercizio 6.5.7 (Media e varianza della distribuzione Gamma) E data una variabi-
le X distribuita su 0, +o0o| con densita

1
BT (e)

l,a—le—x/ﬁ'

fa,ﬂ (37)

Verificare che

B(X) = /0 o fas(e)dr = af e Var(X) = /O Y@ = BV Lo s(2)de = a2

Nell’esercizio seguente, assumiamo come noto il valore dell’integrale di Gauss

+oo
/ e dy = V. (5)
Esercizio 6.5.8 (Media e varianza della distribuzione di Gauss) Dati y € Re o >
0, una variabile X ha una distribuzione normale di parameri y e o se la sua densita e data
dalla funzione

1 (z — p)?
N,u,0'2 (.T) = o/om exXp (—T> .
Verificare, con il cambio di di variabile L ?/g = t e usando (5), che
o

+oo
N,o2(x)dr = 1.

— 00

Se X ha densita N, 2, verificare che

+o0
E(X)= / TN, 2 (x)dx = p.

o0

Verificare infine con una opportuna integrazione per parti, che

+oo
Var(X) = / (x — p)?dzN, o2 (x)dx = o°.

[e.9]



