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1. Linguaggio, funzioni elementari

1.1. Illinguaggio degli insiemi

Assumiamo come primitiva la nozione di insieme. Indichiamo gli insiemi con lettere maiusco-
le e i loro elementi con lettere minuscole. Introduciamo ora in maniera discorsiva un po’ di
terminologia.

Dato un insieme A, per dire che a € un elemento di A scriviamo

aeA (leggere: a appartiene ad A).

Si possono indicare gli insiemi anche elencandone gli elementi tra parentesi graffe. Se ad esempio
A ={1,2,3}, allora
1€ A,

mentre 5 ¢ A. (¢ silegge: “non appartiene”). L'insieme che non contiene nessun elemento si
chiama insieme vuoto e si indica con @.

Sottoinsiemi e relazioni di inclusione. Dati due insiemi A e B, se vale per ogni a I'implicazione
a€A = acB,
allora si dice che A e sottoinsieme di B e si scrive
A C B (leggere: A ¢ contenuto in B)

In altre parole ogni elemento di A & anche elemento di B. Si puo scrivere anche B O A (leggere:
“B contiene A”). Se A C Be B C A, allora A e B sono uguali e si scrive A = B.
Abbiamo introdotto il simbolo =, che si legge “implica”. Il simbolo <> si legge “se e solo se”.
Osserviamo che, dati A e B, non e detto che ci sia necessariamente una relazione di inclusione
tra i due insiemi. Si veda il seguente esempio.

Esempio 1.1. Dati A = {1,2,3}, B = {2,3}, C = {2,3,4} verificare se ci sono relazioni di
inclusione tra i tre insiemi e quali sono.
Operazioni tra insiemi. Dati due insiemi A e B:

e L'insieme unione di A e B si indica con A U B ed e costituito da tutti gli elementi che sono
in A oppure in B.

e L'intersezione di A e B si scrive A N B e indica gli elementi che sono in entrambi A e B.

e La differenza tra A e B siscrive A \ B ed e I'insieme fatto da tutti gli elementi che sono in A
ma non in B.

Esercizio. Dati A = {1,5} e B = {1,5,6}, C = {5,6} trovare unione, intersezione e differenza
tra tutte le possibili coppie di insiemi.
Quantificatori. Introduciamo brevemente i seguenti simboli:

e V, che significa “per ogni”;

e 3, che significa “esiste”.

(i)
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Un altro modo per indicare un insieme & mettendo tra parentesi graffe le condizioni che lo
definiscono. Ad esempio

A={xeR:x>1}={xeR|x>1}

indica I'insieme di tutti gli x € R “tali che” x > 1. I due punti : e la barra verticale | sono simboli
sinonimi e si leggono “tali che” oppure “tale che”. Possiamo scrivere ad esempio:

AUB = {x:x € Aoppure x € B}.

1.2. Numeri reali, valore assoluto, intorni

Indichiamo con IN, Z, Q gli insiemi dei numeri naturali, interi relativi, e razionali:

N ={0,1,2,...}
Z ={0,+£1,+2,...}

Q:{%: meZ,nE]N};

i numeri naturali vengono identificati con gli interi relativi non negativi, e i numeri interi relativi
vengono identificati con le frazioni a denominatore 1, cosi’ si ha

NCZcOQ.

Concentriamo la nostra attenzione sull’insieme dei numeri razionali Q. Ogni frazione puo’ essere
rigurdata come una divisione fra interi, questa divisione si puo’ effettuare applicando all’infinito
l'algoritmo della divisione, e si ottiene un numero intero decimale. Ad esempio si ha % =5

6 = 0,8333:--; sie’ ottenuto un numero decimale periodico. Non e’ un caso: ogni frazione
& rappresentata da un numero decimale periodico; viceversa, ogni numero decimale periodico
rappresenta una frazione.

Un numero reale ¢ un qualsiasi numero decimale, periodico o non periodico; l'insieme dei
numeri reali viene indicato con R.

L'insieme dei numeri razionali e’ strettamente contenuto nell’insieme dei numeri reali in quan-
to ci sono dei numeri decimali non periodici:

QcCcR

I numeri reali non razionali vengono detti irrazionali; alcuni esempi di numeri irrazionali sono:

V2=141.., m=314.,e=2718..
Verifichiamo nella seguente proposizione che v2 ¢ Q.
Proposizione 1.2. V2 Q.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che v/2 € Q. QUesto significa che esistono n,m € N

tali che /2 = % In altre parole, 2 = ’:11—22 Possiamo assumere che i due numeri n e m non siano
entrambi pari. ALtrimenti basterebbe semplificare le potenze di 2 a numeratore e denominatore.
Risulta quindi m? = 2n? e pertanto m? & un numero pari. Ma allora anche m & pari (il quadrato di
un numero dispari & sempre dispari). QUindi si scrive m = 2p per qualche p € IN. In definitiva
abbiamo

2n2 =m? = (2p)? =4p* = n?=2p%

Ma allora 12 & pari e quindi anche 7 & pari. In definitiva abbiamo provato che entrambi i numeri
n e m sono pari. Slamo quindi giunti a una contraddizione. O



Analisi matematica. Laurea triennale EA.L [17 ottobre 2013]

Diamo un’idea del fatto che v/2 € R. Costruiamo un numero decimale nel modo seguente:
consideriamo la disequazione
2 <2
cerchiamo il massimo fra le soluzioni intere, ed otteniamo 1; cerchiamo il massimo fra le soluzioni
con un decimale, ed otteniamo 1.4; cerchiamo il massimo fra le soluzioni con due decimali, ed
otteniamo 1.41; ... veniamo cosi” a definire un numero con infinite cifre decimali.
Si prova che il quadrato di questo numero e’ 2. Cosi’

V2=1,41...€ R

La retta reale. Scelti su una retta un primo ed un diverso secondo punto, l'identificazione del
numero 0 col primo punto e del numero 1 col secondo punto si estende in modo naturale ad una
identificazione prima dei numeri naturali, poi dei numeri interi relativi, poi dei numeri razionali,
e infine dei numeri reali con i punti della retta: ogni numero reale e’ identificato con un punto
della retta, ed ogni punto della retta si ottiene da uno ed un solo numero reale.

+ + + { + + +
-2 -1 0 3 1 2
1.3. Valore assoluto, intervalli, intorni

Il valore assoluto di un numero reale 4 e’ il numero reale |a| definito da

la| = a sea>0
] —a sea <0;

Osserviamo le proprieta
jal >0 e |ab] = |al[b],
valide per ogni a,b € R. E facile riconoscere che vale I'uguaglianza
Va2 =la| VaeR.

Infine, si puo usare il valore assoluto per misurare la distanza tra due punti sulla retta reale.
Precisamente vale
|a — b| = distanza traaeb

perognia, b € R.

Esercizio 1.3. Verificare che, datic € R er > 0, la disequazione |x — c| < r vale se e solo se
c—r<x<c+r.

Definizione 1.4 (intorno di centro c € R e raggio r > 0). L’insieme
I(c,r):={x€eR:|x—c| <r}
si chiama intorno del punto c di raggio r.

L'insieme I(c, r) & costituito dai punti x € R la cui distanza dal centro c ammonta a meno di r.
Se prendiamo r “piccolo”, I'insieme I(c, r) identifica i punti sulla retta “vicini” a c.

Esercizio 1.5. Verificare la disuguaglianza triangolare: per ognia, b € R risulta
|a+0b| < a| + |b]|. (1.1)

[Suggerimento: elevare al quadrato entrambi i membri]
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1.4. Potenze

Se a & un numero reale a # 0 allora esiste un unico numero a~' € R \ {0} che soddisfa aa~! =1
Per ogni numero reale 2 € R e per ogni intero relativo n € Z, la potenza di base a ed esponente n
e’ definita da

aa---a (nwvolte) per n > 0;
a' = 1 pern=0,a#0; ;
a~la=l...a7l (nvolte) pern <0,a#0;
le potenze con esponente negativo sono definite solo per a # 0. La potenza 0° non & definita.
Le potenze ad esponente intero relativo hanno le seguenti proprieta”:

= a ,

=a ,

perognia,b #0em,n € Z.
Le potenze ad esponente reciproco di un numero naturale si definiscono tramite le radici:
1

(a>0)

~

|V D
W= W= N
Il
$E5
SIERC IR
\

(a>0)

~

Per ogni numero reale positivo a e per ogni numero razionale ' € Q, la potenza di base a ed
esponente 7 e’ definita da

an = am = (Ya)".
Ad esempio si ha 273 =V272= f/g.

Le proprieta’ delle potenze ad esponente intero relativo continuano a valere per le potenze ad
esponente razionale.

Per ogni numero reale positivo a > 0 e per ogni numero reale r, si puo’ definire la potenza a”
di base a ed esponente r. La costruzione avviene per approssimazione. Ad esempio, la potenza
27 si puo’ ottenere considerando la successione 3, 3,1, 3,14, ... di decimali che approssimano 7,
ed usando la corrispondente successione di potenze ad esponente razionale 23, 2%!, 2314 per
definire per approssimazione 2”.

Si dimostra che le proprieta’ delle potenze continuano a valere per le potenze ad esponente
reale.

Notazione per gli intervalli Usiamo le seguenti notazioni

[4,b) ={x€eR: a<x<b}

[ab={xeR: a<x<b}

la,b)={x € R: a<x<b}

lJo,bj={x€eR: a<x<b}
e per gli intervalli illimitati

a,+o[={x€R: x>a}

[, 400
la,+oo[={xeR: x >a}
]—oo,b[={x €R: x < b}
]—oo,b] ={x € R: x <b}
Nella notazione appena introdotta, I'intorno di raggio r del punto ¢ € RR si scrive

I(x,7)=]c—r,c+r].
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1.5. Funzioni elementari

Definizione 1.6 (Prodotto cartesiano). Se A e B sono due insiemi, il prodotto cartesiano tra A e B
siindica con A X B ed e definito come

AxB:={(a,b):ac Aeb e B}.

Introduciamo ora l'idea intuitiva di funzione. Siano dati A e B insiemi. Si chiama funzione da
A a B una legge f che associa ad ogni elemento di A uno ed un solo elemento di B. L'insieme A
& detto dominio della funzione. Prendiamo un elemento a € A; 'elemento corrispondente ad a
tramite la funzione f si denota con f(a), silegge “fdia” . Alternativamente, f(a) si pud chiamare
immagine di a attraverso f.

Nell'introdurre una funzione f da A a B si usa la notazione sintetica

f:A—B,
L’insieme di tutti i valori assunti da f al variare di a € A si chiama immagine di f e si indica con
f(A). QUindi
f(A):={f(a):a e A}.

Definizione 1.7 (Grafico di una funzione). Sia f : A — B. Il grafico di una funzione é il seguente
sottoinsieme del prodotto cartesiano A X B.

Graf(f) = {(x, f(x)) : x € A}.

Esempio 1.8 (Funzione identita). La funzione f : R — R che associa x stesso ad ogni x € R si
chiama funzione identita. Vedi Figura 1

f:R—=R, f(x)=nx.

Ay

Figura 1: Grafico della funzione identita.

Esempio 1.9 (Funzione costante). Dato un numero k € R, poniamo

fiR—R, f(x)=k
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AY

x‘
Figura 2: Grafico di una funzione costante f(x) = k.
Ay
x‘
Figura 3: La funzione valore assoluto .
Esempio 1.10 (Funzione valore assoluto). E la funzione fR—=R, (ii)
X sex >0,
X)) =
f( ) {—x sex <0.

Esercizio 1.11. Discusso in classe. Tracciare, noto il grafico della funzione valore assoluto, quello

delle funzioni
¢:R—=R, g(x)=|x]+1,

h:R—R h(x)=—|x|
k:R—>R, k(x)=|x—-2|
Esempio 1.12 (Funzioni affini). Sono funzioni del tipo

f:R— R, f(x)=mx+q

dove m e g rappresentano delle costanti fissate. 1l grafico di questa funzione é una retta. m e q
hanno un significato particolare: m & detto coefficiente angolare o pendenza della retta; il punto
(0,9) e il punto in cui la retta taglia I’asse delle ordinate.

Esercizio. Data una funzione f : R — R, si definisca g : R — R, g(x) = f(x) 4+ 1. Che legame ¢’
tra i grafici di f e ¢? Si definisca poi h(x) = f(x + 1). Che legame c’e tra i grafici di f ed h?
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Esercizio. Data la funzione f : A — R, come sono legati il grafico di f e quellodi g : A — R,

§(x) = —f(x)?

n

Esempio 1.13. Funzioni potenza a esponente naturale Sono le funzioni f : R — R, f(x) = x",

doven € IN e un assegnato numero naturale.

Le funzioni potenza con esponente pari hanno grafico simmetrico rispetto all’asse y e so-

no funzioni pari. Le funzioni potenza con esponente dispari hanno grafico simmetrico rispetto
all’origine e sono funzioni dispari. !

Esempio 1.14 (Funzione radice quadrata). E la funzione f : [0,4+o] — R, f(x) = /x. Vedere
Figura 4.

AY

3

Figura 4: Funzione radice quadrata.

1
Esempio 1.15. Grafici delle funzioni potenza negative f : R — R, f(x) = —, conn € N,
distinguendo il caso n pari dal caso n dispari.

Esempio 1.16 (La funzione esponenziale). F la funzione f : R — R, f(x) = ¢*, dovee = 2.718...
é il numero di Nepero. 1l grafico e in Figura 5.
Osserviamo che e* > 0 Vx € R. La funzione esponenziale ha le seguenti due proprieta salienti
exl+x2 — exlexz;
(e'1)*2 = 12, (12)
Spesso si scrive anche exp(x) in luogo di e*.

Si possono anche considerare funzioni esponenziali di base b > 0. Se b > 1 esse hanno un
grafico qualitativamente simile a quello dell’esponenziale in base e. Se b < 1, allora il grafi-
co di f(x) = b* si ottiene per riflessione rispetto all’asse y del grafico di g(x) = (1/b)*. Le
proprieta (1.2) sussistono anche per funzioni esponenziali di base qualsiasi.

Definizione 1.17 (Funzione monoténa). Una funzione f : A — R si dice
e monotona crescente strettamente su un insieme C C A se
Vxl/xZGCI X <X = f(xl) <f(x2)/
e monotona crescente (debolmente) su un insieme C C A se

Vx,x€C, x1<x = f(x1) < f(x2);

IPer definizione, una funzione f : R — R si dice pari se vale f(x)

f(x)=—f(—x)Vx e R.

f(—x) per ogni x € R. f si dice invece dispari se



Analisi matematica. Laurea triennale EA.L [17 ottobre 2013]

AY

/

VH

Figura 5: La funzione esponenziale.

e monotona decrescente strettamente su un insieme C C A se
Vxi,x€C, x1<x = f(x1)> f(x2).

e monotona decrescente debolmentente su un insieme C C A se
Vx;,x€C, x<x = f(x1)> f(x2).

Osserviamo che le funzioni costanti sono ad un tempo crescenti debolmente e decrescenti
debolmente.

Esercizio 1.18. Esercizi per casa. Da svolgere usando la definizione appena data.

e Verificare che la funzione f : R — R, f(x) = x? & crescente strettamente su [0, +o|, de-
crescente strettamente su |—oo,0]. Spiegare perche’ la funzione x*> non é né crescente né
decrescente su R. X

e Verificare che la funzione f : R\ {—1} = R, f(x) = ”

7 é crescente su [0, +co.

e Verificare che la funzione f : R — R, f(x) =

5 € decrescente strettamente su [0, +oo[ e
1+x
crescente strettamente su | —oo, 0]

Esercizio 1.19. Data f : R\ {0} — R, f(x) = 1/x, verificare che f & decrescente su |0, +o[ e su
]—00,0[. Possiamo dire che & decrescente su tutto il suo dominio?

Tra le funzioni crescenti importanti annoveriamo la funzione esponenziale dibaee. exp : R —
R & crescente strettamente. & facile verificare che exp € crescente su C = Z. La verifica per C = R
richiede qualche ragionamento in pid.

1.6. Funzioni iniettive suriettive e biiettive (biunivoche). Funzione inversa

Definizione 1.20 (funzione iniettiva, suriettiva e biunivoca). Sia f : A — B una funzione.

e Sidice che f e iniettiva se per ognia,a’ € A cona # a’ vale f(a) # f(a’). Equivalentemente,
se per due elementia,a’ € A vale f(a) = f(a’), allora deve esserea = a’.

e Gidice che f e suriettiva, se per ogni b € B esiste almeno una € A tale che f(a) = b.

e Sidice che f é biiettiva o biunivoca se f é iniettiva e suriettiva.

(iii)



Analisi matematica. Laurea triennale EA.L [17 ottobre 2013]

Esercizio 1.21 (svolto in classe). Date le funzioni

f:A12} = {3,455}, f(1)=3, f(2)=4
§:{1,2,3} = {45}, g(1)=g(2)=4 3g@3)=5
h:{1,2} - {3,4}, h(1)=3

=
—
N

|
K

dire per ciascuna di esse se é iniettiva suriettiva o biiettiva.
Esercizio 1.22 (svolto in classe). Date le funzioni
fiR = 0,400, f(x)=x
f:]0, 400 = R, g(x)=
h:]0,+oo[ = [0,+co], h(x)=x?

I
®ooR

discutere inietticita e suriettivita di f, g, h.

Esercizio 1.23 (per casa). Verificare che se due funzioni f e g : A — B sono crescenti strettamente
suC C A, allora

(i) f + g é cresente strettamente su C;

(ii) — f é decrescente strettamente su C.

E vero che la funzione prodottoh : A — B, h(x) = f(x)g(x) & crescente su C?

Osservazione 1.24. Si verifica immediatamente che una funzione strettamente crescente o decre-
scente e iniettiva.

Funzione inversa. Ora descriviamo la costruzione della funizione inversa. Sia f : A — B una
funzione biunivoca. Fissiamo un elemento b € B. Poiché f ¢ suriettiva, esiste un elementoa € A
che soddisfa f(a) = b. Tale elemento & unico per l'iniettivita della funzione f. La legge che ad
ogni b € B fa corrispondere tale a si chiama funzione inversa e si indica con f 1.

Definizione 1.25 (Funzione inversa). Sia f : A — B una funzione biunivoca. Allora 'unica
funzione f~! : B — A che soddisfa

f(f Yp)=b VbecB (1.3)
si chiama funzione inversa di f.

Osservazione 1.26. Osserviamo che se f : A — B é una funzione biunivoca e se indichiamo con
f~': B — Alinversa di f, allora vale anche

fU(f@)=a VaeA. (1.4)

Infatti, se anche per un solo a € A risultasse f~'(f(a)) # a, poiché f & iniettiva, avremmo che
f(f~Y(f(a))) # f(a). Ma applicando (1.3) con b = f(a) otterremmo f(a) # f(a), che & assurdo.

Esempio 1.27. Troviamo l'inversa della funzione f : [0, 4+oco[ — [0, +oo[, f(x) = x?. Cerchiamo
una funzione f~1 : [0, +0o[ — [0, +oo[ che soddisfi per ognib > 0

fUFHB)=b = (F1(b)* =0

Passando alle radici, si vede che f~1(x) = /x.

Notiamo infine che la funzione g : R — R, g(x) = x?

non ammette inversa (perché?).

L'esempio precedente e la figura ad esso corrispondente suggeriscono che i grafici di f e f~!

si ottengano 1'uno dall’altro operando una riflessione rispetto all’asse formato dalla bisettrice del
primo e terzo quadrante. Questo avviene in generale.

10
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Osservazione 1.28 (Legame tra il grafico di f e quello di f~!). Sia f : A — B una funzione
biunivoca e sia f ! : B — A la sua inversa. Confrontiamo i grafici delle due funzioni.
Graf(f) = {(a,f(a)) € AxB:ac A}  Graf(f!)={(b,f (b)) €BxA:bec B}

Per confrontare i due grafici, osserviamo che per ognib € B ¢’¢ un unicoa € A tale che f(a) = b.
QUindi possiamo riscrivere

Graf(f ") = {(b,f(b) : b € B} = {(f(a), f " (f(0)) : 0 € A} = {(f(a),0) : 0 € A}

Nell’'ultima uguaglianza abbiamo usato (1.4). Da quest’ultima scrittura comprendiamo che per
ogni punto (a, f(a)) € Graf(f) c’é un punto corrispondente (f(a),a) € Graf(f~!). Tali punti sono
simmetrici rispetto alla rettay = x.

La funzione logaritmo. Sidimostra che datob > 0, b # 1 e preso un qualsiasia > 0, 1’equazione
b* = a ammette un’unica soluzione x. Tale soluzione si chiamo logaritmo in base b di a e si indica
con log;, a.

In altre parole, la funzione exp, : R — ]0,+-co[ exp,(x) = b* & iniettiva e suriettiva e la sua
inversa si chiama logaritmo: log, : ]0, +-c0[ — R. Se utilizziamo la base b = ¢, cioe exp(x) = ¢*, le
proprieta (1.3) e (1.4) divengono:

o8 — x Vx>0 (1.5)
log(e*) =x VxeR. (1.6)

Osserviamo che logx > 0 se esolose x > 1elogx < 0seesolose0 < x < 1. Inoltre, usando le

AY

v

Figura 6: La funzione logaritmo.

proprieta dell’esponenziale descritte in (1.2), si possono provare le proprieta corrispondenti del
logaritmo.
log(x1xp) = log(x1) +log(x2), VYx1,x2 >0 17)
logx{ =alogx;, Vx3 >0a€R. '
L'inversa di una funzione monotona & monotona.

Proposizione 1.29. Sia f : A — B invertibile e monotona crescente strettamente su A. Allora f~ :
B — A e crescente strettamente su B.

La dimostrazione & immediata, ma la omettiamo per mancanza di tempo. Osserviamo perd
che come comseguenza di questa proposizione, si pud affermare che il logaritmo log = exp~! &
una funzione strettamente crescente su 0 < x < co.

11
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Disequazioni con esponenziale e logaritmo. Usando le proprieta di esponenziale e logaritmo
si deduce che
e <b << a<logh, VaeR,b>0.

QUindi possiamo “applicare il logaritmo” o 1’esponenziale a una disequazione per risolverla. Lo
vediamo nei seguenti esercizi.

Esercizio 1.30 (in parte svolti in classe). Utilizzando ["ultima formula risolvere le disequazioni
seguenti

log(x) < —1 log(1+|x]) <5 21 <3¥ 2¢ <3¢
e <e <2 &5>7
log(1+x%) >5 2¥<3 2%>3"
Funzioni circolari. I grafici di seno e coseno sono nelle figure 7 e 8. Osserviamo le proprieta:

Ay

Figura 7: Grafico della funzione seno, su [0, 271].

Ay

v

Figura 8: Grafico della funzione coseno, su [0, 27].

sin®x +cos’x =1 per ognik € Z.

12
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Le funzioni seno e coseno sono periodiche di periodo 27t. Precisamente vale
sin(x + 2kmr) =sin(x) e cos(x +2km) = cos(x) perognik € Z.
Inoltre, la funzione seno e dispari, mentre la funzione coseno & pari:
sin(—x) = —sin(x) e cos(—x) =cos(x) VxeR.

La funzione tangente & definita come segue: tan : R\ {7w/2+kmw:k € Z} — R.

tan(x) := j;r;((z)) .

Nel dominio abbiamo tolto i punti x nei quali si annulla il denominatore cos(x). Osservando il
cerchio unitario, visto che il I’angolo di x + 7t radianti corrisponde al punto opposto a quello a cui
corrisponde 1’angolo x, possiamo affermare che sin(x + 71) = —sin(x) e cos(x + ) = — cos(x)
per ogni x € R. Quindi abbiamo tan(x + 7r) = tan(x) per ogni x. La funzione tangente & periodica
di periodo 7.

tan(x + k7r) = tan(x) Vx € R, k€ Z.

Si verifica che essa & anche crescente su |—71/2, 7t/2[ e su ogni intervallo che si ottiene da esso
traslando di un multiplo di 7.

Funzioni composte.

Definizione 1.31 (Funzione composta). Date due funzioni f : A -+ Beg:C — D,seB C C,
possiamo definirte la funzione composta g o f (che si legge “g composto f” o “g dopo f”) come

segue:
(g0 f)(x) = g(f(x))

Esercizio 1.32. Date le funzioni f : R - R, f(x) = e¢* eg: R — R, g(x) = sin(x), scrivere le
funzionigo fefog.

Siano poih : R — Rel :]0,+oo][ = R, h(x) = x3 e £(x) = log(x). Che succede se tentiamo
di scrivere la funzone f o h : R — R?

Esercizio 1.33 (svolto in classe). Date le funzioni u(x) = sin(x?), v(x) = log(1+ x?) e w(x) =
\/1+ sin(2x), scrivere le funzioni indicate come funzioni composte

1.7. Esercizi per casa

1. Data f : IN = R, f(n) = 2}, e~ ¥, verificare, usando la definizione, che f & crescente su
IN.

2. Sonodate f : A = Beg: B — C funzioni strettemante crescenti. Verificare che go f
estrettamente crescente.

3. Sono date le funzioni

uy(x) = 2% uy(x) = tan(log(x)) wus(x) = cos(log?(x?)),

dove abbiamo usato la notazione log?(z) = (log(z))2. Scrivere le funzioni indicate come
composizioni di funzioni elementari.

4. Verificare con la definizione che la funzione f : R - R, f(x) = x
vallo [}, 4c0].

2 _ x & crescente sull’inter-
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5. Edatag: R\ {-1} = R,
X
gx) = x+1

Verificare con la definizione che g ¢ iniettiva. Esiste qualche x € R per cui g(x) = 1?
Possiamo dire che g & suriettiva?

Consideriamo ora f : R\ {—1} — R\ {1}, f(x) = xL—l—l
Rileggere e capire lo svolgimento dell’Esercizio 1.27. Indicando con f~! l'inversa di f e
partendo dall’identita f(f~1(b)) = b che definisce tale inversa, si sostituisca in tale identita
la forma esplicita di f e si calcoli la funzione f .

. Verificare che f e suriettiva.

2. Limiti di successioni

2.1. Definizioni e primi esempi

Una successione (a,),ecN € una famiglia di numeri a, € R indicizzata da un parametron € IN. A
volte scriveremo (a,) invece di (a,),eN-
Esempio: la successione (a;),cn esplicitamente definita da a, = n?. Elenchiamo alcuni sui
termini:
mp=1 ay=22=4, a3=9,...,

Di fatto una successione non & nient’altro che una funzione definita sui naturali a valori in R.

Definizione 2.1 (successione convergente). Sia (a,),cN una successione di numeri reali. La suc-
cessione si dice convergente se esiste L € R con la seguente proprieta: per ogni ¢ > 0 esiste
ne € N tale che

la, —L| < e perognin > n.

In tal caso si scrive 1i_r>n a, = L e si dice che “(ay) tende a L per n che tende all'infinito”. Si scrive
n—oo

anche a, — L oppurelima, = L.

Definizione 2.2 (successione divergente). Una successione (a,),cN Si dice divergente a +oo se
per ogni M > 0 esiste np; > 0 tale che

ay > M perognin > ny.
In tal caso si scrive lim a,, = +oo0.
n—oo

Con ovvie modifiche si definisce una successione divergente a —co. Puo infine aavvenire che
una successione non sia né convergente, né divergente.

Esercizio 2.3. Verificare usando la definizione che % — 0, pern — +-o00.

Esempio 2.4. Verifichiamo che lim, ;4o niﬂ = 1. Fissiamo un numero ¢ > 0. Cerchiamo di
trovare n. € N tale che
n

’ — 1’ <e Vn>ne.

n+1
Riscriviamo | ;%7 — 1| < ¢ nella forma equivalente nl? < ¢, chevaleseesolosen+1 > %, cioe

1
n>-—1.

€

Ora, se e > 1, tale disuguaglianza e vera per ogni n € IN (il membro di destra é < 0). Se invece
€ < 1, bastera scegliere come n, un qualsiasi numero naturale piti grande di1l/e — 1.
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Esempio 2.5. Verifichiamo che limy,_s 4o €" = +00. Sia M > 0. Cerchiamo ny; € IN tale che e" >
M per ogni n > ny;. Possiamo riscrivere, pasando ai logaritmi e” > M se e solo se n > log(M).
A questo punto e sufficiente scegliere come nj; un naturale maggiore di log M e la definizione di
limite é verificata.

Esercizio 2.6. Verificare i limiti lim;,_, y oo 11 — n?=—coe limy,1e0e” ™ =0.

Esempio 2.7 (limiti di alcune funzioni elementari). Teniamo presente i seguenti limiti:

lim log(n) = +oo, lim n®* =

n——+o00 n—00

400 sea >0
0 sea < 0.

Il caso « = O corrisponde alla successione costante a, = 1, che tende a 1.

" non ha

Esempio 2.8 (successione che non ha limite, o oscillante). La successione a, = (—1)
limite. Osserviamo che i valori di a, sono alternativamente —1,+1,—1,+1,....

Come esercizio proviamo che non é vero che lim(—1)" = 1. % A tale scopo, é sufficiente vedere
che la definizione di limite é violata con la scelta di ¢ = 1. Dobbiamo dunque far vedere che per

ogni possibile scelta di ne = n1 € IN, si puo trovare un naturale n > ny tale che
[(-1)" —1] > 1. (2.1)

A questo punto basta osservare che per ognin dispari risulta (—1)" = —1. Pertanto (2.1) vale per
ogni scelta di n > ny, dispari. QUesto prova che I'affermazione lim,_, yo(—1)" =1 & falsa.

Proposizione 2.9 (unicita del limite). Sea, — Lea, — M, alloraL = M.

Dimostrazione. Assumiamo per assurdo che a, — L e a, — M, supponendo per semplicita che

L < Meche M € R. Applicando la definizione di limite con ¢ = #, troviamo che esiste n’ € IN
tale che "
M—-L * M-L
L— 1 <a, <L+ Vn >n'.
Inoltre esiste n”’ tale che
— L (xx) _
M—M4 <an<M+M v >n'.

Unendo le disuguaglianze (*) e (xx) troviamo che per ogni n pitt grande di entrambi n’ e n” vale

M—-L M-L M-L

M- <ap <L+ = M-L<

che ¢ in contraddizione con il fatto che stiamo assumendo M — L > 0 strettamente. O
Teorema 2.10 (permanenza del segno). Sea, > 0perognin € N esea, — L, allora L > 0.
11 teorema dice in sostanza che “le disuguaglianze si conservano al limite”.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che sia a, — —A, con A > 0 strettamente. Scegliamo ad
esempio ¢ = A/2 nella definizione di limite. Cio0 assicura che esiste n’ € N tale che

A A
A—Z<a, <—-A+Z,  vVn>n
2 2
La seconda disuguaglianza diventa dunque a, < — %, per ogni n > n’. Poiché —% € un numero
strettamente negativo, abbiamo trovato un assurdo, visto che per ipotesi a, > 0 per ogni n €
IN. O

2Con un ragionamento simile si pud dimotrare che I'affermazione lim(—1)" = L & falsa per ogni L € R.
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Una variante del teorema appena dimostrato, afferma quanto segue. Se (x) e (y,) sono delle
successioni per le quali risulta x;, > vy, perognin € Nesex, — Ley, — M pern — 4o, allora
L > M. [Applicare il teorema della permanenza del segno alla successione a, = x, — y/;]

Menzioniamo per completezza in queste note anche il “teorema dei due carabinieri” che si
dimostra sempre in modo elementare usando la definizione di limite.

Teorema 2.11 (Teorema dei due carabinieri). Siano date tre successioni (ay), (by) e (cy) tali che
a, < b, <c, per ogni n € IN.
Assumiamo che a, — L e cy, — L. Allora anche la successione centrale b, — L, per n — +o0.

Ad esempio, per il teorema dei due carabinieri, possiamo affermare che vale

lim 2+ (=D)" =0
n=3+co n ’
perché
_1\n
1 24008 e
n n

e le due successioni “esterne”, a,, = % ecy, = %, tendono emtrambe allo stesso limite L = 0.

2.2. Limiti di successioni e operazioni algebriche

Teorema 2.12. Siano {ay,} e {by,} due successioni. Selim, a, = a € Relim, b, = b € R, allora

lim (an+bn) :a‘l‘b,

n—+o0

lim (anb,) = ab;
n—+oo

. ap _ 4 .
ngrfwa =3 a patto che sin b, #0Vn € Neb # 0.

Non risportiamo la dimostrazione di questo teorema, che, come quelle precedenti, ¢ un utile
esercizio sulla definizione di limite.

I1 comportamento del limite di successioni convergenti e divergenti rispetto all’ operazione di
somma e’ dato dal seguente teorema

Teorema 2.13. Sia: (a,) una successione, convergente ad un numero L, o divergente a +c0 0 —oo; (by,)
una successione, convergente ad un numero M, o divergente a +oo 0 —co. Allora il comportamento della
successione somma (a, + by,) e dato dalla seguente tabella

lima, limb, lim (a, + by,)
L M L+M
L +o0 +o0
L —00 —0
—+o00 —+o00 —+o00
—Q0 — 0 — 0
+oo  —oo | forma indeterminata
Ad esempio,
lim n24+n*=0+00 = 400 limL—nz—l—oo:—oo
n—-+oo n+1

lim #n+e" = 400+ 00 = +00.
n—-+oo
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La forma indeterminata co — co pud produrre qualsiasi risultato, come provano i seguenti tre
esempi.

limn —n? = —co, (verificato nella lezione precedente).

Draltra parte lim;,— 4 n? — n = +o0. Per finire

2_(@) = lim nz—(nz—i—l—f—%) = -1

n——+0oo

Iim n
n—r—+o00
II comportamento del limite di successioni convergenti e divergenti rispetto all” operazione di
prodotto e’ dato dal seguente

Teorema 2.14. Se (a,) — L # 0e b, — oo oppure by, — —oo. Il comportamento della successione
(ayby) e dato dalla sequente tabella:

lima, limb, | lim (a,b,)
L 00 1)
o o (o)

dove il segno di lim (a,by,) e’ il prodotto dei segni di lim a,, e lim by,.

Limiti del tipo 0 - oo danno luogo a forme indeterminate. Ad esempio, due casi di forma
indeterminate 0 - co sono

1 1
lim;(1+n2) zlimﬁ+n:+oo

mentre 1 1 1

lim —(1 =lim—-+ — =0.

im n( ++/n) = lim . + T
Definizione 2.15 (Limite da destra). Siano (a,) una successione, e A € R. Diciamo che {a,}
tende a At per n che tende a +oo se per ogni € > 0 esiste n, € IN tale che A<a, <A+g,
per ogni n > ne. Diciamo che (a,) tende a A~ per n che tende a +oo se per ogni ¢ > 0 si ha

A—e<a, <A perognin > .

Ad esempio,
1 _ 2
lim — =0+ lim =" —o-
n—+oo n n——+oo 1 —n3

(="

La successione -— tende a zero, ma non lo fa né da destra né da sinistra.

Teorema 2.16. Sialima, = L # 0esia (b,) una successione a termini non nulli b, # 0 per ognin € N
e che soddisfi b, — 0+, per n — +4-o0. Allora

- —oo seL <0.

an L +oo seL >0,
im —=— =
n—+oo bn 0+

Se b, — 0—, i segni vanno cambiati.

Per finire, se a, — L € R e se b, — 400 oppure —oo, allora

. On
lim— =0
im b,
I quozienti del tipo
0 00
v =

danno luogo a forme indeterminate.

17



Analisi matematica. Laurea triennale EA.L [17 ottobre 2013]

Esercizio 2.17 (svolto in classe). Calcolare al variare dib € R,

2
i P14
n—»+oo 1+n
Esercizio 2.18. Calcolare i limiti
. 3/2 . .3
ngrﬂm exp(1+n”'*) ngrfm exp(n —n’+1)

ricordando le proprieta: “et® = +o0” ed “e~® = 0+".
Analogamente, calcolare
limlog(1 4 n~ 12 4+ n'/2),

ricordando che “log(+o0) = +o0”.

2.3. Algebra dei numeri reali estesi

Consideriamo l'insieme R* = R U {—o0, +00}; su questo insieme definiamo le seguenti operazio-
ni parziali,

a+o00=+00+a=+00 VaeR

a—0c0=—-0+a=+c0 VaecR

4+ 00 4+ 00 = 400, —00 — 00 = —00

+ 00 — co = forma indeterminata

Si conviene di porre —(—o0) = 400 e —(400) = —o0.
Per cio che riguarda il prodotto, abbiamo, se a # 0

a-(+00) =400 ea-(—o0)=Foo

aseconda chesiaa > 00a < 0. Il prodotto 0 - (+o0) & una forma indeterminata.
Passando alla divisione, abbiamo, se 2 > 0 € un numero reale positivo,

T
foo ' —oc0 7 04 0—

—00.

Tutti i segni nell’ultima formula vanno cambiati se 2 < 0. Da ultimo, i due quozienti

danno luogo a forme indeterminate.

3. Limiti di funzioni

3.1. Punti di accumulazione e limiti di funzioni

Definizione 3.1 (Punto di accumulazione di un insieme). Sia A C Rec € R* = RU {+o0}. SI
dice che ¢ é un punto di accumulazione per A se esiste (x,) successione in A\ {c} con x, — c.

Osserviamo esplicitamente che dire “x, successione in A \ {c}” significa affermare che x, # ¢
per ognin € IN.

Esempio 3.2 (Esempi di punti di accumulazione).
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e [ punti di accumulazione dell’insieme |0,3[ sono tutti i punti dell’intervallo chiuso [0, 3].
Ad esempio, per verificare che 0 é di accumulazione, basta osservare che la successione
(xn) = (1/n) assume sempre valori in |0, 3] e converge a 0. Un punto interno all’intervallo
(ad esempio il punto 1) édi accumulazione perché 1 = lim;, 11+ 1/nerisultal +1/n €
10,3[ per ogni n € IN. COn ragionamenti analoghi si dimostra che i punti di accumulazione
sono tutti i punti di [0, 3].

e L’insieme {1,2,3} non ha punti di accumulazione. Ad esempio il punto 1 non é di accumu-
lazione perché una qualsiasi successione in

{1,2,3)\ {1} = {2,3}

non puo convergere ad 1. Per i punti 2 e 3 si ragiona allo stesso modo.

e IN ha il solo punto di accumulazione +co. Infatti nessun punto p € IN e di accumulazio-
ne (stesso ragionamento dell’esempio precedente). D’altra parte +oco é di accumulazione
perché +co = limy_, 1 o 1.

Definizione 3.3. Sia A C Resia f : A — R una funzione e sia c € R* un punto di accumulazione
di A. Sia L € R* un numero reale esteso. Si dice che il limite di f(x) per x che tende a c & L se per
ogni successione (x,) in A\ {c} valelim f(x,) = L. In tal caso si scrive

lim f(x) = L.

X—C

In altri termini, f(x) tende a L per x che tende a c se
V(xn) € A\ A{c}, limx, =c = limf(x,) =L

Esempio 3.4. Verifichiamo che limy_,, x2 =2 per ogni fissato c € R. A tale scopo, consideriamo
una successione (x,) in R \ {c}che converga a c. Dobbiamo verificare che f(x,) — f(c), cioé

2o e -2 —=0 & (xp—c)(xntc) =0

Ma quest’ultimo limite é verificato perché x, —c — 0 e x, +c — 2c, per c — +oco.

Flx) = {1 sex #1,

2 sex=1,

Esempio 3.5. Sia f : R — R,

Calcoliamo lim,_,1 f(x). Consideriamo (x,) successione che tende a 1, ma con x, # 1 per ogni
n € N. Allora sara f(x,) = 1 per ogni n € IN. QUindi possiamo affermare che lim,_,; f(x) = 1.
Osserviamo esplicitamente che in questo esempio risulta

lim £(x) # £(1).

x—1

Esempio 3.6 (funzione gradino). Poniamo f : R — R,

Flx) = {O, perx <0,

1 sex>0,

Ci domandiamo quanto valelim,_,q f(x). Proviamo ad approssimare 0 con la successione x, = %
(osserviamo che 1/n # 0 per ogni n) e otteniamo f(x,) = f(1/n) = 1.

Proviamo ora ad approssimare 0 con la successione v, = — %, che assume valori negativi per
ognin. Allorarisulta f(—1/n) = 0 per ognin € IN. La conclusione é che il limite lim,_,o f(x) non
esiste (cioe non c¢’é nessun numero L € R* per il quale risulti vera I’affermazione limy_,q f(x) =
L).
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Esempio 3.7. Valelim,_, x2 = +oo.

ALcuni limiti di funzioni elementari:

. " 400 sea >0,
im x* =
xX—+00 0 sea < 0.
lim e* = +o0 lim ¢* =0
x—r+00 x——00

e selog : ]0,+oo[ — R ¢ il logaritmo naturale, allora

lim logx = +co lim log(x) = —oo.
Jim_log lim log (x)
Osserviamo esplicitamente che per verificare quest’ultimo limite, la successione x, — 0 deve
assumere valori nel dominio ]0, +oo].

I teoremi sui limiti (unicita, permanenza del segno, comportamento rispetto a somme prodotti
quozienti) si trasportano naturalmente dal contesto delle successioni a quello delle funzioni.

3.2. Funzioni continue
11 calcolo dei limiti puo essere effettuato, come vedremo, con facilita per le funzioni continue.

Definizione 3.8 (FUnzione continua). Data f : A =+ R ec € A e punto di accumulazione di A,
diciamo che f é continua in c se
lim £(x) = £(c).

X—C

Se diciamo che una funzione f : A — R é continua su A C R, senza ulteriori specificazioni,
intendiamo che essa é continua in tutti i punti c € A di accumulazione per A.

Le funzioni degli esempi 3.5 e 3.6 sono delle funzioni non continue nei punti 1 e 0 rispettiva-
mente.

Enuinciamo in modo informale il principio secondo cui tutte le funzioni “elementari” sono
continue nei loro domini naturali. Inoltre tutte le funzioni che si ottengono come somme, prodotti,
quozienti (a denominatore non nullo) e composizioni di funzioni elementari sono continue nei
domini in cui sono definite.

Ad esempio, possiamo affermare “a vista” che

2
lime*(1+2%) =26, limexp(1+va)=¢*  lim log(1 + x*)
xX—r

BT og(1
X—5 x—3 1+ sin(7x) 05(10)

Menzioniamo anche la seguente formulazione equivalente della definizione di limite, che, cosi
come la scriviamo, vale per c ed L reali.

Proposizione 3.9 (Definizione e-¢ di limite). Se f : A — R, se ¢ € R e di accumulazione per A e se
L € R, allora lim,_,. f(x) = L se e solo se per ogni ¢ > 0 esiste & > 0 tale che |f(x) — L| < & per ogni
x € A\ {c} che soddisfa |x — c| < 6.

3.3. Limiti da destra e da sinistra
Osservando la funzione f : R\ {0} — R,
1
x) = —,
=1
notiamo che calcolando f(x) per x vicino a zero, ma positivo, otteniamo un risultato molto gran-

de. Calcolando invece f(x) per valori di x vicini a zero, ma negativi, otteniamo un risultato
negativo e molto grande in valore assoluto.
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Scriviamo allora che

1 .
lim = = oo, mentre lim f(x) = —oo.
x—0+ X x—0—
I'limiti sopra scritti si chiamano limite destro, o da destra e limite sinistro, o da sinistra. Un fenomeno
analogo avviene nel caso della funzione gradino dell’'Esempio 3.6. In quel caso risulta
lim f(x)=1 e lim f(x) =0.
x—>0+f( ) x—>0—f( )

La definizione di limite destro e sinistro puo essere formalizzata utilizzando la nozione di
punto di accumulazione destro/sinistro e modificando opportunamente la definizione di limite.
In questa sede non presenteremo tutto il linguaggio e ci accontenteremo di una discussione un
po’ informale.

Esempio 3.10. COnsideriamo la funzione sin(x). Il grafico suggerisce (e si potrebbe dimostrare)
che

lim sin(x) = 0.
x—0

Ma piti precisamente possiamo affermare che vale

lim sin(x) =04+ e lim sin(x)=0-—.
x—0+ x—0—

Osserviamo anche che sin(x) # 0 per x # 0 e vicino a 0. In conseguenza di tutte le osservazioni
fatte, possiamo affermare che

1 1
1. = — = 1. = = — .
0% sin(x) 0+ teo e X0 sin(x) 0— Oo
Esempio 3.11.
lim L = feo, lim [08% _log2

x—0+ x3 x—=2— X — 2 0—

lim = lim L L +0o

—0x2 —xt  x=sox2(1—2x2) 1.0+

1 1

lim —— = — = +oo, perché 1 — cos x — 0+, per x — 0.

x—01—cosx - 0+

Esercizio 3.12. Calcolare quando possibile (altrimenti fare i dovuti commenti) i limiti:

1 log(x~!
lim ——— lim log(x™) lim tanx lim tanx
x—1— (x — 1)3 x—=2— Xx—2 x—5— x—Z+
lim e!/* lim e!/* lim log(sin?(x))
x—0+ x—r+oo x—0

log(1 +x) 1
lim —22—"% lim 1 lim 1 lim ——— ib e R
ST conn i lomx Jlip log() M gy perogn

2
—_— li li
o0 e —1 co e e 0% sin(x) x> Fo0 cos(x)
- log(2

lim xz ! lim 08( _+ *) lim x%e™*
x=0—e¥ —1 x—1- (x — 1) sin(x — 1) x5 —00

. X . . X n,—x . 2 .

Xngrrlooe + sin(x) Xgrzlooe 2e xgrfwexp(x + sin(x))

Esempio 3.13. Basandosi sui limiti della funzione e'/*

un grafico approssimativo di tale funzione.

calcolati nell’esercizio precedente, tracciare
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3.4. Limiti notevoli

Nella classe delle forme indeterminate 0/0, descriviamo il comportamento di alcuni modelli
standard, chiamati “limiti notevoli”.

Teorema 3.14. Vale )
sin x

lim =1 e (3.1)
x—0 X

X _
lim &1 =1, (3.2)
x—0 X

La dimostrazione di questo teorema richiede la conoscenza di un po’ di trigonometria e di
qualche proprieta del numero di Nepero e. Non la presentiamo in questa sede.
Dal teorema precedente, si ricava che, se f(x) — 0, per x — ce f(x) # 0, per x vicino a c,

allora ]
fo SOC) e ep(f) 1
2 () )
Ad esempio,
lim sin(x?) =1
=0 x2 '
Ancora:
x xlog2 __
lim 2 -1 = lim ¢ ! log2 = log2.
=0 X x—0 xlog2
Un altro limite notevole ¢ il seguente
Jim 1080 %) _ 4 (3.3)
x—0 X

Usando (3.3), si puo dedurre che, se f(x) — c per x — cese f(x) # 0 per gli x € {dominio di
f}\ {c}, allora

- log(1+f(x) _

,1(15} ) =1. (3.4)

Esercizio 3.15. Calcolare quando possibile i seguenti limiti:

sin(x — 3) sin(2x) lim log(1 + x?)

JICILI}% x—3 chlir(l) X xl—l>r-&l:1<>o x SIn(l/x) x1—1>r-|1:100 Sln(x)’ x—0 x2 + x3
-1 1 log(2 —
lim —* lim 08(x +3) lim(1+ Y% lim 1982 =%
x—0 sin x cos x x——2— (x +2)2cos(x +2) x—0 x—1- (x — 1) sin(x — 1)
x_
)lcig(l) % perognia,b € ]0,+oo[ \ {1}

lim (1 + bx)'/* perognib € R.
x—0

4. Derivate

Sia f : A — R una funzione, sia xy € A = |a, b[ (intervallo aperto, limitato o illimitato). Sia infine
h € R tale che xg +h € A. Idue punti (xo, f(x0)) e (xo + h, f(xg + h)) appartengono al grafico di
f. Laretta che li contiene ha equazione

Pt M ZJ00) (1) + f(xo).
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Il numero w si chiama rapporto incrementale (di punto iniziale x( e incremento h). Esso & il
coefficiente angolare della retta sopra scritta.

A partire dal rapporto incrementale si definisce la derivata lasciando tendere i a zero. La-
voreremo con funzioni definite su intervalli aperti, definendo la derivata in punti interni a tali
intervalli.

Definizione 4.1. Sia data f : |a,b[ -+ R e xg € ]a,b[. f si dice derivabile in x( se esiste finito

f(xo+h) — f(xo)

il limite lim . Tale limite si chiama derivata di f in x e si indica con f'(xg),

h;o h
Df(xop), d—xf(xo). In sintesi
f/(xo) _ ’%13(1) f('xo +h})l _f<x0).

Esempio 4.2. Data f : R — R, f(x) = k, k costante, si ha per xp € R

! = lim —— = 0.
f'(x0) lim —

Esempio 4.3. Data f : R — R, f(x) = mx + q, m,q costanti, si ha per x € R

£/(x) = lim m(x+h)+Z—(mx+h) -

h—0

Terminologia: se una funzione f : ]Ja,b[ — R & derivabile in ogni x € ]a, b, allora la nuova
funzione x — f’(x) si chiama derivata di f.

Esempio 4.4. Dataf: R — R, f(x) = x2.

2_ .2 2
F/(x) = lim (x+h)"—x" im2hx+h _

2x.
h—0 h h—0 h :

Esempio 4.5. Calcoliamo %\/E, perx > 0.

d = _ lim \/x+h—\/5_hm Vx+h—+/x Vx+h+x
dx >0 h >0 h Vx+h+/x

h 1

= im x[Vx+h+x]  2V/x

Esempio 4.6. Calcoliamo %e".

dx h—0 h h—0 h
grazie al limite notevole (3.2) (p. 22) della funzione esponenziale.
Definizione 4.7 (retta tangente). Data f derivabile in x, la retta di equazione
y = f(x0) + f'(x0) (x = x0)
si chiama retta tangente al grafico di f nel punto (x, f(xo)).
Notiamo che, tra tutte le rette passanti per (xo, f(xo)), che sono quelle di equazione
y = fx0) +m(x —xo),

al variare di m € IR, la retta tangente e esattamente quella il cui coefficiente angolare e la derivata
nel punto xg.
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Teorema 4.8. Se f : |a,b] — R e derivabile in xy € |a, b[, allora f é continua in xo.

Dimostrazione. Basta osservare che, per x vicino a xg, x # X, risulta

£ — flxo) = LEZIE) (o ey -0 =0,

X — X0

per x — Xo. O

4.1. Tecniche di derivazione
Osservazione 4.9. Se f e g : |a,b] — R sono derivabili in x, allora la loro somma é derivabile e
vale
(f+8)(x) = f1(x) +8'(x).
Inoltre (Af)'(x) = Af'(x), per ogni A € R.

Teorema 4.10 (Derivate prodotto e quoziente). Se f e g : |a,b[ — R sono derivaili in x € |a, b], allora
il loro prodotto é derivabile in x e vale

(f8)'(x) = f'(x)g(x) + g(x)f'(x)
Inoltre, se g(x) # 0, allora

D(f) (x) = £080) — g0 F'(x)

g g(x)2

Dimostrazione. La prima delle due formule si prova partendo dalla definizione di derivata.
1
(f8)'(x) = lim = [f(x + h)g(x + 1) — f(x)g(x)]

= lim %{[f(x +h) = F(x)]g(x + 1) + f(x)[g(x +h) — g(x)]

i L) — (%) - glx+h) —g(x)
= jm 0 glr+h) + lim f () I
= f(x)g(x) +8'(x) f(x).
Abbiamo usato qui il fatto che, poiché g & derivabile in x, allora g & continua in x.
La seconda affermazione si prova analogamente. O

Ad esempio,
D(xsin(x)) = Dxsinx + xDsin(x) = sinx + x cos(x)

oppure
. . . 2 ) 1_

D tan(x) = Dsm(x) _ Dsinxcos(x) ;sme cosx _ cos x+251n X oom o anche
cos(x) cos? x cos? x 1+ tan?(x).

Esercizio 4.11. calcolare con il teorema precedente le derivate delle funzioni

x2 o x2+1

fx) = flx) = weosx, f(x) = Ve, f(x) =

f(x) = tan(x).

- . 4
smx

Teorema 4.12 (Derivata di funzioni composte). Sia f: A - Beg:C —+DconB C CeA,B,C,D
intervalli aperti. Se f e derivabile in qualche x € A e g é derivabile in f(x), allora g o f & derivabile in x e

vale
(g0 f)'(x) =& (f(x)f (x).
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Omettiamo la dimostrazione di questo teorema.

Esercizio 4.13. Calcolare le derivate delle seguenti funzioni:

d i . d X
%COS(Zx), = Elog(1+3x ),

flx)=a*"%, @>0), f(x)=sin(l+2cosx),
f(x) = (x +e¥ +xsinx)?,  f(x) = 11:_2;/52, f(x) = exp(sin(x?)),
f(x) = ¥’ *sinx.

Esercizio 4.14. Calcolare le seguenti derivate:

f(x) = x? sinx +2cos x f(x) = x? (sinx + 2 cos x) flx) = (2x® — x) (2x® + x)

f(x)=(=x>+x—1)¢ f(x) =4x /x —5x J/x f(x) =x logx —x

X — xz
flx) = 2271 flx) = 31;gx flx)= é_z
f(x):%, a>0 f(x)—xl\(;%x f(x):ﬁ

f(x) =4sin(2x) —3cos(3x + 1) f(x) = log(x? — 5x + 4) flx)=Vx2—bx+4
f(x) = exi-oxH f(x) = sin® x + sin(x%) f(x) = tan(1 + x + 3x2)

2

flx)=x*(222 -5  f(x) = (logx)? +3logx+2  f(x) =x2"

2
f(x) = loglog x ) = f) =y 2

f(x) = /log(x2+1) f(x):( a )2, a>0 f(x):)\e*“, A>0

a—Xx

flx)=x"1e™*, r>0 fx)=x"11-x)"1, ab>0 f(x)

5. Massimi e minimi di funzioni

Definizione 5.1. Sia f : A — R ed xo € A. Il punto x si dice

e di massimo (oppure di minimo) locale se esiste 6 > 0 tale che
f(x) < f(x0)  (oppure f(x) = f(x0)) Vx € A, |x — x0| < 0.
¢ di massimo (oppure di minimo) assoluto se
f(x) = f(xo0) (oppure f(x) = f(x0)) Vx € A.

I valore f(xg) assunto da f in un punto di massimo o di minimo si chiama massimo o minimo.

I massimi e minimi di funzioni derivabili possono essere studiati con l’aiuto dei seguenti
teoremi.
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5.1. Teoremi di valor medio

Teorema 5.2 (di Fermat). Sia f : |a,b] — R e sia xg € |a, b[ un punto di massimo o di minimo locale o
assoluto per f. Se f & derivabile in xo, allora f'(xy) = 0.

Dimostrazione. Basta considerare il rapporto incrementale di punto iniziale xg
x)— f(x
X — X0

Supponiamo xy punto di massimo. Per x vicino a xg, con x > xp, risulta R(x) < 0, perche f(x) —
f(x0) < 0 (punto di massimo) e x — x¢p > 0. Quindi, poiché le disuguaglianze si conservano al
limite (Teorema della permanenza del segno),

f'(xp) = lim R(x) <0.

X—X0

Viceversa, se x € vicino a xg, ma x < xg, vale R(x) > 0, perche f(x) — f(x9) < 0 (punto di
massimo) e x — xo > 0. Quindi si deduce f'(xg) > 0.
Mettendo assieme i due casi si conclude f'(xg) = 0. O

Esempio 5.3. La funzione f : R — R, f(x) = |x|, ha un punto di minimo assoluto in x = 0.
La funzione f : R — R, f(x) = e~ hainxg=0un punto di massimo assoluto.

Teorema 5.4 (di Rolle). Se f : [a,b] — R ¢ continua in [a,b], derivabile in |a, b| e soddisfa f(a) = f(b),
allora esiste almeno un punto ¢ € |a,b[ in cui vale
file)=0.

Dimostrazione. Se f & costante, allora si puo’ scegliere un qualsiasi ¢ € ]a, b[ e il teorema & provato.
Se f non & costante, allora esiste un punto ¢ € ]a, b[ che & di massimo o di minimo. 3 In tale
punto, per il Teorema di Fermat, varra f'(c) = 0. O

Una generalizzazioe del Teorema di Rolle ¢ il seguente
Teorema 5.5 (di Lagrange). Se f ¢ continua in [a, b] e derivabile in ]a, b[, allora esiste almeno un punto
c € |a, b[ che soddisfa
1oy — F0) = f(a)
f (C) - b—a :

Il significato geometrico di questo teorema ¢ il seguente: esiste almeno un ¢ € ]a, b tale che la
retta tangente al grafico di f nel punto (c, f(c)) & parallela alla retta passante per i punti (a, f(a))

e (b, f(b)).

Dimostrazione. Consideriamo 'equazione della retta passante per (a, f(a)) e (b, (b)),

La funzione g : [4,b] — R,

8(x) = £x) — {fla) + LU= S0 gy,

3Qui & coinvolto un teorema importante sulle funzioni continue: se f & continua su [a, b], allora, f ammette massimo e
minimo su [4, b]. Questo significa precisamente che esistono x1, x, € [a,b] tali che

f(x1) < f(x) < f(x2) perognix € [a,b].
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soddisfa le ipotesi del Teorema di Rolle (infatti si verifica subito che g(a) = g(b) = 0). Quindi, il
Teorema di Rolle asserisce che esiste almeno un ¢ €]a, b[ che soddisfa ¢’(c) = 0. Dunque, poiché

x €la,b], sara g'(¢) = L=, 0

Un corollario del precedente Teorema e la seguente caratterizzazione delle funzioni costanti.

Corollario 5.6 (caratterizzazione delle funzioni costanti). f ¢ costante su |a,b[ se e solo se f'(x) =0
per ogni x € |a, b].

Dimostrazione. Supponiamo che f sia costante su |a,b[. Allora f'(x) = 0, per definizione di
derivata.

Vicecersa, supponiamo che f soddisfi f'(x) = 0 per ogni x € |a,b[. Fissiamo un qualsiasi
punto xg € ]a,b[. Applicando il Teorema di Lagrange nell’intervallo [xo, x], otteniamo, per un
opportuno ¢ € |xp, x|

f(x) = f(x0) = f'(c)(x — xo)- (5.1)

Ma per ipotesi la derivata & nulla dappertutto. Quindi f(x) = f(xp). O

5.2. Derivate e monotonia
Un’ altra applicazione del Teorema di Lagrange e la seguente:

Teorema 5.7 (Caratterizzazione delle funzioni monotone debolmente). Una funzione f derivabile
in |a, b| & monotona crescente debolmente su |a, b[ se e solo se f'(x) > 0 per ogni x € |a, b|

Dimostrazione. Se f & crescente in |a, b[, allora consideriamo x < x + h, dove x, x + h sono punti in
|a, b|. Allora per definizione di funzione monotona vale f(x + &) > f(x). Prendendo il quoziente,

JMZO = f’(x):hmeo.

h—0

Viceversa, se f/'(x) > 0, applicando il Teorema di Lagrange (formula (5.1)) nell’intervallo [x, x],
cona < xp < x < b otteniamo, per un opportuno ¢ € ]xg, x|

f(x) = f(x0) = f'(c)(x — x0) >0,

perché per ipotesi f/'(c¢) > 0. Quindi f(x) > f(xp). Questo ragionamento vale per ogni coppia
xg < x di punti nellintervallo |a, b[. Quindi f & debolmente crescente. O

Osservazione 5.8. Ragionando allo stesso modo (con il Teorema di Lagrange), si puo’ riconoscere
che una parte del teorema sopra vale per le funzioni strettamente crescenti. Piu’ precisamente, se
f soddisfa f'(x) > 0° per ogni x € |a, b|, allora f é strettamente crescente su ]a, b|.

Esercizio 5.9. Dire, calcolando la derivata e studiandone il segno, in quali intervalli sono crescenti
le funzioni

1 2 3

fx) =2 ) =xe, f(¥) = 1

40in]x, xq[, se x < xq.
5disuguaglianza stretta.
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Esercizio 5.10. Calcolare le derivate delle seguenti funzioni, dire in quali intervalli ciascuna di
esse é crescente o decrescente e individuarne i punti di massimo o di minimo locale.

fO) =VITH, flr)=e—x fl)=¥-x flx) =2
f(x)=e*+e*, f(x)= xlogx, (perx>0,)

1+2x
— e f0) = (3R

2

flx) =xe™,  f(x)

5.3. Teorema di de I’'Hopital

Un’ultima applicazione del Teorema di Lagrange e la regola di de 1'Hopital. Diamo qui un
enunciato in un caso particolare.

Teorema 5.11 (di de 'Hopital per limiti di tipo limy_ % = %). Siano f e g due funzioni derivabili
sula,bl. Siac € |a,b| tale che f(c) = g(c) = 0. Assumiamo che sia g’ (x) # 0 per ogni x € |a,b[, x # c.
Allora, se il limite

!
i £/
x—c g'(x)
esiste e vale L, sara anche
lim @ =1L
x—c g(x)
Esempi. Verificare usando Hopital, che
sinx X —X _
m o =l 1 m 98 g gy EreT =2,
x—0 X r—1x—1 x—0 1—cosx

Dimostrazione del Teorema 5.11. Consideriamo un punto x > ¢, x € ]a, b[. Consideriamo la funzio-

ne
h(t) = f(x)g(t) = fF(B)g(x), ¢ € ]abf.

LA funzione h soddisfa le ipotesi del Teorema di Rolle nell'intervallo [c, x]. Infatti, h(c) = f(x)g(c) —

f(c)g(x) = 0, perché f e g sono nulle in ¢, mentre h(x) = f(x)g(x) — f(x)g(x) = 0. Quindi Il

Teorema di Rolle asserisce che esiste un punto s € |c¢, x[ in cui /' (s) = 0. Allora

f&x) _ )

fOg's) = fls)g) =0 = 5=

Lasciando tendere x — ¢, sara anche s — c, perché s € compreso tra ¢ ed x. Quindi, poiché

sappiamo che ch :8 — L, per s — ¢, avremo

f) _p

lim —~+%

x—c g(x)

come si voleva. O

60sserviamo che il Teorema di Lagrange applicato alla funzione g nell'intervallo [c, x], afferma che, per un opportuno
c1 € ]e, x|, vale g(x) = g(x) —g(c) = g'(c1)(x —¢) # 0, se x € ]a, b & diverso da c. QUindi nel passaggio precedente &
corretto dividere per g(x).
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Delle versioni simili del Teor. di de L’'Hopital valgono per limiti di tipo

dove f(x) e g(x) tendono all’infinito e anche con ¢ = +c0 e —co. Ad esempio, il limite limy_, ;o &

X
¢ una forma indeterminata di tipo 3. Applicando Hopital:

5.4. Esercizi di riepilogo

Esercizio 5.12. Applicando un numero sufficiente di volte il Teorema di de I'Hépital, dire quanto

vale .

T e
m —++s.
x5 foo 1000

Esercizio 5.13. Calcolare i seguenti limiti.

+2

. . ) . e
lim xe™™, lim xlogx, Iim ————.
X—4o00 x—0+ X400 x2 + e2x
Esercizio 5.14. Calcolare i seguenti limiti:
x2 -1 —X 1 1 2
lim (e -1 li € lim M.

. i
x—0+ xsinx | xS54e14+x27 x50 e¥—1

lim ™, per ogni possibilea € R.

X—>+00
1
lim ¢ —x, lim ¢/%, lim (1 —2cosx)el/x, lim 5
x——+o00 x—0— x—0+ x—0+ X — X
Esercizio 5.15. Calcolare i limiti
2
ex —4x _ 6_4
lim /%, lim , lim xe'/*
x—0% x—2 x4 —3x3 —2x2+12x —8 x+o0
1 x 1
im ol —et ) X
x—»1  sin(x —1) x=-00 \/1 + x2
log(1+ ¢* 241—3x*
fim Jo8(+ed) 13
X——o00 X x—1+ er —e

Esercizio 5.16. Dire in queli intervalli sono crescenti (o decrescenti) le funzioni

f(x) =x+sinx, f(x)=e€*, x#0;

f:]=1,+00[ > R, f(x)=x—log(l+x);
Esercizio 5.17. Determinare il massimo e il minimo valore assunti dalle funzioni f : [—1,3],
flx)=x%eg:[-1,2] > R, g(x) =e*.

Esercizio 5.18. E data la funzione f : R — R, f(x) Calcolare

_ _x
14+x2°

lim f(x).

x—r+oo

Stabilire in quali intervalli la funzione é positiva, negativa, crescente, decrescente e determinare i
suoi eventuali punti di massimo o di minimo. Tracciare un grafico qualitativo della funzione data
che sia compatibile con le informazioni acquisite.
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Esercizio 5.19. Data la funzione f : [0,2] — R, f(x) = /x(2 — x), dire quali sono i suoi punti di
massimo o di minimo. Tracciare un grafico qualitativo di f.

Esercizio 5.20. Per le tre funzioni fi, f», f3 : R = R,

2

) =c +e™,  hx)=eF,  fx) =,

calcolare lirerl f(x), dire in quali intervalli esse sono crescenti o decrescenti e tracciarne un grafico
X—r =00

qualitativo.
5.5. Formula di Taylor
Partiamo dal caso di una funzione f di una variabile derivabile in ¥ € R. La definizione di

derivata ci dice che B B
o FEH D)~ £(2)
h—0 h

= f'(%).

Equivalentemente

lim (w ff’(f)) =0, oanche

h—0

lim
h—0

Quindi dire che una funzione & derivabile in ¥ equivale a dire che la quantita

g(h) = f(z+h) = f(x) = f(%)h (52)

tende a zero piu’ rapidamente di h per h — 0. Per descrivere questo fenomeno introduciamo la
seguente scrittura:

Definizione 5.21. Sia ¢ : R — R una funzione di una variabile con g(0) = 0 e siak > 0. Si dice
che g(h) é un o piccolo di h* per h — 0 se

Si scrive g(x) = o(x).
Ad esempio, g(h) = h? = o(h). In fatti
lim @ =0.
h—0 h

Analogamente si verifica che g(x) = x* = o(x) ogni volta che a > 1.
Ancora un esempio: g(h) = h(1 — cosh) = o(h?). Infatti
lim g(h) ~ im h(1— cosh)

h—0 h =0 2 = (Hopital) = 1113(1) sinh = 0.

Esercizio 5.22. Verificare che

(1) se g(h) = o(h?), per h — 0, allora g(h) = o(h), per h — 0.
(2) la funzione g(h) = sin” h soddisfa g(h) = o(h), ma non soddisfa g(h) = o(h?).
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Con la notazione appena introdotta possiamo scrivere in sintesi che se f & derivabile in ¥,
allora la funzione g in (5.2) & un o piccolo di i per h — 0. Cioé che

f(x+h)=f(x)+ f'(*)h +o(h). (5.3)

La (5.3) si chiama Formula di Taylor del primo ordine di f di punto iniziale ¥. Un altro modo di
scrivere la (5.3) € ponendo ¥ + h = x. Allora si ottiene

flx) = f(®) + f1(2)(x — %) +o(x — %),. (5.4)

per x — . Il seguente polinomio di grado uno nella variabile x:

T1x(x) = f(%) + f/(2) (x — %),
si chiama Polinomio di Taylor di grado uno della funzione f e di punto iniziale .
Per ottenere una approssimazione migliore di quella data da (5.3) di una funzione f vicino a

un punto x, & necessario fare una approssimazione del secondo ordine. In essa apparira anche la
derivata seconda di f, che & la derivata della derivata prima e si indica con f":

F1(2) = f ().

Teorema 5.23 (Formula di Taylor del secondo ordine). Sia f : R — IR derivabile due volte. Assumia-
mo che f" : R — R sia una funzione continua. ALlora vale, per ogni X € R,

f(x+h) = f(x) ‘|‘f/(f)h+f”(f)h?2 + o(H?). (5.5)

La formula (5.5) si chiama Formula di Taylor del secondo ordine di f con punto iniziale %. Il polinomio di
grado due
(x—%)°

Tp(x) = f(®) + f(®)(x = 2) + f1())—

si chiama Polinomio di Taylor di grado 2 di f di punto iniziale X.

Esempio 5.24. Scriviamo la formula di Taylor di f(x) = e* di punto iniziale x = 0. Basta calcolare
£(0) =" = 1. Poi f'(x) = e*. Quindi f'(0) = ¢’ = 1. Infine f"'(x) = e* e quindi f"(0) = ¢* = 1
In definitiva

h2
eh=1+h+3+o(h2).

Dimostrazione della Formula di Taylor del secondo ordine. La prova del teorema usa ancora la regola
di de I'Hopital. Infatti, verificare (5.5) significa vedere che

Flc+h) = [f(x) + f/()h+ £ (2) 5]
h2

— 0,

per h — 0. Usando Hopital otteniamo

FG4 ) = [F() + F @R+ 0%) 1 f k) = £ = £/

i
hlir(l) h? h—0 2h
" Y/
H g G — f1OR
h—0 2
come si voleva. O
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Una applicazione della formula di Taylor del secondo ordine ¢ la seguente.

Teorema 5.25. Se f ha derivate seconde continue in |a, b| e se x € |a,b[ & tale che f'(x) = 0e f"(x) > 0,
allora sara f ha un minimo in x.

Osserviamo prima di dare una dimostrazione che il viceversa é falso. Se f ha un minimo in x,
allora non é detto che la sua derivata seconda sia positiva. Questo si vede considerando I'esempio
costituito dalla funzione f(x) = x* nel punto xo = 0.

Dimostrazione. Basta scrivere la formula di Taylor di punto iniziale x. Si ottiene:

2 2
Fleth) = f()+ F (0 + £ + RO = F@) + 005 +RB), 5

dove R(h) = o(h?). Per definizione di o piccolo dato un qualsiasi ¢ > 0 possiamo trovare J; > 0
tale che

h2 ’ <e se0<|h| <. (5.7)

La situazione suggerisce di scegliere ¢ = f”(x) /4. Dunque (5.7) diventa

f”( )h2<R(> f//()

, se0 < |h| < 6.

Se inseriamo questa informazione in (5.6), abbiamo, per 0 < |h| < &,

1! hz 1/ hz 1/ hz 1 h2
Flrh) = f(x) = f'(x) 4 R(H) > f/(x) 0 = ()% > (1) > 0.
Quindi x & un punto di minimo locale. O

Esercizio 5.26. Determinare i punti di massimo o di minimo di f : R — R, f(x) = e¥ +e %,
Soluzione: x = 0 e punto di minimo (assoluto).

6. Integrali

6.1. Costruzione

Consideramo una funzione f continua su [0, 1]. L'integrale di f si definisce tramite un processo di
limite di due successioni. La successione delle somme inferiori s, e quella delle somme superori
Sy

Le successioni sono costruite come segue. Usiamo qui la notazione

1[mﬁr]1f min{f(x) : x € [a, f]},

per ogni intervallo [«, B] C [0,1]. Osserviamo che, poiché f & continua, minimo e massimo sono

realizzati in un punto. Cioe esistono x1,x € [a, B] per i quali vale f(x1) = min, g f e f(x2) =
max(, g f. Poniamo

so=1-minf

[0,1]
1 1
slzf-mmf—kf minf,
2 7 2 B
1 1 1
szzi-mmf—kf m1nf+f m1nf+f min f,

04" 4 L] 33 (3]
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AY AY AY

A\ &S
A &S
A &S]

Figura 9: I primi tre passi dell’approssimazione tramite somme inferiori.

Al passo n—esimo avremo

In modo analogo definiamo la successione delle somme superiori, sostituendo perd il minimo con

il massimo.
21’1

1
Sp = 2 — max f.
k:1 2” [k2111/2];l]

Si vede immediatamente che S, > s, (il massimo di una funzione su un insieme & sempre mag-
giore o0 uguale al minimo). Inoltre se f & costante, f(x) = k, allora sara s, = S, = k, per ogni n.
Evidenziamo ora altre proprieta delle due successioni:

(@) sy <sp41,perognin =1,2,.... (s, monotona crescente).
(b) Sy > Sy41,perognin =1,2,.... (S, monotona decrescente).
(c) sp < Sy, perogninm=1,2,....
Diamo 1'idea della verifica di (a). Consideriamo il caso n = 1. Si tratta di osservare che

min f > min e minf > min (6.1)
[Ofi]f [Ol]f [2/1]f [OlJf

(il minimo decresce, se ingrandiamo 1'insieme su cui lo calcoliamo). Allora risulta

1 1 1
+ = -mi . mi - =1- =5
i mAT 2 g min 4y = Lo <.

Capito cio , ¢ facile riconoscere che s, < s3 e via dicendo.

La proprieta (b) si puo’ riconoscere analogamente alle (a), osservando che la disuguaglianza
(6.1) si rovescia, se sostituiamo il minimo con il massimo.

Una volta vista la monotonia di (s, ) e di (S, ), possiamo verificare (c). Supponiamo ad esempio
che n > m. Osserviamo ancora che S,, > s,,. Infatti,

on

1 21
Sn—sn—k 2”[k1 k f- kZZ” mm]f:kzzlz—n{ max f — mln]f}

k
o1 2” 11T o7 73

(=

Poiché ciascuno dei termini nelle graffe & > 0, la loro somma sara > 0. Quindi S, > s,. D" altra
parte, visto che (S,), & decrescente (proprieta (b)), sara S;; > Sy,. Quindi

Sm—51 > Sy —5s, 20,
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che ¢ la proprieta (c).
Le proprieta (a), (b) e (c) ora discusse, permettono di concludere che, se indichiamo con s =
limy 4005y ed S = limy, o Sy, allora risulta

s <8S.

Quindi, I'approssimazione “da sotto” ha un limite < dell” approssimazione “da sopra”. In effetti,
si puo’ provare che i due limiti coincidono per tutte le funzioni continue.

Teorema 6.1. Se f ¢ continua su [0,1], allora limy— 40 Sy = limy—s o0 Sy Il valore comune dei due
limiti si chiama integrale di f e si indica con

1 1
/ f(x)dx, o, piu’ brevemente, con / f.
0 0

La costruzione delle somme superiori e inferiori fatta qui, puo’ essere generalizzata a un
intervallo arbitrario [a,b] per una funzione f continua su [4, b], conducendo alla definizione di

I f

La dimostrazione del Teorema 6.1 non ¢ facile e non verra presentata qui.

6.2. Proprieta elementari dell’integrale
L’integrale ha le seguenti proprieta , che possono essere verificate a partire dalla definizione:

Proprieta di linearita. Se f e ¢ sono funzioni continue, A € R,

/ﬂb[f(x) + g(x)]dx = /abf(x)dx+ /ubg(x)dx
/ A = 2 / " f(x)dx.

(Proprieta di linearita )

Proprieta di additivita. Se conveniamo poi di porre, quando b < a,

[ s =~ [ ooan,

vale, per f continuainRea,b,c € R,
b ¢ b
/ f= / f+ / f  (Proprieta di additivita ).
a a c

Proprieta di monotonia.
b
fx) z0sulab) = [ f=o0 62)
Ja

b
Osserviamo che per una funzione positiv a e continua f : R — R, ilnumero | f definisce I'area

della parte di piano compresa tra il grafico di f e I’asse x, delimitata dalle reftex = aex = b. La
formula (6.2) dice anche che

o <g) suiah = [f< [z

La definizione come limite della successione delle somme inferiori o superiori non e utile a
calcolare concretamente un integrale (a meno che non lo si voglia calcolare numericamente).
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6.3. Primitive e funzioni integrali
Ai fini del calcolo di qualche integrale semplice, introduciamo la nozione di primitiva

Definizione 6.2 (Primitiva di una funzione). Sia f : A — R una funzione continua su un in-
tervallo aperto A = |a,b]. Una funzione F derivabile in A si chiama primitiva di f in A se
vale
F'(x) = f(x), perognix € A.
Esempio 6.3. Data f : R — R, f(x) = 3, la funzione F(x) = 3x + 2 & una primitiva di f in R.
Infatti vale F'(x) = 3.
Dataf:R — R, f(x) = x, la funzione F(x) = %2 é una primitiva di f inR. Infatti %xZ/Z =x.

Osserviamo che avremmo potuto scegliere F(x)
sempre una primitiva di f.

2 . .
> +k, con k costante arbitraria ottenendo

Teorema 6.4 (Proprieta delle primitive). Data una funzione f:

(A) Se F e una primitiva di f in un intervallo aperto A, allora la funzione x — F(x) + k & una primitiva
di fin A perognik € R.

(B) Se F e G sono due primitive di f in un intervallo aperto A, allora esiste una costante k € R tale che
F(x) — G(x) =k, per ogni x € A.

Dimostrazione del Teorema 6.4. Parte (A). E una immediata conseguenza del fatto che la derivata di
una funzione costante é nulla.
Parte (B). Supponiamo che F e G siano entrambe primitive di f su A. Pertanto

d
(F(x) = G(x)) = f(x) = f(x) =0,

per ogni x € A. Quindi la funzione x — F(x) — G(x) ha derivata identicamente nulla nell’inter-
vallo A. Pertanto & costante, grazie al Corollario 5.6. O

Funzioni integrali. Se f & una funzione continua su un intervallo A, allora, fissato un punto
¢ € A, per ogni x € A & definito I'integrale [ f(t)dt. Indichiamo la funzione x — [ f(t)dt con
L.

X
h@%z/f@ﬂ,xeA
c
Chiameremo I, funzione integrale di f con estremo inferiore c.

Osservazione 6.5 (Funzioni integrali e funzioni di ripartizione). Osserviamo che la nozione di
funzione integrale é strettamente legata a quella di funzione di ripartizione in Probabilita . Ad
esempio, se X é una variabile aleatoria sull’intervallo [0, 1] con densita continua fx : [0,1] — R,
allora la funzione di ripartizione

a@:m@g@:%ﬁmm

di X coincide esattamente con la funzione I.

Osservazione 6.6. Se scegliamo due punti base c,c’ diversi, allora le funzioni integrali I, e I
differiscono per una costante. Infatti, per la additivita dell'integrale,

Ie(x) — C/(x):/fo—/c/xf:/:/f:costante.
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6.4. Teorema fondamentale del calcolo

Teorema 6.7 (Teorema fondamentale del calcolo integrale). Se f é continua su un intervallo aperto A
ec € Aefissato, allora

I(x) = % /fo(t)dt — f(x), VxeA

Esempio 6.8. Calcoliamo usando Il Teorema fondamentale del calcolo la derivata

d [ . .5
E/o sin(t~)dt.

Usiamo la funzione f(t) = sin(#?). Quindi

d (X v oo
E/o sin(t°)dt = sin(x?).

Per calcolare quella derivata non é necessario calcolare I'integrale (anche ammesso che si sappia
farlo, questo sarebbe uno spreco di energie). Analogamente

d x 2 2
—/ e =e, xeR.
dx Jo

Dimostrazione del Teorema fondamentale del calcolo. Fissiamo x € A. Dobbiamo provare che
d rx p | 1 pxt+h p
— t)dt = ioe  lim — t)dt = f(x).
= [ fdr =g cioe lim [T f(nd = f(x)

Fissiamo & > 0. Poiché f & continua in x, per definizione di funzione continua, esiste J; > 0 tale
che
f(x) —e< f(t) < f(x)+¢ perognitcon |t—x| <e. (6.3)

Ora scegliamo h < J;, per comodita positivo (il caso & < 0 € analogo). Allora, facendo l'integrale

fx”h f(#)dt, saranno coinvolti in esso solo valori di t € [x,x + h]. Quindi |t — x| < J, in tutto
l'intervallo di integrazione. Quindji, per la proprieta di monotonia dell’integrale, (6.3) fornisce

[ —dar< [ war= |

xX+h
X

[f(x) +e]dt,
che, visto che i due integrali agli estremi sono integrali di funzioni costanti, diventa
x+h
W) —el < [ fdt < hlF(x) + .
X
Poiché stiamo considerando il caso h > 0, dividendo per k avremo

Flx)—e< ;/x”hf(t)dt < f(x) +e

Le due disuguaglianze scritte in questa riga valgono non appena 0 < h < . Quindi abbiamo di
fatto verificato che la definizione di limite & soddisfatta per il limite

x+h
lim %/x " wdt = F(x),

h—0+

Con una minima modifica si vede che anche per i — 0— il limite & lo stesso. Quindi il teorema &
provato. O
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Corollario 6.9 (Teorema di Torricelli). Sia f continua su A e sia F una sua primitiva. Allora, in ogni
intervallo [a,b] C A, vale

b
/ F(x)dx = E(b) — F(a). (6.4)
a
Si usano di solito le notazioni equivalenti
x=a r=a
F(b) — F(a) = [F(0)] 1y = Fo)|

Dimostrazione. Fissiamo una qualsiasi funzione integrale I.. Per il Teorema fondamentale del
calcolo I. € una primitiva di f. Quindi, per le proprieta delle primitive, le due primitive I. e F
differiscono per una costante k: I.(x) = F(x) + k, x € A. Ma allora

/f [+ [r=- /f+/f——h )+ 1e(b)

—[F(a) + k] + F(b) + k = F(b) — F(a),
come si voleva. O

Esempio 6.10. Calcoliamo flz xdx. Poiché F(x) = x?/2 é una primitiva della funzione integranda,
avremo X )
x°12 1
dx = [7} —2- .
/1 o 211 2

6.5. Tabella di alcune primitive elementari

f(x) F(x)
xn+1

x" , xeR,n=1,2,..
n+1

er e*, x€eR,

COS X sinx, x €R,

sin x —cosx, Xx€NR,

xtx+l

x% x € Ra#—-1,x>0,

1 a+1

p log|x|, x#0.

1
T arctan(x), x € R.

Esercizio 6.11. Calcolare con la tabella appena scritta

1 2
\f

3 -1/2 T s
/ (2x3 + x3/2)dx, / d—x, / sinxdx,/ cos xdx.
1 -1

X 0 —7T

[ivas S+

7. Tecniche di calcolo degli integrali

Descriviamo ora alcune tecniche per il calcolo esplicito di integrali.
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7.1. Integrali di derivate di funzioni composte

Date due funzioni f, g tali che si possa scrivere f o g, vale la formula

2 fs) = F15()g'(x).

Allora il Teorema di Torricelli assicura che

b b 4
| F3g x = [ f(g(0))dx = [F(g(0)h 7.1)
Da (7.1) si possono ottenere numerose primitive in modo quasi immediato.

Come applicazione della formula (7.1) si svolga il seguente esercizio.

Esercizio 7.1. Sia ¢ una funzione derivabile su R. Dire quanto vale la derivata della funzione
composta h(x) = e8™), Usando questo calcolo (assieme al Teorema di Torricelli) dire quanto vale

b
l’integrale/ e8! (x)dx.

a
Calcolare, usando le considerazioni appena fatte e scegliendo di volta in volta una g(x) op-
portuna, gli integrali

2 5 5 5, .3 3 . r
/ 2xe* dx, / e Ydx, / x“e dx, / e cos xdx, / e“S¥ sin x dx.
1 0 3 0 0

Esercizio 7.2. Nello stesso spirito dell’esercizio precedente, scrivere la derivata della funzione
composta h(x) = log(g(x)), dove g(x) e’ una funzione positiva. Usare questo risultato per

calcolare gli integrali
2 x2 /4 sin x
/ 73dx, / dx
1 1+x 0 COsXx

Esercizio 7.3. Ancora ragionando come sopra, ma usando I'espressione della derivata della fun-
zione composta h(x) = sin(g(x)), calcolare

71/3

0
/ x2 cos(x3)dx, / x cos x2dx.
0 VT
Sostituendo la funzione seno con la funzione coseno, calcolare

/2 2 /4 o
/ cos(2x)dx, / sm ﬁdx
0 0 Vx

Esercizio 7.4. Calcolare 1
7T
/ sin?(x) cos(x)dx.
0

7.2. Integrazione per parti

Teorema 7.5 (Formula di integrazione per parti). Se f ¢ continua su [a,b] e g & derivabile in ogni
punto di [a, b], allora, indicando con F una primitiva di f in [a,b], si ha

b b b ,
| F@gix = [Fg)]; - [ F@g (. 7.2
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Dimostrazione. Basta calcolare la derivata

%F(x)g(X) = F(x)g(x) + f(x)g'(x) = f(x)g(x) + f(x)8' (x)-

Integrando su [a, b]
b 4 b
| 5 E@gendx = [ (Fxg(x)+ F(0)g (1)
Quindi per la Formula di Torricelli,

Pzt = [ fsede+ [ g

che da immediatamente (7.2).

Esempio 7.6. Calcoliamo fol xe*dx. Scegliendo f(x) = e*, g¢(x) = x, abbiamo

1 . 1 .
/ xe¥dx = [xex}o —/ e“dx = [xe* — ex]o =1.

0 0

Analogamente, per integrare la funzione logaritmo,

b b b
/ log x dx:/ 1-logxdx = [xlogx}z—/ ldx = [xlogx—x}z
a a a

Un ultimo esempio di integrazione per parti
b b b b
/ xsinxdx = [x - (—cosx)]) — / (—cosx)dx = [ —xcosx +sinx] .
Ja a

7.3. Cambi di variabile

Teorema 7.7 (Cambio di variabile negli integrali). Se f ¢ continua su [a,b] ese h : [a, ] — [a,b] ¢
una funzione derivabile, allora vale la formula

h(p) B ,
/hw fedx = [ F(E)H (Dt 7.3)

Prima di dare la dimostrazione, applichiamo la formula al calcolo del seguente integrale:

4
/ sin\/x dx.
Jo

Poniamo /x = t. Quindi avremo x = t?> = h(t). Scegliendo « = 0 e 8 = 2, avremo h(0) = 0 e
h(2) = 4. Inoltre ' (t) = 2t. Quindi

4 2
/ sin /xdx = / (sint) 2tdt.
0 0
Questo ultimo integrale e stato calcolato nell’esempio precedente, integrando per parti.

Dimostrazione della formula del cambio di variabile. Basta considerare le due funzioni F e G definite
su [«, B] come segue

(z) z
F(z) = /h’;) fx)dx e  G(z) = /a F(h(8)H ().
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Dire che vale la formula (7.3) e’ esattamente equivalente a dire che vale F() = G(B). Per ricono-
scere cio’, verifichiamo:

(1) che F e G hanno la stessa derivata su |a, f][.

(2) Che F e G coincidono in un punto almeno.

Per provare che F/ = G/, basta applicare il Teorema Fondamentale del Calcolo:

G'(z) = f(h(2))H (2).

La derivata di F si ottiene derivando la funzione composta

h(z)
zw h(z) — / f(x)dx
h(a)
e vale, di nuovo per il Teorema fondamentale del calcolo,

F'(z) = f(h(2)) (2).

Quindi le due funzioni hanno la stessa derivata in ogni punto. Pertanto differiscono per una
costante k. D’altra parte, tanto G quanto F valgono zero, per z = a. Cio significa che la costante k
e zero. Quindi G = F su tutto [, B]. In particolare sara G() = F(pB), che & esattamente (7.3). [

7.4. Esercizi sul Teorema fondamentale del calcolo.

Esercizio 7.8. Dire, usando il Teorema fondamentale del calcolo, quanto valgono le derivate delle
funzioni

"X -0
f(x):/0 cos(t?)dt, / sin te'dt.

Esercizio 7.9. Consideriamo, data una funzione f continua, la sua funzione integrale di estremo
inferiore ¢ = 0 e la indichiamo con I. I(x) = [y f(t)dt. Il Teorema fondamentale del calcolo
afferma che I'(x) = f(x), per ogni x € R.

Se g e’ una funzione qualsiasi derivabile, dire quanto vale la derivata della funzione composta

x = I(g(x)).

Usare la risposta alla domanda appena posta per calcolare le derivate

d x2 d x24x 2 2x 24
E./o F(t)dt, %/0 e dt, / 2etdt.

(per calcolare I’'ultima derivata, si provi a scrivere I'integrale come somma di due integrali usando
la additivita fabf = faof + fob f,perognia,b € R).

7.5. Integrali generalizzati

In questa parte ci occupiamo di definire in modo corretto 1" integrale di una funzione continua su
un intervallo illimitato. Consideriamo una funzione continua su [a, +oo[ e non negativa.

Definizione 7.10. Sia f : [a,+oo[ — R una funzione continua che assume valori non negativi,
f(x) > 0 per ogni x € [a,+oo[. Si dice che f ¢é integrabile in senso generalizzato su [a, +oo| se il
limite

R
1i
esiste finito. In tal caso poniamo
+oc0 R
f(x)dx = lim f(x)dx
a R—+00 /g

Se invece il limite & 40, allora diciamo che la funzione non e’ integrabile in senso generalizzato.
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Una terminologia equivalente &: I'integrale | ;roo f(x)dx ¢ convergente, se il limite e’ finito,
oppure divergente se il limite & +oo.

Esempio 7.11. La funzione f(x) = 1 non é integrabile in senzo generalizzato su [0, +oo[. Infatti,
R
lim ldx = lim R = +oo.
R—+00 J0 R—+o0

La funzione f(x) = e~ * e’ invece integrabile in senzo generalizzato su [0, +0). Infatti, preso
R>0,

R
/ e Ydx =[—e R =1-eR—1, perR— 4co. (7.4)
0

Quindi f0+°° e *dx = 1. L'integrale e’ convergente.

Vale la pena di osservare che se f & non negativa su [a, +oo[, allora la funzione

R
R~ / f(x)dx.
a
& crescente su [a, +-oo[. QUindi si puo’ essere certi 7 che il suo limite per R — oo esiste (finito o
~+00).

Esempio 7.12. Consideriamo la funzione f(x) = x*, per « € R. Esaminiamo per quali « I'inte-

grale f1+°° e’ convergente.
Per discutere I'esempio, dividiamo due casi: « = —1 ed « # —1. Nel primo caso

R
/ d% = [logx]f =logR — +oo, perR — +oco.
1

Quindi I'integrale e’ divergente.
Nel secondo caso
/R N xﬂé+1 R R&t+l 1
x*dx = [ } =
1

a+1l1 a1 w41

Ora, se « +1 < 0, limg ;0 R**! = 0, mentre se a +1 > 0, img_, ;o R**! = +o00. QUindi
I'integrale e’ convergente soltanto se x +1 < 0. In tal caso vale

+o0 1
/ xMdx = — .
1 a+1

Per o > —1 I'integrale é divergente.
Diamo ora la definizione per integrali del tipo | foo fx)dxe [*2 f(x)dx.

Definizione 7.13. Se f : |—co, b] e’ continua e non negativa, poniamo
b b
x)dx = lim / x)dx.
| fedx = gim [ f(x)
Diciamo che I'integrale e’ convergente se il limite e’ finito e che I'integrale e’ divergente se il limite
e’ +o0.
Infine: se f : |—o0, 00| e’ continua e non negativa, diciamo che f ¢ integrabile in senso gene-

ralizzato su |—oo, +oo[ se e’ integrabile in senso generalizzato in entrambi gli intervalli |—oo,0] e
[0, +co[. In tal caso poniamo

/:of (x)dx = /iof(x)dw /0 " fldx.

"Una dimostrazione rigorosa di questo fatto esula pero’ dagli scopi di questo corso
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Esempio 7.14. Calcolare I'integrale f0+°° xe *dx.
Integriamo per parti:

R R R
/ xe Ydx = [—xefx]g —/ e ¥ — _Re R +O—|—/ R
0 0 0

per R — +-o0. Infatti, limp_, 4 Re R =0 e, come visto sopra, fOR e—¥dx _y 1 per R — +-oco0.

too dx
/0 1+ x2

Esercizio 7.15. Calcolare
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8. Modelli di prove d’esame

MATEMATICA FAI. 3 LUGLIO 2013

o Non si possono usare appunti, calcolatrici e dispositivi elettronici.

o Tempo: 2 ore.

1. E’ data la funzione
f(x) = x*> —2log x.

Si determinino i valori di x per i quali e’ definita f(x); si calcolino i limiti di f(x) per x che
tende a 400 e 0+; si determinino gli eventuali punti di minimo e massimo locale per f; si
dia una rappresentazione del grafico di f compatibile con i risultati ottenuti.

2. E’ data la funzione A
T 3x+2
Si scriva I'equazione della tangente al grafico di f nel suo punto di ascissa x = 0; Si scriva

I'approssimazione del I ordine di f vicino al punto x = 0 e si verifichi la proprieta” del resto;
Si scriva l'approssimazione del II ordine di f vicino al punto x = 0.

f:]—=2/3,40[=> R, f(x)

3. Si calcolino gli integrali

/0 N dx /1 o dx /+me*4x dx /xe*x dx
~12x+3 77 Jo Bx+4)2 7 o ’ '

4. Sia V = span{(2,3,1,0),(1,2,0,—1),(1,1,1,1) }. Scrivere una base ortogonale di V.

5. Sia p € R e si consideri il sistema lineare

X1 +2x+x3=1
2x1+xp—x3 =2
X1 —Xx3=p

Ridurre il sistema in forma a scala e dire per quali p € R esso ha soluzione. Per tali valori,
risolverlo.

6. Risolvere ai minimi quadrati il sistema in tre incognite

X1+x =1
x1+2x =0
X3:1
x3:0
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MATEMATICA 5 GIUGNO 2013

o Non si possono usare appunti, calcolatrici e dispositivi elettronici.

e Tempo: 2 ore.

1. E data la funzione di una variabile

x2—3

fo ==

Individuare il dominio naturale di tale funzione e calcolare i limiti per x che tende a —oo, +-00,2—,2+.
Individuare poi i punti di massimo/ minimo locale. Scrivere infine I'equazione della retta
tangente al grafico di f nel punto di ascissa 0.

2. E data la funzione f(x) = w. Dire qual e il dominio naturale di tale funzione.

Discutere 'esistenza e quando possibile calcolare il valore dei limiti di f(x) per x che tende
a —oo, —1 (da destra e da sinistra), +1 (da destra e da sinistra) e +oo.

3. Calcolare 'area della parte di piano compresa tra 1’asse x, il grafico della funzione f(x) =

1
~~= e contenuta nel semipiano {(x,y) € R? : x > 2}.

Ix
4. Risolvere per ogni valore possibile del parametro p € R il sistema
X1+X3—Xg=p
X1 +x2—2x3=0
2X]1+ X2 —X3— X4 =P

Ci somo valori di p per i quali Iinsieme delle soluzioni & un sottospazio di R*? Se s,
individuare per tali valori una base di tale sottospazio.

5. Risolvere ai minimi quadrati i seguenti due sistemi (rispettivamente in due e una incognita):

X1 =4a1
X1 +x=2 X = ap
x1 =23 e
Xl—XZZO
X1 = an

dove ajy, ..., a, sono n numeri reali assegnati.

6. Sia V = span{(1,2,2,0),(0,1,—1,1)}. Scrivere, dato b € R* la proiezione ortogonale 7yb
del vettore b sul sottospazio V.
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MATEMATICA 5 APRILE 2013

o Non si possono usare appunti, calcolatrici e dispositivi elettronici.

e Tempo: 2 ore.

1. E’ data la funzione
fiR =R, f(x)=12x" —45x* +40x°.

si calcolino i limiti di f(x) per x che tende a +oc0 e —oo; si determinino gli eventuali punti
di minimo e massimo locale per f; si dia una rappresentazione del grafico di f compatibile
con i risultati ottenuti.

2. E’ data la funzione .
et +x
‘R - R, = .
fIRSR, ) =512

Si calcolino i limiti di f(x) per x che tende a +c0 e —oo; Si scriva l'approssimazione del I
ordine di f vicino al punto x = 0 e si verifichi la proprieta” del resto.

3. Si calcolino gli integrali

4fd " g A d
/1 x dx, /_ooe X, /m X, /xcosx X.

4. Risolvere il sistema omogeneo in quattro incognite

x1+x2—x4=0
2x1+x2+x3=0
X1 +x3+x4=0

e individuare una base dello spazio delle soluzioni.

5. Sia p € R un numero assegnato. Risolvere ai minimi quadrati il sistema

X1+X2:P
2x1+x =1
X1:1

Cisono valori di p € R per i quali la soluzione ai minimi quadrati e anche soluzione esatta?
Se si, quali?

6. Risolvendoil sistema Ax = u con u € R3*! vettore arbitrario, trovare 'inversa della matrice

1 21
A=|(1 0 0
011
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MATEMATICA 5 FEBBRAIO 2013

o Non si possono usare appunti né calcolatrici o dispositivi elettronici.

e Tempo: 2 ore.

1. Si determini l'insieme A dei valori di x per i quali e’ definita la funzione

X

£ = o

Per ciascuno dei seguenti valori di ¢ si calcoli, se possibile, il limite di f(x) per x che tende
ac.
c=+o0,1,0, -1

2. Sia f : R — R la funzione definita da
f(x) — ex5+2x4+x3‘

Si calcolino i limiti di f(x) per x che tende a +00 e —oo; si determinino gli eventuali punti
di minimo e massimo locale per f; si dia una rappresentazione del grafico di f compatibile
con i risultati trovati.

3. Si calcolino gli integrali

—1 1 00 3 . x+1 .
2 dx, / 2,2 gy /7d, /21 dx.
./_2 x2 X Jo x-e X . x2+2x+3 X . X ng X

4. Si consideri il sistema
X1+ x+2x3=0
2x1+2x3 =1
—x1+2x+x3=1p

dove p € un numero reale assegnato. Ridurre tale sistema in forma a scala, dire per quali
valori di p € R esso ha soluzione e, per tali valori, risolverlo.

5. E’ dato
V =span{(1,2,1),(0,1,1)}.

Trovare una base ortonormale di V e scrivere la proiezione su V del vettore (1,1,1) € R®.

6. Sia
1 3
Risolvere il sistema Ax = u conu = [Zl} € R2*1 vettore arbitrario. Scrivere poi la matrice
2

inversa di A.
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MATEMATICA 16 GENNAIO 2013

o Non si possono usare appunti né calcolatrici o dispositivi elettronici.

e Tempo: 2 ore.

1. E’ data la funzione
x—2

x2 —4x+5
Si verifichi che f e’ definita per ogni x € IR; si calcolino i limiti di f(x) per x che tende a

+00 e —oo; si determinino gli eventuali punti di minimo e massimo relativo per f; si dia una
rappresentazione del grafico di f compatibile con i risultati ottenuti.

fTR=R, f(x)=

2. Si calcolino gli integrali
2 1 +o00
/ <12 + 1 + 1> dx, / V14 x2 dx, / (ezx — x2> dx.
1 X be 0 0

3. E’ data la funzione .

T 243y

Si scriva l'approssimazione del I ordine di f vicino al punto x = 0 e si verifichi la proprieta’
del resto; Si scriva l'approssimazione del II ordine di f vicino al punto x = 0.

fi]—-2/3,+o[= R, f(x)

4. Risolvere il sistema lineare
X1 +x—x3=0

x1+x3=0
Xp4+x4=0

5. Risolvere ai minimi quadrati il sistema

—X1:1
2x1+x =1
XZ:1

6. Sia y = (1,2,2). Calcolare la proiezione del vettore y sul sottospazio unidimensionale
span{(1,0,—1)}.
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9. Esercizi vari di analisi tratti da prove scritte precedenti

1. Calcolare
lim (x4 x?) sin(%) cos(l)

X—r+00 X

2. Calcolare
13+ xte ™ . xsin x
m —————— e lim-——"+.
x=+e0 1+ x3 —log x x50 x2 + 2x3

3. Calcolare

=2 1 1 2 3 _x2
/3( +;)dx e /1 (x> +x)e " dx.

x2

4. Studiare gli intervalli di crescenza e decrescenza della funzione f : R — R,
F(x) = log(1+x* +x*).

5. Calcolare
, 241, 2 . 2x—/xZ4xd
lim eTx (e7% —e™) lim ———M—MM——
x—>+o0 x—0+ X +sinx

6. Calcolare 5 )
/ x(1+logx)dx / (x> + x)e_xzdx
2 1

7. Studiare intervalli di crescenza/decrescenza fella funzione f : R — R,

8. Calcolare )
lim x4 sin(x) e lim xe® — (x+1)e ™.
x—=0+ 1 — cos(x) x—00

9. Studiare crescenza e decrescenza della funzione f : R — R,

10. Calcolare gli integrali
1 2
/ xe Ydx e / (x73 + e ¥)dx
0 1

11. Calcolare la derivata delle funzioni F,G : R — R,
X 1
F(x) = / eVidt G(x) = / eVidt
1 X

12. SiaF: R =+ R,
0
F(x) = / e’ (2 + 2t + 3)dt.
X
In quali intervalli la funzione F & crescente?

13. Sia f : R — R, f(x) = log(1 + x?). Scrivere I'equazione della retta tangente al grafico di f
in un generico punto (a, f(a)). Esistono valori di a € R per i quali la pendenza di tale retta
€ 1? In caso affermativo, scrivere l'equazione di tale retta/rette.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Calcolare
. x?— 46572 . e —xe*
lim ——— e lim ————.
x=2 gin“(x — 2) x—oo g2* — xe~ ¥
Calcolare 5 )
/ (x+1)logxdx e / (2x + 1)e* t¥dx.
1 1
Stabilire in quali intervalli e crescente la funzione f : R — R,

x+1
) =1
Calcolare Bt sinx
Jm 9.1)
Dire in quali intervalli & crescente/decrescente la funzione f : [0, +o) — R,

Jx

T 142

f(x)

Calcolare gli integrali

m VT
/ xcosxdx e / x sin(x?)dx
0 0

Scrivere 1’equazione della retta tangente alla funzione esponenziale f : R — R, f(x) = ¢*
nel punto (del grafico della funzione) di ascissa a.

C’e qualche valore di a per cui la retta tangente passa per 1'origine? Se si, quale/quali?
E data la funzione f : R — R, f(x) = e¥ — x. Scrivere 'equazione della retta tangente

al grafico di f nel generico punto (a, f(a)). Dire per quale valore di a € R tale retta ha
coefficiente angolare 2.

Calcolare

.ox—2x+1 . sin(x + %)

lim ———— e lim ————=.

x—4o0 X —x x—0+ 1—cosx
Calcolare ’ )
1
/ (x +x2)e"dx e / x—i; dx.
0 1 X

Dire in quali intervalli & crescente/decrescente la funzione f : R — R,

2
x4+ x
fo =1
Calcolare o 5 ) 5
lim (x +3)sin(x* —9) e lim exp(x* — x*(1 4+ x%))
X3 x3—6x+9 xS0 1+ x
Dire in quali intervalli & crescente/decrescente la funzione f : R — R,

flx) =x>+ 27
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27. Calcolare I'integrale

/12x(\/1 +x —e¥)dx

28. Sia f: R = R,
flx) =x*+x.

Scrivere I’equazione della retta tangente al grafico di f nel generico punto (g, f(a)). Dire poi
per quale valore/valori di a il coefficiente angolare di tale retta vale 1.

50



