Matematica con esercitazioni, Modulo 2.
Analisi matematica. Diario delle lezioni.

Laurea triennale Chimica e tecnologie per 'ambiente e per i materiali. Rimini

Avvertenza per gli studenti: il libro di testo di referimento € M. Bramanti, C. D. Pagani, S.
Salsa, Analisi matematica 1. Zanichelli. 2 edizione, 2004.

Link a una presentazione della piattaforma Almamathematica per recupero argomenti di base:
http://www.dm.unibo.it/ morbidel/Almamathematica.ppt

Diario delle lezioni

Lezione 1 - (3/10/16)

Richiamo sugli insiemi. Unione, intersezione differenza. Insiemi di numeri (naturali, interi,
razionali e reali) con qualche proprieta. La relazione di < su IR. La retta reale.

Lezione 2 — (4/10/16)

Disequazioni di primo e secondo grado. Proprieta delle potenze. Disequazioni con il valore
assoluto. Prodotto cartesiano.

Esercizi

Risolvere le disequazioni

x+1
x—3

2x 1] >1+x, *¥*+2x>x+2, (|x|+1)2<4, <0

Elencare tutti gli elementi dell’insieme A x Bcon A = {1,3} e B = {—,0,4}. Rappresentare
nel piano cartesiano R x R gli insiemi

[1,2] x]3,4] c R* e ([1,3]\{2}) x [0,1] C RZ.

Lezione 3 - (7/10/16)

Grafici delle funzioni valore assoluto, le funzioni affini, le funzioni potenze di esponente 2 e 3.
Funzioni pari e dispari. Confronto tra i grafici delle funzioni f(x), f(x) +k, —f(x), f(—x) e f(x +
k).
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Esercizi

Sia f : R — R una funzione pari e g : R — R una funzione dispari. Dire se la funzione prodotto
h = fg, definita come h(x) = f(x)g(x) e la funzione ¢ = g2, definita come ¢(x) = g(x)? sono pari
o dispari.

Tracciare, seguendo i procedimenti discussi in classe, i grafici delle funzioni

flx)=(x+2)?2 —x*+1, —x°, 1-x%, 1+|x+1]

Lezione 4 — (10/10/16)

Funzioni monotone, funzioni iniettive, suriettive e biunivoche. Funzione inversa di una funzione
biunivoca f : A — B.

Lezione 5 - (11/10/16)

Funzione esponenziale, funzione logaritmo in base e e in base qualsiasi a.
Esercizi
Risolvere le disequazioni
log(2x) < 2log(x — 1), ,log((x —1)(1+x*+x%)) < log(1+ x* +x°), log,,x < log,(x)

el <2 0% < 2% . ¥

Verificare (usando solo la definizione!!!) che la funzione

f) =~ x
1

e crescente su [%, +oo[. Verificare esplicitamente che, se a < 5 la funzione NON é crescente (e
nemmeno decrescente) su nessun intervallo [a, +0].

Lezione 6 (17/10/16

Funziomi circolari seno, coseno, tangente, con alcune loro proprieta e i loro grafici. Defiinizione
di funzione composta g o f.

Esercizi

sinx : :
o5y Per 1seguenti x

Dire quali sono i valori di sin x, cos x e tan x := 2

Lezione 7 (18/10/16

Successioni numeriche. Limiti di successioni.

Lezione 8 (21/10/16)

Teoremi sui limiti (unicita (x), permanenza del segno (x) e confronto (x)). Limiti e operazioni
algebriche (somme, prodotti, quozienti)
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Esercizi
Scrivere le seguenti funzioni come funzioni composte g o f oppure hogo f:

3

u1(x) =cos(e¥), ux(x)=e*, uz(x)= log3(x2), uy(x) = sinz(e" )
Calcolare i limiti

n?+1 . 14nd2—pd . b’ +1+n
Iim —m—, im —, Iim ————
nSto0 14+n—2n2" nSieo 2—n—+2n? n=4co 1+n

7

al variare di b € R.

Lezione 9 (24/10/16)

Punti di accumulazione. Limiti di funzioni. Funzioni continue.

Lezione 10 (25/10/16) — 1 ora

Limiti notevoli ed esercizi sui limiti notevoli.

Esercizi

Calcolare quando possibile (altrimenti fare i dovuti commenti) i limiti:

-1
lim b lim M lim tanx lim tanx
x—1— (x—1)3 r—=2— x—2 x%%f xﬁ%+
1 2
li in(1 lim 1 ) 1i . (7 . 7)
)Hnrooxsm( /x) lim og(sin”(x)) xg&ﬁsm 2
ex2—4x o 8_4 1
lim ———— lim 1 lim ——— ibeR
A Ty s IR e perosnite
1 1 -
lim lim ———— lim ¢ lim cos(x)
x—0— e —1 xs—1—e¥ —e1 x—0+ sin(x) x—+o0
-1 log(2
lim xz lim og( .—|—x) lim xZe *
x—=0— ¥ — 1 x—1— (x — 1) sm(x — 1) X——00
. x . . X A—x . 2 .
xgrfwe + sin(x) xg@we 2e xgrfooexp(x + sin(x))

Lezione 11 (28/10/16)

Nozione di derivata. Derivate di funzioni elementari (potenze, esponenziale logaritmo...). Conti-
nuita delle funzioni derivabili (). Retta tangente al grafico di una funzione.

Esercizi

Data la funzione f : R — R

0 sex = 0.

Flx) = {|x|“ sin(x) sex #0

dire per quali valori di « € R € continua e per quali valori di « € R e derivabile in x = 0.

Lezione 12 (11/11/2016)

Derivate di somme, prodotti (x), quozienti e funzioni composte.
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Esercizi

Calcolare le derivate a pag. 25 delle dispense in rete.

Lezione 13 (14/11/2016)

Punti di massimo, teoremi di Fermat (x), Rolle () e Lagrange (). Caratterizzazione funzioni
costanti (x).

Lezione 14 (15/11/2016)

Caratterizzazione delle funzioni monotone derivabili (x). Esercizi.

Esercizi
Seguendo il procedimsnto seguito in classe per lo studio della funzione ch(x) = 1(e* +e7%),
discutere le proprieta e tracciare il grafico della funzione seno iperbolico sh(x) = }(e¥ —e™¥).

Verificare poi 'identita
ch?(x) —sh*(x) =1 VxeR

Calcolare le derivate delle seguenti funzioni, dire in quali intervalli ciascuna di esse & crescente
o decrescente e individuarne i punti di massimo o di minimo locale.

f) =V1+x,, flx)=e"—x f(x)=22"
flx)=e*+e77, (per x > 0,)

) =xe ™, f0)= T2 f) = (-3VE F) = s

Lezione 15 (18/11/2016) — 3 ore

Formula per la derivata della funzione inversa (x), le funzioni arctan e arcsin.
La regola di De I'Hopital. Esercizi.
Derivabilita e approssimazione di Taylor del primo ordine.

Lezione 16 (21/11/2016)
Formula di Taylor di ordine 1 e 2 per funzioni di una variabile con resto “o piccolo” (x). Condi-
zioni sufficienti per punti di minimo/massimo locale (x).
Esercizi
Scrivere il polinomio di Taylor di ordine 2 per le funzioni
f(x) =+V1+4x% punto iniziale xp =1

f(x) =cosx punto iniziale xo =0e xg = 71/2
f(x) = xe* punto iniziale xy = —1

Lezione 17 (25/11/2016) - 3 ore

Funzioni convesse derivabili (definizione). Caratterizzazione delle funzioni convesse derivabili
attraverso monotonia della derivata prima (x). Caratterizzazione funzioni convesse derivabili
due volte (x).

Cenni sulla contruzione dell’'integrale con somme superiori e inferiori.
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Esercizi

Date le funzioni X

f0=-17 e g6 =1

studiarne intervalli di crescita decrescita, massimi, minimi, intervalli di concavita e convessita.
Tracciare infine un grafico di tali funzioni.

Lezione 18 (28/11/2016)

Primitive, caratterizazione delle primitive di una funzione (). Funzioni integrali. Teorema fonda-
mentele dal calcolo sulla derivata delle funzioi integrali (x). Formula per il calcolo degli integrali
definitimediante primitive (x).

Lezione 19 (29/11/2016)

Tabella di primitive per funzioni elementari. Primitive di funzioni derivate di funzioni composte
(del tipo (f o g)(x)g’(x)). Esercizi.

Esercizi

Calcolare, come fatto in classe, utilizzando la formula (f o ¢)(x)g'(x) = dix og(x) con feg
opportune i seguenti intgrali

b /4 Dgi 2
/ (I—-2x)"dx neN, / ST gy / Y dx
a 0 1

1+ cosx x+1
2 3 4 3141 b
/ 22 dx / iy / 208X, / Vasin(1 + x%/%)dx
1 2 xlogx 2 X a
Verificare, calcolandone entrambi i membri, I'uguaglianza

b b4

lim [ dx=[ = Vab>0
A—=—1Ja a X

Usando le formule per le derivte dellel funzioni circolari inverse viste in classe calcolare

/1/2 dx /\/5 dx /b X,

7/ 7/ PR x
0 V11—2a2 0o 1+x2 2 1+x4
Lezione 20 (1/12/2016) — 3 ore)

Integrazione per parti (). Derivate di funzioni del tipo | Cg (x) f. Formula del cambio di variabile

().

Esercizi

Calcolare

2 2 3
/cos2 xdx, / x?2%dx, / x log?(x)dx / xlog(x +1)dx
0 1 2

3 X
/(x + x3)e*x2dx, / 1j_7dx, /(x +1)ev*dx, /x(cosx + cos(x?))dx
1

Verificata I'identita ch?(t) = 1+ sh? ¢ per ogni t € R, calcolare

/ V14 x2dx
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Lezione 21 (5/12/2016)

Integrali di funzioni razionali con denominatore di grado 1 e 2 (riferimento: libro di testo). Intro-
duzione al problema delle equazioni differenziali ordinarie.

Esercizi

Calcolare gli integrali

/2 243 . 114 2x / ¥ 4+1 dx x2—x
1 x4+17 Jo 4—x2’ J x2—x-=2"" 4 —2x —x2

1-2 X2+ x
/mdx, /de, /xarctanxdx

Lezione 22 (12/12/2016)

Equazioni differenziali ordinarie a variabili separabili. Esercizi.

Lezione 23 (13/12/2-16)

Equazioni del primo ordine lineari con esercizi. Introduzione alle eq. ordinarie del secondo
ordine.

Esercizi

Risolvere i seguenti problemi di Cauchy

y =yt y(0)=0

y =yt y1)=1

vy =+1)>% y(0) =1

y’:Zty+t3 y(0) =2

y=y2-y) y(0) =1
1

Lezione 24 (16/12/2016) - 3 ore

Equazioni differenziali del secondo ordine a coefficienti costanti.

Esercizi

e Risolvere i problemi di Cauchy

y'+4y=0 cony(0)=0ey'(0)=1.
9y" —6y' +y=0 cony(0) =0ey'(0) =1.
y'+6y +25y =0 cony(—1)=0ey'(-1) =1
y' =2y =3y=0, cony(l)=ypey (1) =0
y'=y—y, cony(0) = -1ey'(0) =1.
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e Esiste una funzione y : R — R che soddisfi y’/(t) = 2y'(t) — y(t) per ogni t € R e per la
quale valgano le condizioni y(0) = y”(0) =0ey'(0) =1

e Verificare, ricordando le proprieta elementari di seno e coseno (formula di addizione sin(a +
B) = sina cos B + cos a sin B), che dati A, B reali, esiste 6 € R tale che

Acosx + Bsinx = v/ A%+ B? sin(x +6) perognix € R.

Trovare C e 0 tali che
V3 cos(2t) + sin(2t) = Csin(2t + 0)

perognit € R.

Lezione 25 (19/12/2016)

Richiami su prodotto scalare euclideo, norma, distanza, insiemi aperti. Introduzione alle funzioni
di piti variabili. Grafici e insiemi di livello

Lezione 26 (20/12/2016)

Funzioni continue (cenni). Derivate parziali, gradiente.

Esercizi

Calcolare le derivate parziali delle funzioni
flry) =xy* +log(xy), flx,y) =xe™*, f(x,y) =sin(x*+y?),
flx,y) =x>+xe, f(x,y) =arctan(x>+y), f(x,y)=e"Y,

y
X
f(x’y) 1+x2+y2/

X
fx,y,2) = 1+xyz, f(x,y2) 10g(71+y2+22)

Calcolare il gradiente della funzione V f(x,y) delle funzioni

flx,y) = %% +xy, Flx,y) = xe ¥+

e dire in quali punti (x,y) € R? vale Vf(x,y) = (0,0).
Calcolare i gradienti Vf(x,y) e Vg(x,y) delle funzioni

flxy)=x+y glxy) =¥

Per quali scelte di (x, y) tali vettori sono paralleli? Per quali scelte sono invece perpendicolari?

Lezione 27 (9/01/2017)

Funzioni differenziabili, differenziale, piano tangente. Differenziabilita e continuita. Differenzia-
bilita delle funzioni “elementari”. Derivate direzionali

Lezione 28 (10/01/2017)

Derivate direzionali e loro calcolo con la formula del gradiente. Curve, velocita di una curva.
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Esercizi

1.

. Scrivere I’'equazione del piano tangente al grafico della funzione f(x,y) =

Individuare la direzione di massima crescita v = (vy,v;) € R? per f(x,y) = /1 +x2 +12
in (1,2).

. Calcolare la velocita e I’accelerazione delle curve

r(t) = (1,13 + logt)
r(t) = (te !t +1,£)

. Generalizzando la formula del gradiente al caso di dimensione pit alta, calcolare la derivata

g(f) con :

dv
f(x) = f(x1,x2,x3) = x%exzx%, x=(1,2,1)

. Siar : R — IR" una curva derivabile due volte che si muove con velocita scalare 1: |r/(t)| = 1

per ogni t € R. Derivando I'identita |7/ (t)|? = 1 verificare che #”/(t) L #/(¢).

% nel punto
x-+y

(1,-2,f(1,-2)).

Lezione 29 (16/01/2017)

Derivata e accelerazione di una curva. Formula per la derivata di una funzione scalare lungo una
curva.

Lezione 30 (17/01/2017)

Integrale per funzioni di due variabili. Calcolo tramite formule di riduzione.

Esercizi

Svolgere gli esercizi a pagina 522 del libro di testo. Numeri 1,2,6,7,8,9

Calcolare la misura dell’insieme
A={(x,y) eR?>:y>x* ed y<x}

Sia A = {(x,y) € R?: |y|'/? < x < 1}. Calcolare

/A(x + y)dxdy.

Lezione 31 (20/01/2017)

Esercizi su integrali. Integrzione in coordinate polari.

Lista degli argomenti di teoria

Nota: I’asterisco accanto a un teorema significa che ¢ stata svolta la dimostrazione (*)

Definizione di funzione monotona.

Costruzione/definizione e proprieta della funzione inversa

Definizione di successione convergente/divergente.

Teoremi sui limiti: unicita (*), permanenza del segno e due carabinieri (*).
Limiti di funzioni. Funzioni continue.
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Definizione di derivata.

Derivate di somme, prodotti (*), quozienti e funzioni composte.

Punti di massimo/minimo

Teorema di Fermat (*). Teorema di Weierstrass. Teorema di Rolle (*). Teorema di Lagrange
(%).

Teorema di caratterizzazione delle funzioni costanti (*) e delle funzioni monotone derivabi-
li (*).

Definizione di funzione convessa/concava derivabiile. Caratterizzazione attraverso mono-
tonia della derivata prima (*) e segno della derivata seconda ().

Introduzione alla nozione di integrale. Enunciato del teorema fondamentale del calcolo e
Fromula di Torricelli.

Definizione di derivata parziale, gradiente per funzioni di due o pit variabili. Definizione
di funzione differenziabile e di differenziale. Definizione di piano tangente al grafico di una
funzione.

Definizione di derivata direzionale. Formula del gradiente (x). Direzione di massima cre-
scita per una funzione di due variabili.

Nozione di curva, vettore tangente e formula per la derivata lungo una curva.
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MODELLO DI ESERCIZI DA PROVA SCRITTA 1

. Calcolare i limiti

2

lim sin(x* — x)

I G Dlogran) ¢ L IOBEVIEE V)

. Calcolare gli integrali

2 7T
/ V5 —2xdx e / x sin xdx.
1

0

. Tracciare il grafico della funzione
flx) = xe

e scrivere 1'equazione della retta tangente a tale grafico nel punto (-1, f(—1)).

. Risolvere il problema di Cauchy
v +4y=0 con y(0)=0 e y'(0)=1

. Data la funzione f(x,y) = y+/1 + xy, calcolare la derivata direzionale

g(l,Z) con v=(

v )

3
o
5
o

. Esercizio su integrali multipli

10
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MODELLO DI ESERCIZI DA PROVA SCRITTA 2

. Calcolare i limiti

Vx+2 —1—log(x) I X —+/x

lim e m ———
x—+t0o 1 4 gltlog(x)

x—2+ X2 —2x

. Sia z > 0 un parametro. Calcolare l'integrale

I(z) = /Z xe *dx.
0

Dire poi quanto vale lim,_, ; « I(z).

. Data la funzione

fx) = x—-1
1+ a2

stabilire in quali intervalli f & crescente/decrescente, calcolare i limiti a £oco e tracciare il
grafico di f.

. Risolvere il problema di Cauchy

. Esercizio su funzioni di pit variabili

. Integrale doppio

11
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MODELLO DI ESERCIZI DA PROVA SCRITTA 3

. Calcolare i limiti

2 .

. e2X 4 ¥ . xcosx—sinZx —x
Iim —— e lim >
x——00 xex x—0— X

. Calcolare l'integrale

2 x x2 p
/1 {\/1+x2 +1+x2} X
. Stabilire il dominio della funzione

f(x) =xvV1+nx

Stabilire in quali intervalli f & crescente/decrescente, calcolare i limiti agli estremi del do-
minio e tracciare il grafico di f.

. Risolvere i problemi di Cauchy

1! /
y =2y +10y =0 , B
y(0)=1 e {y+y1

. Esercizio su pit variabili

. Esercizio su integrale doppio

12



