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Distribuzione nel senso degli autovalori

® A, matrice Hermitiana,
» {An}’ An < Mdn(C)s dn < dn—i—ls
#® ¢ misurabilesu K c R, t > 1,
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Distribuzione nel senso degli autovalori

A,, matrice Hermitiana,

{An}, An € My, (C), dn < dn+1,

0 misurabile su K Cc RY, ¢t > 1,

0 < pu{K} < oo, u{-} misura di Lebesgue,

o o o 0
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Distribuzione nel senso degli autovalori

A,, matrice Hermitiana,

{An}, An € Mg, (C), dyy < dp+1,
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Distribuzione nel senso degli autovalori

A,, matrice Hermitiana,

{An}, An € Mg, (C), dyy < dp+1,

0 misurabile su K Cc RY, ¢t > 1,

0 < pu{K} < oo, u{-} misura di Lebesgue,

F € C.(R) (continue con supporto compatto),

SA(F, An) = 4= 320 FI\j(An)].

n

© o o o o 0
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Distribuzione nel senso degli autovalori

A,, matrice Hermitiana,

{An}, An € Mg, (C), dyy < dp+1,

0 misurabile su K c RY, ¢t > 1,

0 < pu{K} < oo, u{-} misura di Lebesgue,

F € C.(R) (continue con supporto compatto),

SA(F, An) = 4= 3291 FI\(An)].

Definizione 1 La successione {A,} si distribuisce nel
senso degli autovalori come la funzione 4 sull'insieme K (in
simboli {A,} ~, (0, K)) se

© © o o o o

lim X\ (F, Ap)

lim M{K}/ ds, VF € C.(R).
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® fc LY0,2m),




Matrici di Toeplitz

® fc LY0,2n),
® q; coefficienti di Fourier di f:
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Matrici di Toeplitz

® fc LY0,2n),
® q; coefficienti di Fourier di f:

1 2T

aj = — f(s)e Y5ds, = —1, j €.
2T 0
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Matrici di Toeplitz

® fc LY0,2n),
® q; coefficienti di Fourier di f:

1 2T

aj = 5 : f(s)e Y5ds, ¢ = —1,

La matrice di Toeplitz T,,(f) e definita come

/ ap G—1 - AG_(p—2) a_(n—1)\

a,l ' . " . a_(n_2)

Tn(f) —

ajn_2 | | . [ ] . [ ] . a_l
Ap—1 Ap—2 *-* ai ao

jEZ
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Matrici di Toeplitz

® fc LY0,2n),
® q; coefficienti di Fourier di f:

2
a; = 1 7T]‘ﬁ(s)e_@sds ¢ =—1 j €.
J 2T 0 ’ ’
La matrice di Toeplitz T,,(f) e definita come

/ ap G—1 - AG_(p—2) a_(n—1)\

a1 . . 4 (n—2) i
L =| + . | =l
\an_Q a_1 )
An—1 Ap—2 ‘- ai ao
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Matrici di Toeplitz

® fc LY0,2n),
® q; coefficienti di Fourier di f:

1 2T

a; = — s)e Y5ds, 2 =—1, € 7.
J T or . f(s) J

La matrice di Toeplitz T,,(f) e definita come
To(f) = [a’r—k]?,kzl )

f e detta simbolo o funzione generatrice di 7,,(f).
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Matrici di Toeplitz

® fec LY0,2m),
® q; coefficienti di Fourier di f:
1 27

a; = — s)e Y5gs, 2 =1, € 7.
J T or . f(s) J

La matrice di Toeplitz T,,(f) e definita come

Tn(f) — [ar—k]?,kzl 3

f e detta simbolo o funzione generatrice di 7,,(f).
Se f e avalori reali allora la matrice 7,,(f) e Hermitiana,
cioe a; = a_;.
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Operatore di Laplace

Consideriamo il problema

{ —u"(z) = g(x) =€ (0,1),

BC di Dirichlet.
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Operatore di Laplace

Consideriamo il problema

{ —u"(z) = g(z) € (0,1),

BC di Dirichlet.

U’ discretizzazione alle
Differenze Finite

Anﬂzg
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UDIo
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Y\SITA&

Operatore di Laplace

Z.
—
Z
S
&
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A3
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NN

La matrice A,, ottenuta dalla discretizzazione dell'operatore
di Laplace e data da

(2 -1 \
-1
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UDIo
CD(‘ '?O

Y\SITA&

Operatore di Laplace

<
Zoeny ©

) S
N g

La matrice A,, ottenuta dalla discretizzazione dell'operatore
di Laplace e data da

(2 -1 \
-1

_ S (n)
A, = —1 C A (AR)7
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Operatore di Laplace

4@35 I T4
Yoot W

2
//VQ S

La matrice A,, ottenuta dalla discretizzazione dell'operatore
di Laplace e data da

(2 -1 \
-1
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sS2lOp,

Operatore di Laplace

4@?\5 I 7}1&
nent \‘k

/\/ n- 3‘4\4}

La matrice A,, ottenuta dalla discretizzazione dell'operatore
di Laplace e data da

[ 2 -1 \
-1
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Derivata quarta

Consideriamo il problema

{ " (x) = g(x) € (0,1),

BC di Dirichlet, omogenee su v/
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Derivata quarta

Consideriamo il problema

{ " (x) = g(x) € (0,1),

BC di Dirichlet, omogenee su v/

U’ discretizzazione alle
Differenze Finite

Anﬂzg
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UDIo
S O,

S§

Derivata quarta

4@35 I T4
Yoot W

2
//VQ S

La matrice A,, ottenuta dalla discretizzazione dell'operatore
di derivazione (-)"" e data da

[ 6 —4 1 \

-4 6 -4
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UDIo
S O,

Y\SITA&

Derivata quarta

Q/
Zoeny ©

) S
N g

La matrice A,, ottenuta dalla discretizzazione dell'operatore
di derivazione (-)"" e data da

[ 6 —4 1 \

-4 6 -4
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S O,
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Derivata quarta

4@?\5 I T4
Yoot W

2
//VQ S

La matrice A,, ottenuta dalla discretizzazione dell'operatore
di derivazione (-)"" e data da

[ 6 —4 1 \
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Derivata quarta

UDIo
S O,

S§

agnt

2
//\/[] S

La matrice A,, ottenuta dalla discretizzazione dell'operatore
di derivazione (-)"" e data da

[ 6 -4
-4 6
An — 1 —4

\

1 )
4 -
1

S
1 —4 6 )

® A, =T,(f)con f(t) = (2 — 2cos(t))?,

9 A§”) non sono noti in forma chiusa.
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Teorema di SzegO0, Tyrtyshnikov, Zamarashkin e Tilli

Teorema l Se f e integrabile sopra @ = |0, 2x), a valori
reali, e se {T,,(f)} e la successione delle matrici di Toeplitz
generate da f, allora vale che

Tn(f)} ~a (F, Q).
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Teorema di SzegO0, Tyrtyshnikov, Zamarashkin e Tilli

Teorema l Se f e integrabile sopra @ = |0, 2x), a valori
reali, e se {T,,(f)} e la successione delle matrici di Toeplitz
generate da f, allora vale che

Tn(f)} ~a (F, Q).

f avalorireali = T,(f) Hermitiana.
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Motivaziont

s analisi della convergenza del metodi di
gradiente coniugato (Beckermann, Kuijlaars):

» applicazioni in statistica (Bercu, Gamboa,...);

s supporto alle comunicazioni wireless
(Gutierrez, Crespo, Najim, Gray,...);
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Strumenti di approssimazione: a.c.s.

Definizione 2 Sia {A,} con A,, € M, (C), d, < dp1-
{{Bn.m}}m, m € N e una classe approssimante di
successioni (a.c.s.) per {A,} se

An=Bnpm+ Rom + Nom, V> ngy, Vm e N,

Rango(Rn,m) < dnc(m)7 HNn,m” < w(m)7

dove n,, > 0,c(m) e w(m) sono funzioni che dipendono solo
dame

lim w(m) =0, lim ¢(m) = 0.
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Strumenti di approssimazione: a.c.s.

Definizione 2 Sia {A,} con A,, € M, (C), d, < dp1-
{{Bn.m}}m, m € N e una classe approssimante di
successioni (a.c.s.) per {A,} se

An=Bnpm+ Rom + Nom, V> ngy, Vm e N,

Rango(Rn,m) < dnc(m)7 HNn,m” < w(m)7

dove n,, > 0,c(m) e w(m) sono funzioni che dipendono solo
dame

lim w(m) =0, lim ¢(m) = 0.

o A, Hermitiana = By, ,m, Bnm, Nn.m Hermitiane.
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Sommario
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» strumenti di approssimazione,

» definizione di classe approssimante di
successioni;

» teorema principale di distribuzione;
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Teorema di distribuzione

Teorema 2 Sia {A,} una successione di matrici
Hermitiane, con A, € My (C), d,, < dp41.
Sotto le seguenti ipotesi:
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Teorema di distribuzione

Teorema 2 Sia {A,} una successione di matrici
Hermitiane, con A, € My (C), d,, < dp41.
Sotto le seguenti ipotesi:

® {{Bom}}tm, meN, By, Hermitiane, a.c.s. per {4},

{{Bn’m}}m a.c.s. . {An}

ipotesi 1
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Teorema di distribuzione

Teorema 2 Sia {A,} una successione di matrici
Hermitiane, con A, € My (C), d,, < dp41.
Sotto le seguenti ipotesi:

® {{Bym}t}tm, meN, By, Hermitiane, a.c.s. per { A, },
® {Bym} ~\ (fm, K), fm avalori real,

{{Bn’m}}m a.c.S. . {An}

ipotesi 1
~ lipotesi 2
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Teorema di distribuzione

Teorema 2 Sia {A,} una successione di matrici

Hermitiane, con A, € My (C), d,, < dp41.
Sotto le seguenti ipotesi:

® {{Bym}t}tm, meN, By, Hermitiane, a.c.s. per { A, },

® {Bym} ~\ (fm, K), fm avalori real,

» fn

L
—_

/i
U Bnm} bm

~ \Lipotesi 2

{fmIm

a.c.S.

ipotesi 1

in misura

m — o0

ipotesi 3

» {An}
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Teorema di distribuzione

Teorema 2 Sia {A,} una successione di matrici
Hermitiane, con A, € My (C), d,, < dp41.
Sotto le seguenti ipotesi:

® {{Bym}t}tm, meN, By, Hermitiane, a.c.s. per { A, },

® {Bym} ~\ (fm, K), fm avalori real,

R mefl

{{Bn7m}}m a.c.S. S {An}

ipotesi 1

~ X\ \Lipotesi 2 tesil ~ X\

{fm}m in misura R f

m — o0

ipotesi 3
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Algebrizzazione

Proposizione 1 Se {{anf,)ﬂ,}}m e {{Bff%l}}m SONo a.c.s. per
(AN e APy, AW, AP € My (©), allora
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Algebrizzazione

Proposizione 1 Se {{anf,)n,}}m e {{Bff%l}}m SONo a.c.s. per
(AN e APy, AW, AP € My (©), allora

o {{Bn,m + Bn,m}}m e un a.c.s. per {AS) + A,,(f)};
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Algebrizzazione

Proposizione 1 Se {{an)n}}m e {{Bﬁf%}}m SONo a.c.s. per
(AN e APy, AW, AP € My (©), allora

o {{Bn,m - Bn,m}}m e un a.c.s. per {A,,(f) + A,,(f)};

r {{Bnlm an}}m é un a.c.s. per {AS)A?(E)} se in aggiunta
sia {A } sia {A } SONO s.u.;
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Algebrizzazione

Proposizione 1 Se {{anzn}}m e {{Bq(f%@}}m SONo a.c.s. per
(AN e APy, AW, AP € My (©), allora

o {{Bn,m - Bn,m}}m e un a.c.s. per {AS) + A,,(f)};

I {{Bnlm an}}m é un a.c.s. per {A,,(@I)A,,(f)} se in aggiunta
sia {A } sia {A } SONO s.u.;

Definizione 3 Una successione di matrici {A4,,} e detta
sparsamente illimitata (s.u.) se per ogni M > 0 esiste n,;
tale che per n > n,, vale

i1 | Ni(Ap)| > M} <r(M)d,, lim r(M)=0.

M —o0
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Algebrizzazione

Proposizione 1 Se {{an)n}}m e {{Bq(f%@}}m SONo a.c.s. per
(AN e APy, AW, AP € My (©), allora
o {{Bn,m - Bn,m}}m e un a.c.s. per {AS) + A,,(f)};

I {{Bnlm an}}m é un a.c.s. per {A%I)A%Q)} se in aggiunta
sia {A } sia {A } SONO s.u.;

|

{{p(B ély)n)}}m e un a.c.s. per {p(A (1))} per ogni polinomio p
di grado fissato indipendente da n, se {A } e s.u.
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Teorema sull’algebrizzazione delle  a.c.s.

Teorema 3 Se {A,,} € una successione di matrici
Hermitiane sparsamente illimitata (s.u.) € {{By,.m}}m € una
qualsiasi a.c.s per {A,} (B, n tutte Hermitiane), allora per
ogni funzione f € C'(R) vale che {{f(Bnm)}}m € una.c.s.

per {f(An)}.
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Altri sviluppl

Gestire il caso non Hermitiano e piu
delicato;
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Altri sviluppl

Gestire il caso non Hermitiano e piu
delicato;

Risultati generali di clustering e
distribuzione sono stati ottenuti tramite:

s un’idea di Tilli (geometria del range),
s Maggiorizzazione: teorema di Mirski.
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