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Matrici di Toeplitz
f ∈ L1(0, 2π),

aj coefficienti di Fourier di f :

aj =
1

2π

∫ 2π

0
f(s)e−ı̂jsds, ı̂2 = −1, j ∈ Z.

La matrice di Toeplitz Tn(f) è definita come

Tn(f) = [ar−k]
n
r,k=1 ,

f è detta simbolo o funzione generatrice di Tn(f).
Se f è a valori reali allora la matrice Tn(f) è Hermitiana,
cioè aj = a−j.
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An = Tn(f) con f(t) = (2 − 2 cos(t))2,

λ
(n)
j non sono noti in forma chiusa.
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Teorema di Szegö, Tyrtyshnikov, Zamarashkin e Tilli

Teorema 1 Se f è integrabile sopra Q = [0, 2π), a valori
reali, e se {Tn(f)} è la successione delle matrici di Toeplitz
generate da f , allora vale che

{Tn(f)} ∼λ (f,Q).
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reali, e se {Tn(f)} è la successione delle matrici di Toeplitz
generate da f , allora vale che

{Tn(f)} ∼λ (f,Q).

f a valori reali ⇒ Tn(f) Hermitiana.
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applicazioni in statistica (Bercu, Gamboa,...);
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(Gutierrez, Crespo, Najim, Gray,...);
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Strumenti di approssimazione: a.c.s.

Definizione 2 Sia {An} con An ∈ Mdn
(C), dn < dn+1.

{{Bn,m}}m, m ∈ N è una classe approssimante di
successioni (a.c.s.) per {An} se

An = Bn,m + Rn,m + Nn,m, ∀n > nm, ∀m ∈ N,

Rango(Rn,m) ≤ dnc(m), ‖Nn,m‖ ≤ w(m),

dove nm ≥ 0, c(m) e w(m) sono funzioni che dipendono solo
da m e

lim
m→∞

w(m) = 0, lim
m→∞

c(m) = 0.
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Teorema di distribuzione
Teorema 2 Sia {An} una successione di matrici
Hermitiane, con An ∈ Mdn

(C), dn < dn+1.
Sotto le seguenti ipotesi:
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Algebrizzazione

Proposizione 1 Se {{B
(1)
n,m}}m e {{B

(2)
n,m}}m sono a.c.s. per

{A
(1)
n } e {A

(2)
n }, A

(1)
n , A

(2)
n ∈ Mdn

(C), allora
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n } e {A

(2)
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(C), allora
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(1)
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n + A
(2)
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n + A
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{{B
(1)
n,mB

(2)
n,m}}m è un a.c.s. per {A(1)

n A
(2)
n } se in aggiunta

sia {A
(1)
n } sia {A

(2)
n } sono s.u.;

Definizione 3 Una successione di matrici {An} è detta
sparsamente illimitata (s.u.) se per ogni M > 0 esiste n̄M

tale che per n ≥ n̄M vale

♯{i : |λi(An)| > M} ≤ r(M)dn, lim
M→∞

r(M) = 0.
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Algebrizzazione

Proposizione 1 Se {{B
(1)
n,m}}m e {{B

(2)
n,m}}m sono a.c.s. per
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n };

{{B
(1)
n,mB

(2)
n,m}}m è un a.c.s. per {A(1)

n A
(2)
n } se in aggiunta

sia {A
(1)
n } sia {A

(2)
n } sono s.u.;

kjadghasògkhskhòdlkhglsh⇓
{{p(B

(1)
n,m)}}m è un a.c.s. per {p(A

(1)
n )}, per ogni polinomio p

di grado fissato indipendente da n, se {A
(1)
n } è s.u.
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Teorema sull’algebrizzazione delle a.c.s.

Teorema 3 Se {An} è una successione di matrici
Hermitiane sparsamente illimitata (s.u.) e {{Bn,m}}m è una
qualsiasi a.c.s per {An} (Bn,m tutte Hermitiane), allora per
ogni funzione f ∈ C(R) vale che {{f(Bn,m)}}m è un a.c.s.

per {f(An)}.
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Altri sviluppi

Gestire il caso non Hermitiano è più
delicato;
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Altri sviluppi

Gestire il caso non Hermitiano è più
delicato;

Risultati generali di clustering e
distribuzione sono stati ottenuti tramite:

un’idea di Tilli (geometria del range),
maggiorizzazione: teorema di Mirski.
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