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Esercizio 1(pt.4)
Data f : R = R,

sin 2x
_ wraz Dberz> 0
o) =A{ axr+b perxz <0

determinare per quali valori di a,b € R, la funzione f
e ¢ continua per x =0
e ¢ derivabile per z =0

giustificando il risultato.

Risposta:
Si ha 2
sin 2x
li = i =2
A @ = 0 e
lim f(z)= lim az+b=">b= f(0)
z—0~ z—0~
e quindi f € continua in x = 0 sse b = 2. Siccome
sin 2h
_ —9 2 op o2
lim f(h) = f(0) iy PR ~ lim 2h 4+ o(h®) — 2h — 2h
h—0+ h h—0+ h h—0+ h2(1+ h)
e
. ah+4+2-2
im ——— =a
h—0~ h
La funzione quindi e derivabile nel punto x = 0 sse a = —2.
Esercizio 2(pt. 6 )
Sia data la funzione D(f) - R
1 —In|3z]
fla)=—3

I. Disegnare il suo grafico.

II. Calcolare 'immagine di f sul suo dominio naturale D(f).

h(o(1) — 2)

~ b0+ h2(1+ h)

III. Stabilire per quali A € R lequazione f(x) = XA ha 2 soluzioni reali

distinte.

=-2



Risposta:
I. La funzione f ¢ definita su D(f) = {x € R ; = # 0} ed ¢ pari. Basta
quindi studiarla per z > 0. Si ha

mli%lﬂ: f({L‘) = too, xkrfoo f(l’) =0,

La funzione & derivabile certamente su D(f) e si ha, per x > 0

z(2In3z — 3)

f(x) = T B
Quindi f'(z) = 0 sse x = 3/2/3 ¢ f(%/?/3) = — 52 Inoltre x = e*?/3 & un
punto di minimo relativo e assoluto per f

II. Quindi Imf = [—%,—&—oo[.

I11. L’equazione f(x) = A ha 2 soluzioni reali distinte per A > 0V A = —%.

Esercizio 3(pt. 5)
Sapendo che, per t — 0,

o el =141+ 512 + 33+ fit' + o(th)

sint =t — 4% + 415 — 117 + o(t7)

cost =1 — Lt + Ltt — L6 + o(tF)

oln(l+t)=t—L +8 L4+ L4 o(t%)

Calcolare
. sin(x +22%) +cos(e?* —1) -1 —=x
lim
z=0  In(v14a?) +In(1+ 23/2)
Risposta:



Usando gli sviluppi di Taylor dati sopra, si ottiene che
3

1
sin(x +22%) = (x +22?) — 6(1’ +22%)3 + o(2?) = = + 22 — %

1
= cos(2x + 22° + o(2?)) =1 — 5(233 + 222 4+ o(z?))? + o(z?) =

+ o(z?)

cos(e*® — 1

)
1 —22% — 423 + o(2?)
\ 3 3

In(v1+2% =In(l+ ‘% +o(z®)) = % + o(z?)
In(1+23/2)  =a3/2+ o(z®)
Pertanto, si ricava che
! sin(x+2x2)+cos(ezx—1)—1—90: . 255‘ +o(x ):_%
=0 In(v1+23) +In(1 + 23/2) @0 1:3 + o(z3) 6

Esercizio 4(pt. 5)
Si calcoli il seguente integrale

/2x3—x2+2x+8
dx.
1 — 42?2 + 8z
Risposta:
Si ha che:
-’42 +8 | 327 —6r+8
— 422 4+ 8z 3 — 4% + 8z
Dunque:
2 .3 2 2 9.2
z° —x +2:1:+8 — 6z + 8 3z° — 6x + 8
1d dr=1 ————d
/1 a3 — 422 + 8x / a:—i—/ 23 — 422 + 8z +/1 4zt 8z 0
Si calcola che:
32% — 6z + 8 I ek S 2
— 42248z x 22 —4r+8 (v—2)2+4’
quindi:

2 o 2 2
3z — 6+ 8 1 2z —4 1 1
U L R M - d
/1 25— 4z 8z " /1(x+x2—4x+8+2($—2)2+1) “
1

-2 8 1
= [In|z| 4+ In |z? — 42 + 8| + arctan (JUT)]% =In E + arctan 7

In conclusione:

2 .3 2
x° —x*+2x+8 8 1
/1 SR dx:1+ln5—i—arctan§




Esercizio 5(pt. 5)
Data f: R?> — R,

flzy) =y —y?* + 2% — 22y — 4

I) Calcolare i suoi eventuali punti di massimo, di minimo locali e di sella.
IT) Calcolare il piano tangente al grafico di f nel punto (2, —1).

Risposta:

I) Si calcolano i punti critici di f:

fr=2x—-2y=0
fy=4°—2y—22=0

Quindi:
Yy —y=0

r =1
y(y? —1) =0 =y =0,%1

I punti critici sono (0,0), (£1,+£1).
Si calcola la matrice Hessiana

2 -2
-2 1292 -2 )

H(0,0) = < _22 :; > — (0,0) Punto di sella;

pertanto:

Hp(+1,+1) = ( _22 I(? ) = (£1,+1) Punti di minimo;
IT) 11 piano tangente ad f nel punto (2,—1) &
z = f(27 —1)+<Vf(2, _1)7 ($—2, y+1)> = 4+<(67 _6)7 ($—2, y+1)> = _14+6$_6y'

= 2z = —14 + 6z — 6y.



Esercizio 6(pt. 5)

Calcolare
// cosx dx dy,
A

dove

A={(z,y) € R*| 2 <y, 2mxr <y < 3mz}.
Risposta:
Si ha che:

A={(z,y) e R* |z €[0,27], 27z < y < 3wz }U

{(z,y) € R? | z € [27,37], 2 <y < 3mx}.

Quindi:

2m 3rx 3T 3rx
// Coszvdxdy:/ cosx(/ 1dy)dx+/ cosx(/ 1dy)dac
A 0 2z 27 x2

Calcoliamo separatamente i due integrali per parti:

2 3rx 27 2m
/ cosx(/ 1dy) dx = 77/ x cos xdx = [ma sin 2]3™ —7r/ sinxdr =0
0 2 0 —_— 0

T

3 3rx 3 3
/ Ccos x(/ 1dy) dx = / (3mz—2?) cos xdx = [(3mx — %) sinz|3r — / (3m—2x) sin zdx
2 x 2 2

us 2 us R ™

=0

3T
= [(3w — 2x) cos z]3™ + / 2 cos zdx = 4.

2
—_—

=0



