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Esercizio 1

Data f: R = R, f(z) =22 +8x+1, g: R = R, g(y) = cos®(y), scrivere
(se esistono) le funzioni composte gof(z), v € Re fog(y), y € R e calcolare
(se esistono) le derivate delle funzioni composte

d(gof) d(fog)
dx dy

(), ze R

(¥), yeR

Risposta:

Entrambe le funzioni sono definite su tutto R e ivi derivabili. Quindi esistono
e sono derivabili le loro funzioni composte. Si ha gof(x) = cos®(x?+8z+1),
fog(y) = cos®(y) + 8cos®(y) + 1 e quindi

d(.fl::f) ($) = _6($ + 4) COS2(x2 + 8z + 1) Sin(:c2 4 8x + 1)
d(gzg) (y) = —6cos®(y) sin(y) — 24 cos?(y) sin(y)

Esercizio 2
Sia data la funzione f: D(f) - R

f(g;) = 312+§x+2
I Disegnare il suo grafico.

IT Calcolare 'immagine di f sul suo dominio naturale D(f).

IIT Per quali valori di A € R, I’equazione f(z) = A ha 2 soluzioni distinte?

Risposta:
I. La funzione f e definita su tutto R e derivabile su tutto R. Inoltre
A S =1

Si ha ( ) )
z —2)In3
! = _3z2+2a¢+2 x—
() (2% 4 2x + 2)?



e quindi f'(z) = 0 sse # = ++/2. Inoltre f(v2) = 34?/?/5 e f(—V2) =

V2
3 222, Il punto £ = —v/2 & un punto di minimo locale mentre il punto

x = +/2 & un punto di massimo locale.
. . V2 V2
II. Dal punto precedente si ottiene che Imf = [3 4-2v2 34+2vZ].

v Ne
III. L’equazione f(x) = A ha 2 soluzioni distinte per A €]3 4-2v2, 1[U]1, 34+2v2].

Esercizio 3
Sapendo che, per t — 0,
o cost =1— g;t2 4+ Lit" — L0+ o(t)

o sint =t— 33+ 5t5 — Ht7 + o(t")

o el =1+1t+ 512+ 4it° + g5t* + o(t?)

° (1 +t)oz =14+at+ a(o&—l) t2+ a(oc—lg)!(oc—Q) t3+ a(oz—l)(oi!—Q)(oc—B) t4+0(t4)
Calcolare
(1 + 4a + 8x2)1/4 —¢®
im - 5
z—0 cos(sin(2z + 22)) — e=2®
Risposta:
Usando gli sviluppi di Taylor dati sopra, si ottiene che
4z +82%) 3 7 2 5
(14+42+822)1/4 = 1+M——(4:64-8:1:2)24——(4:(:4—81:2)3—1—0(353) = 1+x+£——x3+0(1‘3)
4 32 128 2 2
e quindi

(1+ 4z + 822/ — o7 — —§$3(1 +o(1))
Inoltre
sin(2z + %) = 2z + 22 + o(z?)

(22 4 2% + o(2?))?
2

cos(sin(2z + x2)) =1 — +o(z®) =1 — 222 — 223 + o(2?)

e
e =1 222 ¢ o(z?)

e quindi ,
cos(sin(2x + 2?)) — e = —223(1 + 0(1))



Pertanto, si ricava che

(1 + 4z + 822)/4 —¢® . —223(1+0(1) 4
1m - —— = lim 3
z—0 cos(sin(2x + 22)) —e~22*  2—0 —223(1 +0(1)) 3

Esercizio 4
Si calcoli il seguente integrale

/4 .T3+1
———— d=.
9 w3 —222 + 1

Risposta:
Si ha che:
3+ 1 :1+2x2—x+1
3 — 222+ 3 — 222 + 1
Dunque:

4 4
3+ 1 2% —zx+1 2
dr = 1d dr =2
/2 23— 212 + 1 v / x—l—/ 23— 212 + 1 . +/2 x3

Si calcola che:

222 — 2z +1 1+ 1 2
-2+ x -1 (x—1)2

quindi:

4 99,2 4
20 —x+1 1 1 2
ST EE L ge= | (- dz,
/2333—2332—1—:6 v /2(x+x—1+(x—1)2) v

1}3 =4/3+1In6.

=[nlz|+n|lz—-1| -

In conclusione:

4 3
z°+1
————— dx =10/3 +1n6
/2:1:3—23;2—1—95 . /3+n

22 —x+1



Esercizio 5
Data f: R?> — R,

4
flz,y) = 2%y — gy?’ —27% 4+ 12y

I) Calcolare i suoi eventuali punti di massimo, di minimo locali e di sella.
IT) Calcolare il piano tangente al grafico di f nel punto (—1,1).

Risposta:

I) Si calcolano i punti critici di f:

fo=2zxy—42x =0
fy=2> -4 +12=0

Quindi:
z(y—2)=0
22— 4y +12=0

Si hanno due casi:

{ Z:i\/ﬁ — (0, £V/3);

y=2 .
(274, — s

I punti critici sono (£2,2), (0, £v/3).
Si calcola la matrice Hessiana

20—4 2z
20 8y )’

Hf(2,2) = ( Z _416 ) = (2,2) Punto di sella;

pertanto:

H¢(-2,2) = ( _04 :146 ) = (—2,2) Punto di sella;

H(0,V3) = ( 2\/56_ 1 —80\/3 ) —  (0,v/3) Punto di massimo relativo;

(-2\/5—4 0
0 8v/3

IT) 11 piano tangente ad f nel punto (—1,1) &

Hy(0,—V3) = ) —  (0,—V/3) Punto di sella.

2= f(=1,)H(Vf(=1,1), (z+1,y—1)) = 29/3+((2,9), (z+1,y—1)) = 8/3+22+9y.

= 2 =2_8/3+2x+9y.



Esercizio 6

Calcolare
// 3y? dzx dy,
A
dove
A={(z,y) € R*| 2® — mx <y < sinz}.

Risposta:

Si ha che:

A={(z,y) eR* |z €[0,7],2° — mx <y < sinz}.

Quindi:

[[ o avay= [T ([ spay)as= [T e
A 0 271 0

:/ (sinx)gda:—/ (2% — 7z)3da.
0 0

Calcoliamo separatamente i due integrali:

/(sinx)3dx:/ sinx(l—cosQJ:)dx:/ sinxdaz+/ cos® x(—sinz)dx
0 0 0 0

= [~ cosz + cos® z/3]F = 4/3

Il secondo integrale si puo calcolare direttamente esplicitando il cubo del
binomio (22 — 7x)3, oppure integrando ripetutamente per parti tenendo
conto che (2?2 —7z)3 = 23(x — )3 e che i fattori e x — 7 si annullano sugli

estremi di integrazione 0, 7:

/ (2% — mx)3de = / 23z — m)3de = [zt /4(z — 7)3]5 —z / a2t (z — m)2dx
—_—
0 0 ~ 0
3 (7 1/ _ 1
=10 ; a:5(x—7r)dm:—% ; x6>k1dx:——0[x7/ 16 _T407r7'



