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Risolvere tre dei seguenti quattro esercizi.

Esercizio 1. Sia V = M2(R) e si consideri la seguente forma bilineare su V :

β(A,B) = tr(AB) + tr(A)tr(B).

a) Dimostrare che β è simmetrica.

b) Calcolare la segnatura di β.

c) Determinare una base di V ortogonale rispetto a β.

Esercizio 2. Sia A l’insieme di tutte le applicazioni lineari T : R3 → R3 tali che T 3 = 2T 2.

a) Quali sono le possibili tracce degli endomorfismi T in A?

b) È vero che se T ∈ A è diagonalizzabile allora tr(T ) > 3?

c) Mostrare che se T ∈ A soddisfa tr(T ) > 3 allora T è diagonalizzabile.

d) Mostrare che per ogni T ∈ A l’applicazione T 2 − 2I3 è invertibile.

Esercizio 3. Consideriamo l’applicazione lineare

ϕ : Mn(Q)→ Q

A = (Aij) 7→
∑
i,j

Aij .

Indichiamo con Eij le matrici elementari inMn(Q) e con Λ il sottospazio vettoriale diMn(Q) generato
dalle matrici Eij − Eij+1 per i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , n− 1.

a) Determinare una base di Mn(Q)/Λ.

b) Mostrare che esiste una applicazione lineare F : Mn(Q)/Λ → Q tale che F ◦ π = ϕ, essendo
π : Mn(Q)→Mn(Q)/Λ la proiezione naturale sul quoziente.

Esercizio 4.

a) Mostrare che l’insieme degli endomorfismi autoaggiunti rispetto ad una forma bilineare non
degenere β su uno spazio vettoriale V costituisce un sottospazio vettoriale di End(V ).

b) Sia S =

(
2 1
1 1

)
. Mostrare che la forma bilineare βS su R2 associata alla matrice S rispetto

alla base canonica è un prodotto scalare e determinare una base del sottospazio vettoriale di
End(R2) costituito dagli endomorfismi autoaggiunti rispetto a βS .


