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Quesiti preliminari. Stabilire se le seguenti affermazioni sono vere o false giustificando brevemente
la risposta.

1. Sei matrici quadrate di ordine 2 sono sempre linearmente dipendenti.

2. Siano W1, W2, W3 sottospazi vettoriali di uno spazio vettoriale V tali che V = W1 ⊕ W2 =
W1 ⊕W3. Allora W2 = W3.

3. Sia A ∈ Mn(Q), n > 1, tale che A2 = A. Allora A = 0 oppure A = In.

Esercizi. Risolvere tre dei seguenti quattro esercizi.

Esercizio 1. Sia V = Q4 e siano

Z = Span{


0
1
0
0

}, U = Span{


1
0
0
1

 ,


2
1
0
2

}, W = {


x
y
z
t

 : x− t = 0}.

a) Sia H = {f ∈ End(Q4) | ker(f) ⊇ Z, f(U) ⊆ Z, f(W ) ⊆ U , Im(f) ⊆ W}. Mostrare che H è
un sottospazio vettoriale di End(Q4) e determinarne la dimensione.

b) Determinare l’insieme {f ∈ H | f è diagonalizzabile}.

Esercizio 2. Siano X =

 1
2
1

 e Yα =

 1
α
1

 in R3, con α ∈ R. Sia Aα = XY T
α ∈ M3(R).

a) Determinare, al variare di α, kerAα e ImAα.

b) Per quali α la matrice Aα è diagonalizzabile?

Esercizio 3. Dati i vettori v1 =

 1
2
1

, v2 =

 0
1
1

, v3 =

 1
a
4

, a ∈ K,

determinare gli insiemi:

Ra = {a ∈ K | esiste un’unica fa ∈ Hom(K3,K2) tale che fa(v1) =

(
1
0

)
, fa(v2) =

(
0
1

)
, fa(v3) =(

3
1

)
};

Sa = {a ∈ K | non esiste alcuna fa ∈ Hom(K3,K2) tale che f(v1) =

(
1
0

)
, f(v2) =

(
0
1

)
, f(v3) =(

3
1

)
};



Ta = {a ∈ K | esistono infinite fa ∈ Hom(K3,K2) tale che f(v1) =

(
1
0

)
, f(v2) =

(
0
1

)
, f(v3) =(

3
1

)
}.

Esercizio 4. Sia A ∈ M3(Q) una matrice con polinomio caratteristico x2(x − 1) e molteplicità
geometrica di 0 uguale ad uno. Sia F : M3(Q) → M3(Q) definita da F (X) = AX.

a) Determinare il polinomio caratteristico di F .

b) Determinare la molteplicità geometrica dell’autovalore 0 per l’applicazione F .


