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Quesiti preliminari. Stabilire se le seguenti affermazioni sono vere o false giustificando brevemente
la risposta. Gli spazi vettoriali sono tutti di dimensione finita.

1. Siano A, B due sottoinsiemi di uno spazio vettoriale V. Si ha A C B se e solo se Span(A) C
Span(B).

2. Siano A, B € M,,(K) non diagonalizzabili. Allora nemmeno AB & diagonalizzabile.

3. Sia V' uno spazio vettoriale sul campo Z/pZ con p # 2. Allora V ha un numero dispari di
elementi.

Esercizi. Risolvere tre dei seguenti quattro esercizi.

Esercizio 1. Siano
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Sia
H={f € End(K")| f(W1) C Wief(Wa) C Wy}

a) Determinare la dimensione del sottospazio H nel caso in cui K = Q.

b) Determinare la dimensione del sottospazio H nel caso in cui K = Z/5Z.

Esercizio 2. Si consideri, per a € Q, la matrice in M3(Q):

5 6 3
A, = -1 0 -1
0 0 a

a) Per quali valori di a € Q la matrice A, ¢ diagonalizzabile?

b) Poniamo A = A;. Mostrare che esiste v € Q3 tale che {v, Av, A%v} & una base di Q3. Scrivere
la matrice di L4 in tale base.

Esercizio 3. Sia F': M3(Q) — M>(Q) 'endomorfismo definito:

(e a))=(id) »

a) Mostrare che F' ¢ invertibile e F~! = F3.



b) Determinare autovalori e autovettori di F' e studiare la diagonalizzabilita.

c¢) Sia adesso F¢ : Ma(C) — M>(C) ancora definita dalla (1): determinare autovalori e autovettori
e studiare la diagonalizzabilita di Fg.

Esercizio 4.

a) Siatr: M>(Q) — Q la funzione che associa a una matrice quadrata X la sua traccia tr(X), cioe
la somma degli elementi sulla diagonale. Mostrare che tale funzione ”si annulla sui commutatori
di matrici”, vale a dire tr(AB — BA) = 0 per ogni coppia di matrici A, B € M>(Q).

b) Sia ¢ € M2(Q)* tale che per ogni coppia di matrici A, B € M(Q) si abbia
¢(AB — BA) =0,

cioe ¢ 7si annulla sui commutatori di matrici”. Mostrare che esiste ¢ € Q tale che ¢(X) =
c(tr(X)) (suggerimento: scrivere i commutatori delle matrici elementari).



