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Risolvere tre dei seguenti quattro esercizi.

Esercizio 1. Sia A ∈Mn(R).

a) Mostrare che se A è una matrice simmetrica nilpotente allora A = 0.

b) Mostrare che se A è una matrice antisimmetrica nilpotente allora A = 0.

c) Mostrare che se A è una matrice antisimmetrica e v ∈ Rn appartiene a kerA2 allora v ∈ kerA.

Esercizio 2. Sia Fα l’endomorfismo di Q4 rappresentato rispetto alla base canonica dalla matrice

Aα =


1 0 0 1
α 2 0 0
3 1 1 1
0 0 0 2

 .

Determinare i sottospazi invarianti di Fα al variare di α ∈ Q.

Esercizio 3. Sia A ∈M5(Z/5Z) una matrice antisimmetrica a coefficienti nel campo con 5 elementi.
Supponiamo rg(A) = 4. Dire se esistono, e in caso affermativo dire quante sono, le matrici C ∈
GL5(Z/5Z) tali che

CTAC =


0 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 −1 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 −1 0

 ,

Esercizio 4. Sia β una forma bilineare riflessiva sullo spazio vettoriale V , e sia φ ∈ V ∗. Diciamo
che φ è rappresentabile da β se esiste un vettore vφ ∈ V tale che

β(u, vφ) = φ(u), ∀u ∈ V.

a) Mostrare che l’insieme degli elementi rappresentabili da β è un sottospazio vettoriale di V ∗.

b) Caratterizzare l’insieme degli elementi rappresentabili da β in termini di radβ e Kerφ.

c) Calcolare la dimensione del sottospazio degli elementi rappresentabili da β.


