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Domande preliminari Dimostrare o confutare con un controesempio le seguenti affermazioni.

1) Sia {v1, v2, v3} una base di uno spazio vettoriale V . Allora esiste un unico f ∈ End(V ) tale che f(vi) = 0 per ogni
i = 1,2,3.

2) Sia V un K-spazio vettoriale e siano f, g ∈ End(V ). Allora min{rg(f), rg(g)} ≤ rg(f + g).

3) Sia K = Z/11 e sia f ∶ K8 → K6 un’applicazione lineare tale che ker f abbia 121 elementi. Allora f è suriettiva.
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Risolvere tre dei seguenti quattro esercizi.

Esercizio 1 Siano V = R4 e W = {(x, y, z, t)T ∈ V ∣x + 2y − z = 0,3y − t = 0}. Sia

A =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

1 −1 0 0
−3 1 3 −2
0 −1 1 0
0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎟
⎠

e si consideri l’endomorfismo LA di R4.

a) Mostrare che W è LA-invariante.

b) Calcolare autovalori e autospazi di LA.

c) Determinare una bandiera di sottospazi V1 ⊆ V2 ⊆ V3 ⊆ V4 di R4 costituita da sottospazi LA-invarianti tali che
Vj =W per qualche j = 1, . . . ,4.

Esercizio 2 Sia n ∈ N, n > 2. Siano W un sottospazio vettoriale di Rn di dimensione n − 1 e g un endomorfismo
di Rn tale che la restrizione di g a W sia iniettiva. Stabilire se esiste un endomorfismo f di Rn tale che f2 = 0 e
Rn = Im(f) ⊕ ker(g).

Esercizio 3 Sia V uno spazio di dimensione finita 2k su Q e f ∈ End(V ). Supponiamo che V sia somma diretta di
k sottospazi vettoriali {V1,⋯, Vk}. di dimensione 2, f−invarianti, tali che l’endomorfismo indotto fi ∶ Vi → Vi abbia
polinomio caratteristico X2 − 3X + 2 per ogni i.

a) Stabilire se f è diagonalizzabile.

b) Calcolare gli autovalori di f e le loro molteplicità geometriche e algebriche.

c) Mostrare che f2 − 3f + 2I = 0.

d) Determinare il numero di proiezioni contenute in Span{I, f} e descrivere tali proiezioni.

Esercizio 4 Si considerino i seguenti sottospazi di V = Q3:

V1 = Span{
⎛
⎜
⎝

1
1
2

⎞
⎟
⎠
,
⎛
⎜
⎝

1
0
3

⎞
⎟
⎠
}, V b

2 = Span{
⎛
⎜
⎝

1
−1
4

⎞
⎟
⎠
,
⎛
⎜
⎝

2
1
b

⎞
⎟
⎠
}

e il sottospazio
Hb = {f ∈Hom(V,V ∗) ∣ f(V1) ⊆ Ann(V1), f(V b

2 ) ⊆ Ann(V b
2 )}

di End(V ). Calcolare la dimensione di Hb al variare di b.
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