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Esercizio 1. (6 punti) Al variare di k ∈ R si consideri il seguente sistema lineare Σk, nelle incognite
x, y, z,

Σk :


x + y + z = 0
x + ky + z = k
x− y + z = 0

a) Stabilire per quali valori di k l’insieme delle soluzioni di Σk è un sottospazio vettoriale di R3.
Per ognuno di tali valori risolvere il sistema Σk.

b) Posto k = 0, determinare, se possibile, un sistema lineare di due equazioni equivalente a Σ0.

c) Stabilire se il sistema Σk ammette soluzioni per ogni valore di k.

Esercizio 2. (9 punti) Al variare di k ∈ R si consideri il seguente sottospazio vettoriale Sk di R3:

Sk = 〈(1, k, 0), (k, 1, 0), (k, k, k)〉.

a) Calcolare la dimensione di Sk al variare di k ∈ R;

b) determinare una base Bk di Sk per ogni k ∈ R;

c) determinare, se possibile, due numeri reali k1 6= k2 tali che esista una applicazione lineare
biunivoca f : Sk1 → Sk2 .

Esercizio 3. (11 punti) Si consideri l’endomorfismo f : R3 → R3 cos̀ı definito:

f(a, b, c) = (b, c, a).

a) Stabilire se f è invertibile. In caso affermativo determinare la forma esplicita della funzione
f−1;

b) stabilire se 1 è autovalore di f e in caso affermativo determinare il relativo autospazio;

c) stabilire se f è diagonalizzabile;

d) stabilire se esistono basi di R3 rispetto alle quali la matrice di f è:

F =

 1 0 0
0 1 1
0 1 1

 .

Esercizio 4. (4 punti) Sia

A =
(

1 1
0 3

)
.

Si dimostri, per induzione su n ≥ 1(n ∈ N), che

An =
(

1 3n−1
2

0 3n

)
.


