Matematica per Analisi dei Dati, 10.03.09

1. Sia data una matrice A di tipo m X n, siano cq,...,c¢, € R™ le sue colonne e
siano ri,...,7, € R” le sue righe:
Cl ... ... Cp
T a1 P (AT
T'm P ¢ M

Alla matrice A sono associati quattro spazi:

e lo spazio delle colonne:
C(A) = span{cy,...,c,} CTR™
e lo spazio delle righe:

R(A) = span{ry,...,rm} CR™

e lo spazio nullo:
N(A)={xreR": Az =0,,} CR"
e lo spazio nullo sinistro:

N(A) ={ycR™:y"A =0} CR™

Abbiamo terminato la lezione scorsa stabilendo che lo spazio delle righe e lo
spazio delle colonne hanno la stessa dimensione:

dim (C(A)) = dim (R(A)),
che viene detta rango della matrice A, e viene indicata con
r(A).

Inoltre,
r(A) = numero dei pivot di S,

dove S e’ la matrice a scala ridotta per righe ottenuta applicando ad A I'algoritmo
di Gauss-Jordan.

2. Nella lezione scorsa abbiamo considerato la matrice
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abbiamo determinato un insieme linearmente indipendente massimale nello spazio
delle colonne, un insieme linearmente indipendente massimale nello spazio delle
righe, e abbiamo trovato che

dim (C(A)) = dim (R(A)) = 3.

Per fare questo, abbiamo tra ’altro considerato la matrice a scala ridotta
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associata tramite ’algoritmo di Gauss-Jordan ad A, e la matrice a scala ridotta
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associata tramite I’algoritmo di Gauss-Jordan ad AT

. Cerchiamo ora di determinare la dimensione dello spazio nullo di A, che ¢’
I'insieme delle soluzioni del sistema lineare omogeneo
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Questo sistema e’ equivalente al sistema
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cioe’
T2 + 21’3 + 2£L'5 = 0
s+ s =0
T — 0

Ora, risolviamo il sistema rispetto alle incognite i cui coefficienti sono i pivot
della matrice S, cioe’ le incognite x5, 24, g, lasciando libere le restanti incognite



x1, T3, Ts; la soluzione generale €’
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xr1, 23,5 € R.

Ora possiamo riscrivere la soluzione generale nella forma

Abbiamo cosi’ trovato che lo spazio nullo di A €’ lo spazio generato dai tre vettori
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Uy, Uz, Us -

Ora, l'insieme dei vettori uy, us, us €’ linearmente indipendente, cosi’

Osserviamo che 3 ¢’ il numero delle incognite libere, che a sua volta e’ il numero
6 di tutte le incognite meno il numero 3 delle incognite fondamentali, che a sua
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N(A) = span{uy,us, us}.

dim (N'(A)) = 3.

volta €’ il numero delle colonne di A meno il rango di A.

. Cerchiamo ora di determinare la dimensione dello spazio nullo sinistro di A, che

e’ 'insieme delle soluzioni del sistema lineare omogeneo
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che possiamo riscrivere
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T3 = U1T1 + U3T3 + UsT5.
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cioe’
hn =0
Yo =0
ys+ys =0

Ora, risolviamo il sistema rispetto alle incognite i cui coefficienti sono i pivot
Y

della matrice T, cioe’ le incognite v, ¥, 3, lasciando libera la restante incognita

ys; la soluzione generale €’

Y1 0 0

Yo 0 0
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Abbiamo cosi’ trovato che lo spazio nullo sinistro di A e’ lo spazio generato dal
vettore vy :

N, (A) = span{v,}.

Ora, il vettore vy €’ linearmente indipendente, cosi’

dim (N,(A)) = 1.

Osserviamo che 1 ¢’ il numero delle incognite libere, che a sua volta e’ il numero
4 di tutte le incognite meno il numero 3 delle incognite fondamentali, che a sua
volta e’ il numero delle righe di A meno il rango di A.

5. In generale, data una matrice A di tipo m X n,

a1 P AT
A= ; )

Am1 -+ .. Qmn

indicato con r il numero dei pivot della matrice a scala ridotta per righe associato
ad A dall’algoritmo di Gauss-Jordan, si prova che

dim (C(A)) = dim (R(A)) = r;
dim (N(A)) =n —r;
dim (N(A)) =m —r.
II numero r e’ il rango r(A) della matrice A.

Si osservi che il rango di una matrice e’ uguale al rango della sua trasposta:

r(AT) = r(A).

6. Basi Nello spazio vettoriale R?, consideriamo i vettori

1 0 0
€1 = 0 s €y = 1 s €3 = 0 s
0 0 1



che formano un insieme linearmente indipendente massimale in R3. Osserviamo

b1
che ogni vettore b = | by | di R? si puo’ scomporre come
bs
by 1 0 0
b= bQ = bl 0 + b2 1 + bg 0 = b1€1 -+ b2€2 -+ b3€3,
b3 0 0 1

cioe’ come combinazione lineare dei vettori ey, €5, e3; inoltre i coefficienti di questa
combinazione lineare sono univocamente determinati dal vettore b, in quanto
risultano essere le sue componenti.

Nello spazio vettoriale R™, per ogni i = 1,2, ..., n, consideriamo il vettore e; che
ha la 7—ma componente uguale a 1 e le altre uguali a 0. Ogni vettore b € R”
si puo’ scrivere in uno ed un solo modo come combinazione lineare dei vettori
€1,€s,...,6e,. L'insieme {ej, e, ..., e,} viene detto base canonica dello spazio R™.

Teorema Sia V' un sottospazio di R™, e sia {v1,...,v,} un insieme linearmente
indipendente massimale in V. Ogni vettore b € V' si puo’ scrivere in uno ed un
solo modo come combinazione lineare

b:b1U1+"'+prp, sz]R

dei vettori vy, . .., Up.

Per questa proprieta’, al posto del termine ”insieme linearmente indipendente
massimale in V7, si preferisce usare come sinonimo il termine "base di V.”
Gli scalari by,...,b, vengono detti coordinate del vettore b rispetto alla base

{v1,...,0,}.

Dimostrazione Sia b uun vettore di V'; sappiamo che, aggiungendo il vettore b ai

vettori linermente indipendenti vy, v, . . ., v, si ha che i vettori vy, v, . . ., vp, b sono
linearmente dipendenti, cioe’ esistono degli scalari non tutti nulli ri,re,...,7p,s
tali che

T1U1 4 oV + - - - + 1y, + 50 = 0.

Ora, se s # 0, possiamo ricavare

™ (] T
b=——v — —vg— -+ — L0,
S S S
Il caso s = 0 non si puo’ presentare, per il fatto che i vettori vy, vs,...,v, sono

linearmente indipendenti.

Abbiamo cosi’ provato che il vettore b si puo’ scrivere in almeno un modo come
combinazione lineare dei vettori vy, vs, ..., vp.

Ora, se

b:b1U1+b2U2+"'+prp, b; e R
b:bll?]l—i‘bévz—i—"'—i—b;’(}p, b;ER,



sono due scritture del vettore b come combinazione lineare dei vettori vy, va, . . ., vp,
sottraendo membro a membro si ha la relazione lineare

On = (bl - bll)Ul -+ (bg - bé)’l)g —+ 4 (bp — b;)l)p

che, essendo i vettori vy, v, ..., v, linearmente indipendenti, puo’ essere soddif-
fatta solo se
bl—b’lsz—b’zz---:bp—b;:O,
cioe’
by =0, by=0, ... bp:b;.
Ortogonalita’

1. Ortogonalita’, nello spazio

Diamo per intuitivamente nota la nozione di ortogonalita’ fra due vettori non
nulli dello spazio. Considereremo sempre vettori applicati in uno stesso punto O;
dati due tali vettori v, w, scriveremo

v L w

per indicare che v e w sono perpendicolari.

Siano dati nello spazio un punto O e un piano a per O, e sia [ = ot la retta per
O perpendicolare ad «. Ogni vettore b applicato in O si puo’ scomporre in uno
ed un solo modo come somma

b=p+gq

di due vettori applicati in O, un vettore p sul piano « ed un vettore g sulla retta [.
Diciamo che p e’ la proiezione ortogonale di b sul piano «, e che g €’ la proiezione

ortogonale di b sulla retta [ = at.

bp+q

.




2. Fissato nelo spazio un sistema di riferimento cartesiano ortogonale monometrico
con origine in O, identifichiamo i vettori di R? con vettori applicati in O.

Fatto

. . 3 3 .
Si puo’ provare che due vettori u = [u;];_, e v = [v;];_, , sono ortogonali se e solo

se la somma dei prodotti delle componenti corrispondenti e’ nulla:
ul v seesolose uvy + ugve + usvs = 0.

Si osservi che secondo questa definizione il vettore nullo e’ ortogonale ad ogni
altro vettore; inoltre, il vettore nullo e’ I'unico vettore che sia ortogonale a se’
stesso.

Noi sappiamo che, per costruzione, i vettori ej, es, e5 della base canonica di R3
sono a due a due ortogonali. Cio’ si ritrova anche algebricamente:

er Ley, inquanto 1-040-14+0-0=0,
eg Les, wmquanto 1-040-04+0-1=0,
ey Les, wmquanto 0-04+1-04+0-1=0.

Possiamo anche ritrovare che i vettori che stanno sul piano xy sono ortogonali ai
. . . . . . 3

vettori che stanno sull’asse z. Infatti, i primi sono del tipo v = [u;];_; con ug = 0,

. . . 3 .

i secondi sono del tipo v = [v;];_; con v; = vy =0, e si ha

U1V + UV + U3V3 = u10 + UQO + 0’(}3 =0.

z

€3

€2 Yy
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3. Verifichiamo ora algebricamente che

Dati nello spazio un punto O e un piano « per O, i vettori per O
perpendicolari al piano o formano una retta [ = a*, e ogni vettore b
applicato in O si puo’ scomporre in uno ed un solo modo come somma,

b=p+gq

di due vettori applicati in O, un vettore p sul piano «a ed un vettore ¢
sulla retta [.



Sappiamo che « e’ un sottospazio di R?, di dimensione 2. Siano a = [ai]?zl e

b= [b;]>_, due vettori che formino una base di a. Posto

aq bl
A= a2 b2 )
az bs

possiamo identificare il piano « con lo spazio delle colonne della matrice A :
a=C(A).
Chiaramente, r(A) = 2.

. . . 3 . . .
Cerchiamo i vettori = [z;];_, che sono ortogonali ad a e b; questi vettori sono
le soluzioni del sistema lineare omogeneo

121 + Qo9 + A3T3 = 0
bll‘l + bgl‘g + b3I3 =0

cioe’

a; ag as zl - 0

by by b 1o

T3
in breve
ATI‘ = 02.
I vettori ortogonali al piano o formano dunque lo spazio nullo della matrice AT :
a=N(AT).

Ora, si ha

dim (N(AT)) =3 —r(AT)=3—-r(A)=3-2=1.

Abbiamo ritrovato cosi’ che i vettori ortogonali ad un piano formano una retta,
la indichiamo con /. La dimensione di [ €’ 1; sia ¢ = [¢;],_, un vettore che formi
una base di [.




Ora verifichiamo che 1 vettori
a,b,c

formano una base di R3. Poiche’ il numero di questi vettori e’ uguale alla dimen-
sione dello spazio, basta verificare che sono linearmente indipendenti.

Consideriamo 1'uguaglianza
ra + sb + tc = 03, r,s,t € R3.
Possiamo riscrivela nella forma
ra + sb = —tc,

ed osservare che il vettore rappresentato dal valore comune dei due membri,
dovendo stare sia su « che su [, deve essere ortogonale a se’ stesso, dunque deve
essere il vettore nullo. Cosi’ si hanno le uguaglianze

ra + sb = 0o, —tc = 09,

che, essendo a, b linearmente indipendenti ed essendo ¢ linearmente indipendente,
sono soddisfatte solo per

Abbiamo verificato che a, b, ¢ sono una base di R?. Ora, ciascun vettore v € R3
si puo’ scrivere in uno ed un solo modo come combinazione lineare

v =r1a+ rob+ r3c, r; € R

dei vettori a, b, c. Osserviamo che il vettore ra + r9b sta sul piano « e il vettore
rsc sta sulla retta (.

Abbiamo cosi’ verificato che il vettore v si puo’ scrivere in uno ed un solo modo

come somma di un vettore del piano a e di un vettore della retta [.

Una volta verificata la proprieta’ algebricamente, siamo ora nella posizione di
poterla estendere e provare in uno spazio R", con n qualsiasi.



