
Matematica II, 20.04.04

Una matrice con m righe ed n colonne si dice, in breve, matrice di tipo m per
n; per indicare che una matrice A ha tipo m per n si usa scrivere

Am×n.

Una matrice con una sola riga, cioe’ una matrice di tipo 1 × n si dice vettore
riga, una matrice con una sola colonna, cioe’ una matrice di tipo m× 1 si dice
vettore colonna.

I dati che caratterizzano un’equazione lineare in due incognite

2x− 3y = 1

sono le incognite, che viene naturale rappresentare come un vettore colonna
[

x
y

]
,

i loro coefficienti, che viene naturale rappresentare come un vettore riga
[

2 −3
]
,

ed il termine noto, che e’ in questo caso il numero 1. Viene allora naturale porre

[
2 −3

] [
x
y

]
= 2x− 3y,

in modo da poter scrivere l’equazione data nella forma

[
2 −3

] [
x
y

]
= 1.

Siamo cosi’ portati a definire il prodotto di un vettore riga per un vettore
colonna, che abbiano lo stesso numero di componenti, come il numero reale
ottenuto sommando i prodotti delle varie componenti del vettore riga per le
corrispondenti componenti del vettore colonna:

[
a1 a2 . . . an

]



b1

b2

...
bn


 = a1b1 + a2b2 + . . . + anbn =

n∑

i=1

aibi.
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In questo modo, la generica equazione lineare in n incognite

a1x1 + a2x2 + . . . + anxn = b

si puo’ scrivere nella forma

[
a1 a2 . . . an

]



x1

x2

...
xn


 = b.

Ponendo

[
a1 a2 . . . an

]
= A1×n,




x1

x2

...
xn


 = Xn×1,

si ha la rappresentazione sintetica

A1×nXn×1 = b.

I dati che caratterizzano un sistema di due equazioni lineari in tre incognite
{

x+ 2y+ 3z = 7
4x+ 5y+ 6z = 8 ,

sono le incognite, che viene naturale rappresentare come un vettore colonna



x
y
z


 ,

i loro coefficienti, che viene naturale rappresentare come una matrice
[

1 2 3
4 5 6

]
,

ed i termini noti, che viene naturale rappresentare come un vettore colonna
[

7
8

]
,

Viene allora naturale porre

[
1 2 3
4 5 6

]


x
y
z


 =

[
x + 2y + 3z
4x + 5y + 6z

]
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in modo da poter scrivere l’equazione data nella forma

[
1 2 3
4 5 6

] 


x
y
z


 =

[
7
8

]
.

Siamo cosi’ portati a definire il prodotto di una matrice per un vettore colonna,
tali che ciascuna riga della matrice abbia lo stesso numero di componenti del
vettore colonna, come il vettore colonna dei prodotti delle varie righe della
matrice per il vettore colonna:

AB =




R1

R2

...
Rm


 B =




R1B
R2B

...
RmB


 .

Esempio



58 26 8
52 58 12
1 3 9







0
1
2


 =




58 · 0 +26 · 1 +8 · 2
52 · 0 +58 · 1 +12 · 2
1 · 0 +3 · 1 +9 · 2


 =




42
82
21


 .

In questo modo, il generico sistema di m equazioni lineari in n incognite




a11x1+ a12x2+ . . . + a1nxn = b1

a21x1+ a22x2+ . . . + a2nxn = b2

...
am1x1+ am2x2+ . . . + amnxn = bm

,

si puo’ scrivere nella forma



a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

...
am1 am2 . . . amn







x1

x2

...
xn


 =




b1

b2

...
bm


 .

Ponendo



a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

...
am1 am2 . . . amn


 = Am×n,




x1

x2

...
xn


 = Xn×1,




b1

b2

...
bm


 = Bm×1,
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si ha la rappresentazione sintetica

Am×nXn×1 = Bm×1.

I dati che caratterizzano due sistemi lineari in tre incognite, aventi gli stessi
coefficienti ed incognite indipendenti,

{
x+ 2y+ 3z = 7

4x+ 5y+ 6z = 8 ,

{
x′+ 2y′+ 3z′ = 9

4x′+ 5y′+ 6z′ = 10 ,

sono le incognite, che viene naturale rappresentare come una matrice di due
colonne 


x x′

y y′

z z′


 ,

i loro coefficienti, che viene naturale rappresentare come una matrice
[

1 2 3
4 5 6

]
,

i termini noti, che viene naturale rappresentare come una matrice di due colonne
[

7 9
8 10

]
.

Viene allora naturale porre

[
1 2 3
4 5 6

] 


x x′

y y′

z z′


 =

[
x + 2y + 3z x′ + 2y′ + 3z′

4x + 5y + 6z 4x′ + 5y′ + 6z′

]

in modo da poter scrivere l’equazione data nella forma

[
1 2 3
4 5 6

]


x x′

y y′

z z′


 =

[
7 9
8 10

]
.

Siamo cosi’ portati a definire il prodotto di due matrici, tali che ciascuna riga
della prima matrice abbia lo stesso numero di componenti di ciascuna colonna
della secoda matrice, come la matrice dei vettori colonna prodotti della prima
matrice per le varie colonne della seconda matrice:

AB = A[ B1 B2 . . . Bp] = [ AB1 AB2 . . . ABp].
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Esempio

[
1 2 3 4
5 6 7 8

]



0 −1 −2
1 0 −1
2 1 0
3 2 1


 =

[
20 10 0
44 18 −8

]
.

In questo modo, p sistemi lineari, aventi gli stessi coefficienti ed incognite in-
dipendenti,

AX(1) = B(1), AX(2) = B(2), . . . , AX(p) = B(p),

si possono rappresentare simultaneamente nella forma

A[ X(1) X(2) . . . X(p)] = [ B(1) B(2) . . . B(p)].

Ponendo

A = Am×n, [ X(1) X(2) . . . X(p)] = Xn×p, [ B(1) B(2) . . . B(p)] = Bm×p,

si ha la rappresentazione sintetica

Am×nXn×p = Bm×p.

Si noti che, in base alle definizioni poste, si ha

Am×nBn×p =




A1

A2

...
Am




[
B1 B2 . . . Bp

]
=







A1

A2

...
Am


 B1




A1

A2

...
Am


 B2 . . .




A1

A2

...
Am


 Bp


 =




A1B1 A1B2 . . . A1Bp

A2B1 A2B2 . . . A2Bp

...
...

AmB1 AmB2 . . . AmBp


 .
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• Si ha dunque che il prodotto di una matrice A di tipo m × n per una
matrice B di tipo n× p puo’ essere ridefinito come la tabella dei prodotti
delle varie righe A1, A2, . . . , Am di A per le varie colonne B1, B2, . . . , Bp

di B. Inoltre, indicati gli elementi delle matrici fattori con

A = [aij ]i=1,...,m; j=1,...,n, B = [bjk]j=1,...,n; k=1,...,p,

si ha che l’elemento di posto (i, j) nella matrice prodotto AB e’ dato da

[
ai1 ai2 . . . ain

]



b1k

b2k

...
bnk


 =

∑

j=1,...,n

aijbjk.

Le matrici

I1 = [1], I2 =
[

1 0
0 1

]
, I3 =




1 0 0
0 1 0
0 0 1


 , . . .

in generale

In = [δij ]i,j=1,...,n, dove δij =
{

1 se i = j
0 se i 6= j

,

svolgono il ruolo del numero 1, nel senso che, per ogni matrice Am×n di tipo
m× n si ha

ImAm×n = Am×n = Am×nIn.

La matrice In viene detta matrice unita’ di ordine n.

Esempio

[
1 0
0 1

] [
a b c
d e f

]
=

[
a b c
d e f

]
=

[
a b c
d e f

]


1 0 0
0 1 0
0 0 1


 .

Verifica generale Nella matrice

AIn

prodotto della matrice A = [aij ] per la matrice In = [δjk] l’elemento di posto
(i, k) e’

ai1δ1k + ai2δ2k + . . . + ai,k−1δk−1,k + ai,kδk,k + ai,k+1δk+1,k + . . . + ainδnk =
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ai10 + ai20 + . . . + ai,k−10 + ai,k1 + ai,k+10 + . . . + ain0 = aik,

che e’ l’elemento di posto (i, k) nella matrice A. Cio’ vale per ogni coppia (i, k)
di indici i = 1, . . . , m e k = 1, . . . , n; dunque si ha

AIn = A.

In modo analogo si verifica l’altra identita’.
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