Matematica II – 27.02.06

In questa lezione ho dato un riassunto dei concetti, dei problemi, dei metodi e dei risultati presentati nelle prime due lezioni ed ho svolto alcuni esercizi.

Riassunto degli argomenti svolti

Oggetti:

sistemi lineari

matrici

Definizioni:

sistema lineare impossibile, determinato, indeterminato

sistemi lineari equivalenti

operazioni elementari sulle equazioni di un sistema lineare

matrice dei coefficienti di un sistema lineare

matrice completa di un sistema lineare

operazioni elementari sulle righe di una matrice

matrice triangolare superiore

matrice triangolare superiore non degenere

matrice unità

Definizione principale:

matrice non singolare: e’ una matrice tale che ogni sistema lineare che la ammette come matrice dei coefficienti e' determinato

Problemi:

1- dato un sistema lineare, determinare le sue eventuali soluzioni;

***per ora, sappiamo farlo "in generale", sotto opportune condizioni

2- dato un sistema lineare, dire se e' impossibile, se e' determinato, se e' indeterminato; 

***per ora, sappiamo farlo "in generale", sotto opportune condizioni

3- data una matrice, dire se e' singolare o non singolare, dire cioè 

se tutti i sistemi lineari che la ammettono come matrice dei coefficienti sono determinati;

***sappiamo farlo

Metodi:

1- metodo di eliminazione:

input: un sistema lineare di m equazioni in n incognite x1, x2, ...xn,

output: un sistema lineare di m equazioni in n incognite x1, x2, ...xn,

equivalente al sistema in input, e tale che

- x1 compare al più nella prima equazione

- x2 compare al più nelle prime due equazioni

- x3 compare al più nelle prime tre equazioni

- ....

descrizione sommaria:

- eliminare la x1 dalla seconda, terza, quarta, ..., m-ma equazione, 

sommando ad esse opportuni multipli della prima equazione

- eliminare la x2 dalla terza, quarta, ..., m-ma equazione, 

sommando ad esse opportuni multipli della seconda equazione

- eliminare la x3 dalla quarta, ..., m-ma equazione, 

sommando ad esse opportuni multipi della terza equazione

- .........

*in generale, e' facile vedere se e' il sistema lineare finale e' impossibile, determinato, o indeterminato, ed e' facile risolverlo

2- processo di triangolarizzazione

input: una matrice con p righe e q colonne

output: una matrice, con p righe e q colonne, triangolare superiore

descrizione sommaria:

- annullare il primo elemento della seconda, terza, quarta, ..., m-ma riga, 

sommando ad esse opportuni multipli della prima riga

- annullare il secondo elemento della terza, quarta, ..., m-ma riga, 

sommando ad esse opportuni multipli della seconda riga

- annullare il terzo elemento della quarta, ..., m-ma riga, 

sommando ad esse opportuni multipli della terza riga

- .........

3- processo di eliminazione, versione matriciale:

input: un sistema lineare di m equazioni in n incognite x1, x2, ...xn,

output: un sistema lineare di m equazioni in n incognite x1, x2, ...xn,

equivalente al sistema in input, e tale che

- x1 compare al più nella prima equazione

- x2 compare al più nelle prime due equazioni

- x3 compare al più nelle prime tre equazioni

- ....

descrizione:

- scrivere la matrice completa del sistema lineare

- applicare a questa matrice il processo di triangolarizzazione

- scrivere il sistema che ammette questa matrice come matrice completa

Teoremi

1- ogni matrice di tipo m per n, con m < n, è singolare

2- ogni matrice di tipo m per n, con m > n, è singolare

3- una matrice A quadrata di ordine n è non singolare se e solo se 

A si può trasformare, mediante operazioni elementari per righe,

in una matrice triangolare non degenere; in caso affermativo, A si puo' trasformare, mediante ulteriori operazioni elementari per righe,

nella matrice unità di ordine n

Esercizi

ES. 1. Risolvere, usando la versione matriciale del processo di eliminazione, il sistema lineare

   x - 2y           =   5

 - x + 2y - 3z      = - 2

     - 2y + 3z - 4t = -11

          - 3z + 4t =  15

svolgimento

la matrice completa del sistema è data dalla seguente tabella:

     x   y   z    t    

P    1  -2   0   0    5

Q   -1   2  -3   0  - 2

R    0  -2   3  -4  -11

S    0   0  -3   4   15

Non si sono usate le parentesi quadre per ragioni tipografiche di semplicità. Si sono indicate simbolicamente con P, Q, R, S la prima, seconda, …, quarta riga della matrice. Di seguito riportiamo i vari passi del processo di triangolarizzazione.

P:= P      1  -2   0    0     5

Q:= Q+P    0   0  -3    0     3

R:= R      0  -2   3   -4   -11

S:= S      0   0  -3    4    15

P:= P      1  -2   0    0     5

Q:= R      0  -2   3   -4   -11

R:= Q      0   0  -3    0     3

S:= S      0   0  -3    4    15

P:= P      1  -2   0    0     5

Q:= Q      0  -2   3   -4   -11

R:= R      0   0  -3    0     3

S:= S-R    0   0   0    4    12

Ora, la matrice dei coefficienti è diventata triangolare superiore, ed è non degenere. All’intera matrice corrisponde il sistema lineare 

   x - 2y           =   5

      -2y + 3z – 4t = -11

          - 3z      =   3

                 4t =  12

che è evidentemente determinato. Possiamo determinare la sua unica soluzione in due modi.

Primo modo: dalla quarta equazione ricaviamo t = 3; dalla terza equazione ricaviamo z = -1; sostituendo questi valori nella seconda equazione otteniamo l’equazione –2y –3 –12 = -11, da cui ricaviamo y = -2; sostituendo questi valori nella prima equazione otteniamo l’equazione x + 4 = 5, da cui ricaviamo x = 1;

dunque l’unica soluzione del sistema dato e’ la quaterna (1,-2,-1,3). 

Secondo modo: procediamo trasformando la matrice dei coefficienti nella matrice unità

P        1  -2   0    0     5

Q        0  -2   3   -4   -11

R        0   0  -3    0     3

1/4 S    0   0   0    1     3

P        1  -2   0    0    5

Q+4S     0  -2   3    0    1

R        0   0  -3    0    3

S        0   0   0    1    3

P        1  -2   0    0    5

Q        0  -2   3    0    1

-1/3 R   0   0   1    0   -1

S        0   0   0    1    3

P        1  -2   0    0    5

Q –3R    0  -2   0    0    4

R        0   0   1    0   -1

S        0   0   0    1    3

P        1  -2   0    0    5

-1/2 Q   0   1   0    0   -2

R        0   0   1    0   -1

S        0   0   0    1    3

P + 2Q   1   0   0    0    1

Q        0   1   0    0   -2

R        0   0   1    0   -1

S        0   0   0    1    3

Ora, la matrice dei coefficienti è diventata la matrice unità. All’intera matrice corrisponde il sistema lineare 

   x                =   1

        y           = - 2

             z      = - 1

                  t =   3

che in realtà coincide con la sua soluzione: (1,-2,-1, 3).

ES. 2.1 Si dica se è determinato o no il sistema

   x +  y +  z = 1

- 2x + 3y -  z = 2

  4x + 9y +  z = 2

nelle variabili x, y, z

svolgimento

       x    y    z     

P      1    1    1    1

Q     -2    3   -1    2

R      4    9    1    2

P      1    1    1    1

Q+2P   0    5    1    4

R-4P   0    5   -3   -2

P      1    1    1    1

Q      0    5    1    4

R-Q    0    0   -4   -6

La matrice dei coefficienti è diventata triangolare superiore, ed è non degenere, … dunque il sistema è determinato.

ES. 2.2 Si dica se è determinato o no il sistema

   x +  y +  Z = 1/2

- 2x + 3y -  z = 1

  4x + 9y +  z = 2

nelle variabili x, y, z

svolgimento
    x    y    z     

P   1    1    1    1/2

Q  -2    3   -1    1

R   4    9    1    2

la matrice dei coefficienti e' la stessa del sistema precedente ... dunque seguendo gli stessi passi dell’esercizio precedente si otterrà una matrice del tipo

P      1    1    1    ?

Q      0    5    1    ?

R-Q    0    0   -4    ?

con matrice dei coefficienti triangolare superiore non degenere, … dunque anche questo sistema e' determinato.

ES. 2.3 Si dica se è determinato o no il sistema

       ay + bz = c

       dy + ez = f

       gy + hz = i

nelle variabili x, y, z, dove a, b, …, i sono parametri fissati.

svolgimento

A priori, potrebbe sembrare che la risposta dipende dai parametri; in realtà, si ha che, comunque vengano fissati i parametri, il sistema non e’ determinato.

Infatti, supponiamo che ci sia una soluzione, e indichiamola con (p,q,r). Ora, poiché la variabile x non compare in alcuna equazione, abbiamo che, per ogni numero reale x, anche (x,q,r) è una soluzione, e ci sarebbero infinite soluzioni. Dunque, il sistema o è impossibile, oppure è indeterminato; in altri termini non è mai determinato.

ES. 2.4 Si dica se è determinato o no il sistema

  2x - 3y + 4z + 5t = 1

- 4x + 6y + 7z + 8t = 1

  6x - 9y +10z +12t = 1

- 8x +12y +13z +14t = 1

nelle variabili x, y, z, t

svolgimento

    x    y    z    t     

P   2   -3    4    5    1

Q  -4    6    7    8    1

R   6   -9   10   12    1

S  -8   12   13   14    1

P     2   -3    4    5    1

Q+2P  0    0   15   18    3

R-3P  0    0   -2   -3   -2

S+4P  0    0   29   34    5

A questa matrice corrisponde il sistema

  2x - 3y + 4z + 5t = 1

           15z +18t = 3

           -2z - 3t =-2

           29z +34t = 5

Consideriamo il sistema 

           15z +18t = 3

           -2z - 3t =-2         (*)

           29z +34t = 5
costituito dalla seconda, terza, quarta equazione, riguardate come equazioni nelle variabili y, z, t. Si tratta di un sistema di tre equazioni in tre variabili, nel quale la prima sua variabile, la y, non compare. Per quanto abbiamo visto nell’esercizio precedente, si hanno due possibilità:

1- il sistema (*) è impossibile; in questo caso anche il sistema di partenza e' impossibile.

2- il sistema (*) possiede infinite soluzioni. Ora, per ciascuna delle infinite soluzioni (a,b,c) del sistema (*), possiamo sostituire a, b, c ad y, z, t nella prima equazione, ottenendo

  2x – 3a + 4b + 5c = 1

e possiamo ricavare x in funzione di a, b, c

x = 1.5a –2b –2.5c + 1,

ottenendo così per il sistema di partenza la soluzione

(1.5a –2b –2.5c + 1, a, b, c).

In questo caso dunque anche il sistema di partenza ha infinite soluzioni. 

In conclusione: il sistema dato non è determinato.

ES. 3.1. Si dica se la seguente matrice è singolare o non singolare.

  1   2   3   4

  5   6   7   4

  8   9   7   4

svolgimento

Questa matrice non è quadrata, dunque, in base ad un teorema che abbiamo enunciato, è singolare. 

ES. 3.2. Si dica se la seguente matrice è singolare o non singolare.

  1   1   4   5

  1   2   3   6

  1   3   2   7

  1   4   1   7

svolgimento

Per un teorema che abbiamo enunciato, si ha che una matrice quadrata e’ non singolare se e solo se si può trasformare, mediante operazioni elementari sulle righe, in una matrice triangolare superiore non degenere. Ora, applicando il processo di triangolarizzazione si ottengono le matrici

P     1   1   4   5

Q-P   0   1  -1   1

R-P   0   2  -2   2

S-P   0   3  -3   2

P      1   1   4   5

Q      0   1  -1   1

R-2Q   0   0   0   0

S-3Q   0   0   0  -1

Ora, questa matrice e’ triangolare superiore, ed e’ degenere, perché il terzo elemento della diagonale discendente e’ 0. In realtà, non si può trasformare in una matrice triangolare superiore non degenere: per rendere il terzo elemento della diagonale discendente diverso da 0 dovremmo sommare alla terza riga dei multipli della prima o della seconda riga, rovinando così la forma triangolare superiore. Dunque la matrice è singolare.

ES. 3.3. Si dica se la seguente matrice è singolare o non singolare.

  1   1   1   1

  0   1  -1   2

  0   1   1   4

  0   1  -1   8

svolgimento

Per un teorema che abbiamo enunciato, si ha che una matrice quadrata e’ non singolare se e solo se si può trasformare, mediante operazioni elementari sulle righe, in una matrice triangolare superiore non degenere. Ora, applicando il processo di triangolarizzazione si ottengono le matrici

P    1   1   1   1

Q    0   1  -1   2

R-Q  0   0   2   2

S-Q  0   0   2   6

P    1   1   1   1

Q    0   1  -1   2

R    0   0   2   2

S-R  0   0   0   4

Ora, questa matrice e’ triangolare superiore, ed è non degenere, perché tutti gli elementi della diagonale discendente sono diversi da 0. Dunque la matrice è non singolare.

ES. 3.4. Si dica se la seguente matrice è singolare o non singolare.

  1   1   1

  1  -1   2

  1   1   4

  1  -1   8

svolgimento

Questa matrice non è quadrata, dunque, in base ad un teorema che abbiamo enunciato, è singolare. 

ES. 4. Risolvere i seguenti sistemi lineari.

    x + 2y = 4

 - 2x + 3y = 4

    x + 2y = 5

 - 2x + 3y = 6

    x + 2y = 7

 - 2x + 3y = 7

svolgimento

Non ci sono problemi a risolvere separatamente i tre sistemi. Osserviamo che hanno tutti la stessa matrice dei coefficienti; ci chiediamo come possiamo ridurre i calcoli. Ci sono almeno due modi.

I modo. Possiamo considerare il generico sistema lineare che ha la stessa matrice dei coefficienti dei tre sistemi dati:

    x + 2y = p

 - 2x + 3y = q

dove p e q sono parametri. Possiamo risolvere questo sistema col metodo di eliminazione:

    x + 2y = p

        7y = q + 2p

dalla seconda equazione ricaviamo

         y = 1/7 q + 2/7 p

sostituiamo nella prima otteniamo

    x + 2/7 q + 4/7 p = p

da cui ricaviamo

    x = - 2/7 q + 3/7 p.

Dunque, comunque siano dati i parametri p e q, il sistema e’ determinato ed ha come unica soluzione la coppia 

(- 2/7 q + 3/7 p, 1/7 q + 2/7 p). 

Ora, ponendo p=q=4 si ottiene la soluzione del primo sistema: (4/7, 12/7);

ponendo p=5 e q=6 si ottiene la soluzione del secondo sistema …

II modo. Possiamo affiancare alla matrice dei coefficienti, comune ai tre sistemi lineari, le tre colonne dei termini noti 

    x    y               

P   1    2    4    5    7

Q  -2    3    4    6    7

ed eseguire su questa matrice il processo di triangolarizzazione, fino a trasformare la matrice dei coefficienti nella matrice unità:

P       1    2    4    5    7

Q+2P    0    7   12   16   21

P       1    2    4      5      7

1/7 Q   0    1   12/7   16/7    3

P-2Q    1    0    4/7   -3/7    1

Q       0    1   12/7   16/7    3

... dunque i tre sistemi lineari hanno soluzione, rispettivamente: (4/7, 12/7), (-3/7, 16/7), (1, 3)

