Matematica II 24.03.06 Appunti

Sunto Nella lezione si sono svolti i punti 4 e 6 della traccia della lezione prece-
dente. In questi appunti, © primi 4 punti sono dedicati all’approfondimento della
nozione di insieme base di R™, e gli ultimi 4 punti sono dedicati all’approfondimento
della nozione di insieme linearmente indipendente. La dimostrazione del teo-
rema al punto 7 e’ da considerarsi argomento opzionale.

1. Esercizio 1

Sono dati nello spazio R? i vettori

1 4 7 7
v=1|2 |, w=|5|, z=1]8 |, t= 8
3 6 9 10

Per ciascuno dei seguenti insiemi, si dica se e’ o meno una base di R3.

(a) {v, w}
(b) {v, w, z}
(¢c) {v, w, t}
(d) {v,

A

w, z, t}.

Svolgimento

(a) Dobbiamo dire se e’ vero che ogni vettore u dello spazio R® si puo’
scrivere in uno ed un solo modo come combinazione lineare
av + Pw =u
dei vettori v, w. Osserviamo che i vettori del tipo av + Sw stanno
tutti sul piano Ovw; dunque i vettori u che stanno fori da questo
piano non si possono scrivere come combinazione lineare di v, w, e
I'insieme
{v, w}
non e’ una base di R3.
(b) Dobbiamo dire se €’ vero che ogni vettore
Uy
u = u9
us
dello spazio R? si puo’ scrivere in uno ed un solo modo come combi-
nazione lineare
av+ Pw+vz=u



dei vettori v, w, z. Sostituendo i vettori in questa uguaglianza, si ot-

tiene
1 4 7 U7
al 2 (+B8|5 | +v| 8 |=| u |,
3 6 9 Uus
cioe’
a+48+ Ty Uy
20 +50+8y | = | us |,
3a+ 66+ 9y us3
cioe’
a+48+Ty = wu
204+ 58+8y = wug
3a+668+9y = us

Dobbiamo dunque chiederci se questo sistema lineare ammette soluzioni
per ogni colonna dei termini noti. In altri termini, dobbiamo chiederci
se la matrice

1 47
2 5 8
3 6 9

e’ non singolare o meno. Per i risultati stabiliti nelle prime lezioni, noi
sappiamo che cio’ capita se e solo se il processo di triangolarizzazione
trasforma questa matrice in una matrice triangolare non degenere.
Ora, applicando questo processo si ha la matrice triangolare

1 4 7
0 -3 —6 |,
0 0 0

che e’ degenere. Ne concludiamo che 'insieme

{v, w, 2}

non e’ una base di R3.

Osserviamo che tutto il problema si e’ ridotto a dire se la matrice

1 4 7
2 5 8
3 6 9

che ha per colonne i vettori v, w, z € non singolare o meno.

Prima di proseguire nello svolgimento dell’esercizio, stabiliamo questa os-
servazione nella sua forma generale.

2. Combinazioni lineari e sistemi lineari

Nello spazio vettoriale R™ consideriamo m + 1 vettori



V11 V12 Uim w1

V21 V22 V2m w2
U1 = . ) V2 = . ) ey Um = . ) w =

Uni Un2 Unm W,
e ci poniamo il problema di rappresentare, se possibile, il vettore w come
combinazione lineare dei vettori v1,va, ..., Uy Indicati con aq, ag, ..., am
i pesi incogniti della combinazione lineare, siamo cosi’ condotti a consid-
erare I’equazione vettoriale

a1V + V1 + ..+ Uy, = W,

cioe’
V11 V12 Vim wq
V21 V22 V2m, w2

aq + Qs + -t apy = ;
Uni Un2 Unm Wn,

che, sviluppando i calcoli, diventa

V1101 + V1202 + -+ V1 Qi w1

V2101 + Vo20ig + -0 + Vo Qi wa
= )

L Un101 + VUn20i2 +-- 4+ UnmQOm Wnp,

che equivale al sistema lineare

viiar+ vt oo+ UimQen = Wy
V21001t Uzt ot Uy = W2
Un1Q1+ Up2Qo+ -+ UppmQup = Wy
di n equazioni nelle m incognite ay, as, . .., . Osserviamo che la matrice

dei coefficienti di questo sistema lineare e’ la matrice

V11 V12 e Vim
V21 V22 ... U2nm
Unl Un2 oo Unm
che ha per colonne i vettori vy, va,...,v,,, mentre la colonna dei termini

noti e’ il vettore w.

Da queste considerazioni, e dai risultati stabiliti in precedenza sui sistemi
lineari, segue direttamente il teorema del prossimo punto.

3. Teorema - basi

Un insieme A di m vettori



V11 V12 Vim

V21 V22 U2m
Ul = . b U2 = . b M) U’I’TL =

Uni Un2 Unm

dello spazio R™ e’ una base di R™ se e solo se la matrice

V11 V12 oo Urm
V21 V22 ce. Uoam
[v1 V2 ... U] =
Unl Un2 oo Unm
che ammette i vettori vy, vs, ..., vy come colonne e’ non singolare.

Da altri punti di vista, per @ risultati stabiliti sulle matrici non singolart,
possiamo dire che l’insieme A e’ una base di R™ se e solo se vale una delle
due condizioni equivalenti

(a) m =n e la matrice [v1 v2 ...v,] viene trasformata dal processo di
triangolarizzazione in una matrice triangolare non degenere
!/ !/ !/
vl vl . UL
!/ /
0 Ugg ... Uy, . ,
O.
: : 1)117’022a"'7vmm5"é )
!/
0 0 R T
(b) m =n, e la matrice [vy va ...v,] ha determinante non nullo:

detlvy vy ...v,] # 0.

Osserviamo che da questo teorema segue che
o tutte le basi di R™ sono costituite da n vettori.

. Esercizio 1 - continuazione

Sono dati nello spazio R? i vettori

1 4 7 7
v=1|2 1|, w=|5|, z=]8 |, t= 8
3 6 9 10

Per ciascuno dei seguenti insiemi, si dica se e’ 0 meno una base di R3.

o {v, w, t}

o {v, w, z, t}.

Svolgimento



e Per il teorema del punto precedente, i vettori v, w, ¢t formano una base
di R? se e solo se la matrice

1 4 7
vwtl=|2 5 8
3 6 10

ottenuta affiancando i vettori colonna v, w,t €’ non singolare, o, piu’
operativamente, se e solo se questa matrice viene trasformata dal pro-
cesso di triangolarizzazione in una matrice triangolare non degenere.

Applicando questo processo si ottiene la matrice

1 4 7
0 -3 -6
0 0 1

che €’ non degenere. Dunque possiamo affermare che l'insieme

{v, w, t}
e’ una base di R3.
e L’insieme
{v, w, z, t}
e’ formato da 4 vettori, tutte le basi di R? sono formate da 3 vettori,
dunque l'insieme
{v, w, z, t}
non puo’ essere una base di R3.

5. Osserviamo che, se 'insieme
A= {1}171)2,...71)”}

e’ una base dello spazio R", allora il vettore v; non si puo’ scrivere come
combinazione lineare

V1 = Qg V2 + -+ Qp Up,

degli altri vettori vs, ..., vy, altrimenti v; si potrebbe scrivere in due modi
come combimnazione lineare dei vettori di A :

U1:1”01+0’02+"'+01}n
v =0v1 +az va+ -+ Qn Uy,

contro il fatto che A e’ una base di R™. Un’analoga osservazione puo’ essere
ripetuta per vy ... € per v,.

Questa osservazione ci conduce alla seguente

Definizione - insieme linearmente dipendente/indipendente

Sia A un insieme formato da m vettori vy,vs,...,v,, di R™. Se cias-
cuno dei vettori v; non appartiene allo spazio generato dagli altri vettori
V1yeevyVim1, Vigls - -+, Um, allora diciamo che l'insieme A e’ linearmente
indipendente; altrimenti, diciamo che A e’ linearmente dipendente.



In base alla osservazione precedente, possiamo allora dire che
e ciascun insieme base di R™ e’ anche linearmente indipendente.

. Esercizio 2

Sono dati nello spazio R3 i vettori

1 4 7 7
v=1| 21|, w=|5|, z=1|8 |, t= 8
3 6 9 10

Per ciascuno dei seguenti insiemi, si dica se e’ linearmente indipendente o
linearmente dipendente.

Svolgimento

(a) Dobbiamo chiederci: v appartiene allo spazio generato da w? w ap-
partiene allo spazio generato da v?

La prima domanda significa: c¢’e¢’ uno scalare « tale che v si possa
scrivere come

aw=v ?

Sostituendo, si ha

4 1
aldb|=1]2/|;
6 3
confrontando le prime componenti, si ottiene a = i mentre con-

frontando le seconde componenti, si ottiene o = %, dunque non c’e’
nessuno scalare « tale che v si possa scrivere come aw = v, cioe’ v
non appartiene allo spazio generato da w.

In modo analogo si verifica che w non appartiene allo spazio generato
da v.
Dunque l'insieme
{v, w}
e’ linearmente indipendente.
(b) Dobbiamo chiederci: v appartiene allo spazio generato da w e 2?7 w

appartiene allo spazio generato da v e z7 z appartiene allo spazio
generato da v e w?



La prima domanda significa: ci sono due scalari a e 3 tali che v si
possa scrivere come

aw+ fz=v 7

Cio’ equivale a chiedersi se il sistema lineare

da+76 = 1
5a+88 = 2
6a+95 = 3

nelle incognite «, 8 ha soluzioni. Si puo’ vedere che questo sistema
ha esattamente una soluzione:

a=2

g=—1.

Dunque v si puo’ scrivere come

2w —z =,

cioe’ v appartiene allo spazio generato da w e z.

Concludiamo che 'insieme

{v, w, z}
e’ linearmente dipendente.

Dobbiamo chiederci: v appartiene allo spazio generato da w e t?7 w
appartiene allo spazio generato da v e t? t appartiene allo spazio
generato da v e w?
Chiedersi se v appartiene allo spazio generato da w e t equivale a
chiedersi se il sistema lineare avente matrice completa

4 7 |1

5 8 |2

6 10 | 3

ha soluzioni. Si verifica che questo sistema non ha soluzioni.

Chiedersi se w appartiene allo spazio generato da v e t equivale a
chiedersi se il sistema lineare avente matrice completa

1 7 14

2 8 |5

3 10 | 6

ha soluzioni. Si verifica che questo sistema non ha soluzioni.

Chiedersi se t appartiene allo spazio generato da w e w equivale a
chiedersi se il sistema lineare avente matrice completa

1 4 7

2 5 8

3 6 |10

ha soluzioni. Si verifica che questo sistema non ha soluzioni.

Possiamo allora concludere che I'insieme



{v, w,t}
e’ linearmente indipendente.

Osserviamo che provare che un insieme e’ linearmente indipendente risulta
piuttosto laborioso. Sospendiamo qui lo svolgimento dell’esercizio, per
stabilire un teorema che risponde a questo problema. Nel teorema avra’
un ruolo essenziale la seguente nozione.

Una relazione lineare fra i vettori vy, vs, ..., v, dello spazio vettoriale R™
e’ un’ugiaglianza del tipo

a1v1 + aove + -+ - + AUy, = 0,

dove 0 €’ il vettore nullo di R", cioe’ il vettore avente tutte le componenti
uguali al numero 0. Questa relazione lineare si dice banale se tutti i suoi
coefficienti a, s, . .., @y, sono nulli.

Esempio
Consideriamo tre vettori
a = [ai]izl,...,n; b= [51]1:1,..4@, ¢ = [Ci]z‘:l,.“,n

in R™ tali che ciascuna componente di b sia la media fra le corrispondenti
componenti di a e c:

%:bi 1=1,2,...,n.

Possiamo esprimere queste uguaglianze fra le componenti con I'unica uguaglianza
1 1,

5 a+ 5 C = b

A sua volta, questa uguaglinza si puo’ riscrivere come la relazione lineare

non banale

L1, 1. _

sa—b+5c=0,

dove 0 ¢’ il vettore nullo di R™.

. Teorema
Sia A un insieme formato da m vettori vy, vo,..., v, di R".
(a) L’insieme A e’ linearmente dipendente se e solo se i vettori vy, va, . .., U

soddisfano una relazione lineare
)\11)1+)\21}2+~-+/\mvm =0
non banale, nella quale qualche coefficiente \; e’ diverso da 0.

(b) L’insieme A e’ linearmente indipendente se e solo se 1'unica relazione

lineare
AU+ Agvg + -+ AU, =0
soddisfatta dai vettori vy, vs, ..., v, € la relazione banale, nella quale

tutti i coefficienti \; sono 0.



Dimostrazione Basta provare la parte (a).

e Supponiamo che i vettori vy, vs, . . ., ¥y, siano linearmente dipendenti.
Cio’ significa che uno di essi, per semplicita’ supponiamo vy, appar-
tiene allo spazio generato dagli altri vettori v, . .., v,,, cioe’ v1 si puo’
scrivere come
QU2 + +++ + AUy, = V1.

Allora da questa uguaglianza possiamo ricavare la relazione lineare
U1 = QaUg =+ = QU = 0,
che €’ non banale poiche’ il peso di v; €’ diverso da 0.

e Supponiamo che i vettori v, ve, ..., v, soddisfino una relazione lin-
eare non banale
Q101 + a0z + -+ AUy = 0,
nella quale un peso, per semplicita’ supponiamo «,,, ¢’ diverso da 0.

Possiamo allora ricavare da questa relazione una scrittura
(%% Qm —1

Um = =5 "U1— = —((— Um—1

m m

del vettore v,,, come combinazione lineare dei vettori vy, vs, ..., Vm_1.
Cio’ significa che l'insieme dei vettori vy, vs,...,v,, € linearmente
dipendente.

Possiamo allora dire che studiare I'indipendenza lineare di m vettori
V1,025-..,Um

in R™ equivale a studiare le relazioni lineari

a1v1 + oV + - - + AUy, =0

fra questi vettori, che a sua volta equivale a studiare il sistema lineare
di n equazioni nelle m incognite ay,as, ..., q,, avente come matrice dei
coefficienti la matrice

[v1 V2 ... V]

e come colonna dei termini noti il vettore nullo 0 di R™. Un sistema lineare
che ha tutti i termini noti nulli viene detto sistema lineare omogeneo.

Da queste considerazioni, e da un raffinamento dei risultati stabiliti in
precedenza sui sistemi lineari, si puo’ dedurre il teorema del prossimo
punto.

Teorema - insiemi linearmente indipendenti

Sia A un insieme di m vettori

V11 V12 Uim

V21 V22 V2m
U1 = . ) Vg = . ) ey Um =

Uni Un2 Unm



dello spazio R".

L’insieme A e’ linearmente indipendente se e solo se

e il sistema lineare omogeneo

viiar+ vzt oo+ vipaym = 0
voran+  veant ot U2y, = 0
: : : 0
Upraat  Up2aat ot UppmQ@m = 0
avente la matrice
V11 V12 cee Uim
V21 V22 ... U2m
[Ul Vo ... ’Um] =
Unl Un2 oo Unm
come matrice dei coefficienti ha solo la soluzione banale oy = ay =
o=, =0.

Da un altro punto di vista, piu’ operativo, linsieme A e’ linearmente
indipendente se e solo se

e m <, ela matrice [vy V2 ... U] viene trasformata dal processo di

triangolarizzazione in una matrice triangolare non degenere
r /! ! !/ T

v Vg --. Uy,

!/ /
0 Ugg ... Uy,
!/ / / !

0 0 Urom Viq, Vg« vy Uy 7 0.

0 0 0
| O 0 0 ]

Dai teoremi di caratterizzazione degli insiemi base e degli insiemi linear-
mente indipendenti segue il

Teorema Sia A un insieme formato da n vettori di R™. Se A e’ linear-
mente indipendente, allora A e’ una base per R™.

Riprendiamo I’esercizio 2, svolgendolo da nuovo.

Esercizio 2 - continuazione

Sono dati nello spazio R? i vettori

1 4 7 7
v=1|2 |, w=|5|, z=1|8 |, t= 8
3 6 9 10

10



Per ciascuno dei seguenti insiemi, si dica se €’ linearmente indipendente o
linearmente dipendente.

(a) {v, w}
(b)

()
(d)

w, z}

e

U’

v, w, t}
v, w, 2z, t}.
Svolgimento

(a) Basta applicare alla matrice

1 4
vwl=12 5
3 6
il processo di triangolarizzazione. Si ottiene la matrice
1 4
0 -3
0 0
che e’ triangolare non degenere. Dunque possiamo concludere che
I’insieme

{v, w}

e’ linearmente indipendente.

(b) Basta applicare alla matrice

1 47
wwzl=1]2 5 8
3 6 9
il processo di triangolarizzazione. Si ottiene la matrice
1 4 7
0 -3 —6
0O 0 0

che e’ triangolare degenere. Dunque possiamo concludere che 'insieme

{v, w, z}
e’ linearmente dipendente.

(c) Basta applicare alla matrice

1 4 7
vwtl=|2 5 8
3 6 10
il processo di triangolarizzazione. Si ottiene la matrice
1 4 7
0 -3 -6
0 0 1

11



che €’ triangolare non degenere. Dunque possiamo concludere che
I'insieme
{v, w, t}
e’ linearmente indipendente.
(d) L’insieme
{v, w, z,t}

e’ costituito da 4 > 3 vettori in R3, dunque e’ linearmente dipendente.
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