Matematica II, 12.11.08

Sistemi lineari in un numero qualsiasi di incognite

1. Nel seguito, indicheremo con R" I'insieme di tutte le n—ple ordinate

(ri,ro, ..., my)

di numeri reali. Per n = 1,2, 3 questo insieme si puo’ identificare con una retta,
un piano, o lo spazio; si vedra’ che i fatti geometrici salienti della geometria dello
spazio continuano a valere anche per n > 3 : gli oggetti avranno pero’ natura piu’
propriamente algebrica, e cosi’ anche i risultati e le loro dimostrazioni.

Un’equazione lineare nelle n incognite reali x1, x,, ..., x, ¢’ un’equazione del tipo

n

a1 + aoTy + -+ apx, = b, cioe E ajrj =b,

=1
dove aq,as, ..., a,,b sono costanti reali; gli a; sono i coefficienti e b €’ il termine
noto dell’equazione. Una soluzione di questa equazione e’ una n—pla ordinata
(81,82, ...,8,) di numeri reali che sostituiti alle incognite x1, zs, ..., x, rendono

vera l'uguaglianza:
a181 + agSy + -+ - + apS, = b.

Se il coefficiente a; dell’incognita x; ¢’ non nullo, possiamo ricavare x; in funzione
delle successive incognite, ottenendo

e possiamo descrivere 'insieme delle soluzioni come

— 924 _ 434, _ ... _ Gn L
Ty = =y — Py e tn T o
To = tg
T3 =13 ,
Tp = Ty
dove to, t3, ..., t, sono n—1 parametri reali liberi. In modo simile si puo’ procedere

nel caso in cui ci sia almeno un coefficiente a; non nullo.

Se tutti i coefficienti ay, as, . . ., a, sono nulli e il termine noto b ¢’ non nullo, allora
I'insieme delle soluzioni dell’equazione e’ vuoto; se tutti i coefficienti aq, ao, .. ., a,
e il termine noto b sono nulli, allora I'insieme delle soluzioni dell’equazione e’ tutto
R™.

Le equazioni lineari in n incognite in cui ci sia almeno un coefficiente a; non nullo
hanno dunque un insieme delle soluzioni che dipende da n — 1 parametri reali
liberi, e possono essere riguardate come la generalizzazione delle rette nel piano
R?, e dei piani nello spazio R3.



2. Un sistema di m equaziont linear: in n incognite x, zs, ..., T, € una sequaenza
di m equazioni lineari

1171 + @199 + - - - + a1, = by
9121 + A99%y + - - - + G9p T, = by

Am1T1 + AmaTs + -+ -+ QppTy = bm

in breve
n
E CLi]’ZIZ’j:bi, 2:1,2,...,m,
Jj=1
dove ai1,a12,...,b1,. .., Qup, by, sONO costanti reali; gli a;; sono i coefficienti e i
b; sono i termini noti del sistema. Una soluzione di questo sistema e’ una n—pla
(s1,82,...,8,) di numeri reali soluzione di ciscuna equazione del sistema:

n
E aiij:bi, i:1,2,...,m.
J=1

Il sistema si dice

e impossibile se non possiede alcuna soluzione;

e determinato se possiede una ed una sola soluzione;

e indeterminato se possiede piu’ di una soluzione.
Vedremo in seguito che un sistema indeterminato in realta’ possiede infinite
soluzioni.
Diciamo che due sistemi lineari sono equivalenti quando hanno lo stesso insieme

delle soluzioni.

3. Possiamo rappresentare i dati che caratterizzano il sistema lineare con una ma-
trice avente nelle prima riga i coefficienti e il termine noto della prima equazione,
nelle seconda riga i coefficienti e il termine noto della seconda equazione, ...

a1 a12 Ce A1p b1
a921 929 ce QAon, bg
m1 Am2 ... Gmp bm

detta matrice completa del sistema; nella prima colonna di questa matrice com-
paiono i coefficienti della prima incognita x; nelle varie equazioni, nella seconda
colonna di questa matrice compaiono i coefficienti della seconda incognita xs nelle
varie equazioni, ... nell’'ultima colonna di questa matrice compaiono i termini noti
delle varie equazioni. La matrice

a1 a2 ... Qipn
21 9292 ... Qon
m1 Am2 .. Gmp

viene detta matrice dei coeflicienti del sistema.



Metodo di eliminazione di Gauss

1. I sistemi di un numero qualsiasi di equzioni lineari in un numero qualsiasi di
incognite si possono ancora risolvere col metodo di sostituzione, ma col crescere
dei numeri delle equazioni e delle incognite conviene usare un altro metodo di
risoluzione, detto metodo di eliminazione di Gauss. Anche in questo metodo, il
passo fondamentale consiste in un modo di ricondurre la risoluzione di un sistema
di m equazioni in n incognite alla risoluzione di un sistema di m — 1 equazioni
in n — 1 incognite. Questo modo consiste nel sommare multipli di una equazione
alle altre equazioni, in modo da eliminare una incognita.

2. Operazioni sulle equazioni
Data un’equazione
@mry + -+ ax, =0

nelle incognite x4, . . ., z,, possiamo moltiplicare entrambi i membri per uno stesso
numero reale p, ottenendo cosi’ la nuova equazione

plarxy + -+ + apz,) = pb
cioe’
paixy + - - - + papx, = pb.

Indicata con E l’equazione data, possiamo indicare I’equazione ottenuta con pFE.
Ogni soluzione di E e’ anche una soluzione di pF; nel caso p # 0 vale anche il
viceversa.

Esempio: data

E: 242y =3,

si ha

AE : 4z 4 8y = 12.

Date due equazioni
@y + -+ ax, =0
dhzy + -+ dyzy =

nelle incognite x4, . . ., z,, possiamo sommare membro a membro le due equazioni,
ottenendo cosi’ la nuova equazione

(@121 4+ 4 apxy) + (Ajzy + -+ alx,) =0+ V
cioe’
(a1 +a))xy + -+ (a, +a)z, =b+ V.

Possiamo anche sommare membro a membro la prima equazione e la seconda
equazione moltiplicata per un numero reale p, ottenendo cosi’ la nuova equazione

(121 + ...+ apxy,) + plaizy + ...+ al,x,) = b+ pbf
cioe’

(a1 + pal)xy + ...+ (an + pal,)z, = b+ pb'.
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Indicate con F e F”’ le equazioni date, possiamo indicare I’equazione ottenuta con
F+pF'.

Ogni soluzione comune alle equazioni F' e F’ e’ anche soluzione dell’equazione
F +pF'.

Esempi: date

F: x+2y=23,
F': brx+4+6y="T1,
si ha:

F+ F': 6x+ 8y =10,
F—2F: 3c+2y=1,
F+pF': (1+5p)x+ (6+4+2p)y =T+ 3p.

. Eliminazione di Gauss, esempio 1
Consideriamo il sistema lineare
E r+2y = 3
F br+6y = 7
di due equazioni F, F' nelle due incognite z,y.
Possiamo usare la prima equazione per eliminare la x dalla seconda equazione,

sommando alla seconda equazione la prima equazione moltiplicata per —5 :

E r+2y = 3
F—-5F —4dy = -8 °

Ora possiamo ricavare il valore della y dalla seconda equazione:

y =2,

sostituire questo valore della y nella prima equazione, e ricavare il valore della x :
r+4=3 r=—1.

Il sistema e’ determinato, ed ha 1'unica soluzione

(~1,2).

. Eliminazione di Gauss, esempio 2

Counsideriamo il sistema lineare

E r+2y+32 = 3
F dr+>5y+62 = 0
G Tr+8y+8 = 0

di tre equazioni E, F, G nelle tre incognite z,y, 2.



e Possiamo usare la prima equazione per eliminare la x dalla seconda e dalla
terza equazione:

E rT+2y+3z = 3
F—4F —3Jy—62z = —12
G—-TE —6y — 13z = =21

e Possiamo usare la seconda equazione per eliminare la y dalla terza equazione:

E rT+2y+3z = 3
F -3y —62z = —12
G—2F —z = 3

Qui termina il processo di eliminazione; abbiamo ottenuto un sistema di un
tipo particolare, che si dice 'triangolare’.

e Ora possiamo ricavare il valore della z dalla terza equazione:

z= -3,

sostituire questo valore della z nella seconda equazione, e ricavare il valore
della y :

-3y + 18 = —12 — 3y =-30 y = 10,

sostituire questi valori della z e della y nella prima equazione, e ricavare il
valore della z :

r+20—-9=3 r = —8.
Il sistema e’ determinato, ed ha 1'unica soluzione

(—3,10,—8).

. Operazioni sulle righe
Data una riga di numeri reali
[ a as ... }

possiamo moltiplicare ogni componente della riga per uno stesso numero reale p,
ottenendo cosi’ la nuova riga

[pal pas ... }
Indicata con R la riga data, possiamo indicare la riga ottenuta con pR.

Esempio: data,

R: [1 2 3],

si ha

5R: [5 10 15].

Date due righe composte da uno stesso numero di numeri reali
(a1 ar ... ]

[a) ahy ... ],



possiamo sommare la prima componente della prima riga con la prima compo-
nente della seconda riga, la seconda componente della prima riga con la seconda
componente della seconda riga, ... ottenendo cosi’ la nuova riga

[a,l—l—a’l as +ab ... }
Indicate con R ed R’ le righe date, possiamo indicare la riga ottenuta con R+ R’'.

Esempio: date

R [1 2 3],
R (56 7],
si ha:

R+ R : [6 8 10 ].

. Eliminazione di Gauss, esempio 3
Consideriamio il sistema lineare
r4+2y—3z = 2
—r — 4y + 52
2 +6y—T7z = 0

I
o

nelle incognite x,y, 2.

Consideriamo la matrice completa del sistema

R 1 2 —3|2
S 1 -4 50|,
T 2 6 —710

ed eseguiamo le seguenti operazioni:

e usiamo la prima riga per annullare il primo elemento nelle seguenti righe:

R 1 2 =3] 2
S +R |0 -2 2| 2
T 2R [0 2 —-1|-4

e usiamo la seconda riga per annullare il secondo elemento della terza riga:

R 1 2 =3 2
S 0 -2 2| 2
T +S |0 0 1|-2

Ora, a questa matrice completa corrisponde il sistema lineare triangolare

r+2y—3z = 2
—2y+2z = 2
z = =2

Il sistema e’ dunque determinato, e si puo’ risolvere per sostituzione all’indietro
a partire dall’ultima equazione.

La risoluzione del sistema si puo’ ultimare anche continuando ad operare sulla
matrice completa nel modo seguente:
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e usiamo la terza riga per eliminare il terzo elemento dalle righe precedenti:

R +37T (1 2 0|4
S =2T [0 -2 0| 6
T 0 0 1|-2

e usiamo la seconda riga per eliminare il secondo elemento dalla prima riga:

R +S |1 00| 2
S 0 -2 0| 6
T 0 0 1]-2
e moltiplichiamo la seconda riga per —% :
R 10 0 2
—%S 01 0|-3
T 0 0 1]-2

A questa matrice completa corrisponde il sistema lineare
x = 2
Yy = =3 ’
z = =2

che porge direttamente la soluzione

(2,—3,-2).



