Matematica 11, 16.11.10

1. Equazioni lineari in una incognita

Per ”equazione lineare nell’incognita x” intendo un’equazione del tipo
axr = b,

dove a,b sono due costanti reali; a e’ il "coefficiente” e b €’ il ”termine noto”
dell’equazione. Una ”soluzione” dell’equazione ¢’ un numero reale r che sostituito
all'incognita x renda vera I'uguaglianza, cioe’ tale che

ar = b.

L’equazione e’ "determinata”, ”impossibile”, ”"indeterminata” secondoche possieda
esattamente una soluzione, nessuna soluzione, almeno due soluzioni.

Ad esempio: I'equazione 2z = 3 ha l'unica soluzione x = 2/3, ed e’ determinata;
I’equazione Ox = 3 non ha alcuna soluzione, ed e’ impossibile; I'equazione Oz =
0 ha come soluzione ogni numero reale, ed e’ indeterminata. In generale per
I’equazione lineare ax = b si ha: se a # 0, allora '’equazione ha 1'unica soluzione
x =b/a, ed € determinata; se a = 0 e b # 0, allora I’equazione non ha soluzioni,
ed e’ impossibile; se a = 0 e b = 0, allora '’equazione ha come soluzione ogni
numero reale, ed e’ indeterminata.

2. Sistemi di equazioni lineari in due incognite.

Per ”equazione lineare nelle incognite x,y” intendo un’equazione del tipo
ax + by = c,

dove a, b, ¢ sono tre costanti reali; a e b sono i ”coefficienti” e ¢ e’ il ” termine noto”
dell’equazione. Una ”soluzione” dell’equazione e’ una coppia ordinata (r, s) di nu-
meri reali che sostituiti ordinatamnte ale incognite x e y renda vera 1'uguaglianza,
cioe’ tale che

ar +bs ==c.

Tranne che nel caso "degenere”, in cui a = b = 0, le soluzioni dell’equazione
) )
formano una retta nel piano.

Il generico sistema di di m equazioni lineari nelle incognite x,y si puo’ rappre-
sentare nella forma

a T + bly =

as® + byy = o

AT + by = Cm

dove ay,by,cq,...,cp sono costanti reali; gli a; e i b; sono i ”coefficienti” e i ¢;
sono i "termini noti” dell’equazione. Una ”soluzione” dell’equazione e’ una cop-
pia ordinata (r,s) di numeri reali che sostituiti ordinatamnte ale incognite z e y



rende vera ciascuna uguaglianza. Il sistema e’ ”determinato”, ”"impossibile”, ”in-
determinato” secondoche possieda esattamente una soluzione, nessuna soluzione,
almeno due soluzioni.

Il problema di determinare le soluzioni di un sistema di m equazioni lineari non
degeneri in z,y equivale al problema di determinare 'intersezione di m rette nel
piano.

Esempio 1.
Consideriamo 1’equazione
x4+ 2y=3

lineare nelle incognite z,y. Una soluzione dell’equazione e’ (1,1), e un’altra
soluzione e’ (3,0). Le soluzioni dell’equazione formano una retta nel piano, la
retta che congiunge questi due punti.

Le soluzioni dell’equazione si possono descrivere come segue: possiamo ricavare

I'incognita x in funzione dell’incognita y, ottenendo x = —2y + 3, assegnare alla
y un qualsiasi valore, e prendere per x il valore corrispondente. In breve:
rT=—-2y+3
y = qualsiast

Le soluzioni dell’equazione si possono descrivere anche come segue: possiamo
ricavare 'incognita y in funzione dellincognita x, ottenendo y = —1/2x + 3/2,
assegnare alla x un qualsiasi valore, e prendere per y il valore corrispondente. In

breve:
y=—1/2z+3/2
r = qualsiasi

L’equazione e’ indeterminata; possiamo dire che c¢’e’ "un’incognita libera”.

Esempio 2.

Consideriamo il sistema
r+2y=3
dr 4+ 5y =6

di due equazioni lineari nelle incognite z,y. Le soluzioni di ciascuna equazione
formano una retta nel piano, e le soluzioni del sistema sono i punti comuni alle
due rette ... In linea di massima, ci si puo’ aspettare che le due rette siano
incidenti in un punto, e dunque che il sistema sia determinato.

Possiamo risolvere il sistema col metodo di sostituzione come segue. Dalla prima
equazione ricaviamo l'incognita x in funzione della y, e nella seconda equazione
sostituiamo alla x la sua espressione in funzione della y, ottenendo

rT=—-2y+3
4(—2y+3)+5y=6 "’
cioe’
rT=-2y+3
-3y = —6 ’
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dalla seconda equazione ricaviamo il valore della y : y = 2; a questo valore della
y corrisponde il valore x = —2 -2 4 3 = —1 della . Dunque c’e’ una ed una sola
soluzione: il punto

(—1,2).

Il sistema e’ determinato.

. Esempio 3.

Consideriamo il generico sistema

a1x + by = 1
asx + by = co

di due equazioni lineari nelle incognite z, y, e supponiamo che entrambe le equazioni
siano nondegeneri. Le soluzioni di ciascuna equazione formano una retta nel pi-
ano, e le soluzioni del sistema sono i punti comuni alle due rette ... in linea
di massima, ci si puo’ aspettare che le due rette siano incidenti in un punto, e
dunque che il sistema sia determinato. Ma cio’ non e’ detto che accada.

Consideriamo il sistema
4dr — by =16
8r — 10y =7

Osserviamo che il primo membro della seconda equzione e’ il doppio del primo
membro della prima equazione, mentre il termine noto della seconda equzione
non e’ il doppio del termine noto della prima equazione. Le due equazioni sono
incompatibili, il sistema non ha soluzioni, ed e’ impossibile. Alle due equazioni
corrispondeono due rette parallele.

Consideriamo ora il sistema
dr — 5y =6
8r — 10y = 12
Osserviamo che il primo membro della seconda equzione €’ il doppio del primo
membro della prima equazione, e il termine noto della seconda equzione e’ il
doppio del termine noto della prima equazione. Le due equazioni sono compati-
bili, ma la seconda equazione non aggiunge niente di nuovo ... il sistema ha come

soluzioni le soluzioni della sua prima equazione, ed e’ indeterminato. Alle due
equazioni corrispondeono due rette coincidenti.

. Sistemi di equazioni lineari in tre incognite.
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Per ”equazione lineare nelle incognite x,y, 2” intendo un’equazione del tipo

ar + by + cz = d,

dove a, b, ¢, d sono costanti reali; a, b, ¢ sono i ” coefficienti” e d e’ il ”termine noto”
dell’equazione. Una ”soluzione” dell’equazione e’ una terna ordinata (r,s,t) di
numeri reali che sostituiti ordinatamnte ale incognite z, y, z renda vera 'uguaglianza,
cioe’ tale che

ar +bs+ct =d.



Tranne che nel caso ”degenere”, in cui a = b = ¢ = 0, le soluzioni dell’equazione
formano un piano nello spazio.

Il generico sistema di di m equazioni lineari nelle incognite x, y, z si puo’ rappre-
sentare nella forma
T+ by +crz=dy
asT + boy + coz = dy

U@ + by + iz = doy,

dove aq,by,cq,...,d, sono costanti reali; gli a;, b;, c; sono i ”coefficienti” e i d;
sono i "termini noti” dell’equazione. Una ”soluzione” dell’equazione e’ una terna
ordinata (r,s,t) di numeri reali che sostituiti ordinatamnte ale incognite x,y, z
rende vera ciascuna uguaglianza. Il sistema e’ ”determinato”, ”"impossibile”, ”in-
determinato” secondoche possieda esattamente una soluzione, nessuna soluzione,
almeno due soluzioni.

Il problema di determinare le soluzioni di un sistema di m equazioni lineari non
degeneri in x,y, z equivale al problema di determinare I'intersezione di m piami
nello spazio.

Esempio 1.

Consideriamo 1’equazione
20 + 3y + 42 =12

lineare nelle incognite x, y, z. Tre soluzioni dell’equazione sono (6,0,0), (0,4,0) e
(0,0,3). Le soluzioni dell’equazione formano un piano nello spazio, il piano che
congiunge questi tre punti.

Le soluzioni dell’equazione si possono descrivere come segue: possiamo ricavare
I'incognita z in funzione delle incognite y, z ottenendo x = —3/2y — 2z + 6,
assegnare alle y, z un qualsiasi valore, e prendere per x il valore corrispondente.
In breve:

r=-3/2y —2z+6

y = qualsiasi

z = qualsiasi

L’equazione e’ indeterminata; possiamo dire che ci sono ”due incognite libere”.

Esempio 2.

Consideriamo il sistema

r+2y+4z = 3
3r+T7y+8z = 3

di due equazioni lineari nelle incognite z,y, z. Le soluzioni di ciascuna equazione
formano un piano nello spazio, e le soluzioni del sistema sono i punti comuni ai
due piani ... in linea di massima, ci si puo’ aspettare che le i due piani siano
incidenti in una retta, e dunque che il sistema sia indeterminato.



Possiamo risolvere il sistema col metodo di sostituzione come segue. Dalla prima
equazione ricaviamo 'incognita x in funzione delle y, z e nella seconda equazione
sostituiamo alla x la sua espressione in funzione delle y, z ottenendo

r = —2y—4z+3
3(—2y—42+4+3)+Ty+82 = 3 ’

cioe’
r = —2y—4z+3
y—4z = —6 ’

dalla seconda equazione ricaviamo la y in funzione della z : y = 4z — 6; a questa
espressione della y corrisponde l'epressione © = —2(4z —6) —4z+3 = —12z+ 15
della x in funzione della z. Dunque possiamo descivere le soluzioni come segue:

xr = —12z+15
y = 42—6
z = qualunque

Il sistema e’ indeterminato, e ¢’e’ un’incognita libera.

. Esempio 3.

Consideriamo il sistema

r+2y+4z = 3
r+Ty+8 = 3
5+ 9y + 25z = 22

di tre equazioni lineari nelle incognite x,y, z. Le soluzioni di ciascuna equazione
formano un piano nello spazio, e le soluzioni del sistema sono i punti comuni
ai tre piani ... in linea di massima, ci si puo’ aspettare che le i tre piani siano
incidenti in un punto, e dunque che il sistema sia determinato.

Possiamo risolvere il sistema col metodo di sostituzione come segue. Dalla prima
equazione ricaviamo l’incognita z in funzione delle y, z e nella seconda e terza
equazione sostituiamo alla x la sua espressione in funzione delle y, z ottenendo

r = —2y—4z+3
3(—2y—424+3)+Ty+82 = 3 )
5(—2y —42+3)+9y+ 252 = 22

cioe’
r = —2y—4z+3
y—4z = —6 ;
—y+5z = T

dalla seconda equazione ricaviamo la y in funzione della z : e nella terza equazione
sostituiamo alla y la sua espressione in funzione delle z ottenendo

xr = —2y—4z+3

y = 42—6 :
—4z+64+52 = 7
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10.

11.

cioe’

r = —2y—4z+3
y = 42—6 :
z = 1

. sostituendo all’indietro otteniamo una ed una sola soluzione:
(3,-2,1).

Il sistema e’ determinato. I tre piani si intersecano esattamente in un punto dello
spazio.

Esempio 4.

Consideriamo il generico sistema

ar + by + 1z =dy
s + boy + coz = dy
as® + b3y + c3z = d3

di tre equazioni lineari nelle incognite x, y, 2 e supponiamo che tutte le equazioni
siano nondegeneri. Le soluzioni di ciascuna equazione formano una piano nello
spazio, e le soluzioni del sistema sono i punti comuni ai tre piani ... in linea di
massima, ci si puo’ aspettare che i tre piani siano incidenti in un punto, e dunque
che il sistema sia determinato. Ma cio’ non e’ detto che accada.

Consideriamo il sistema

r+2y+4z = 3
3+ Ty + 82 3
dr 4+ 9y + 122 7

Osserviamo che il primo membro della terza equazione e’ la somma dei primi
membri delle prime due equazioni, mentre il termine noto della terza equazione
non e’ la somma dei termini noti delle prime due equazioni. Le tre equazioni sono
incompatibili, il sistema non ha soluzioni, ed e’ impossibile.

Counsideriamo ora il sistema
r+2y+4z = 3

3+ Ty + 82 3
dr + 9y + 122 6

Osserviamo che il primo membro della terza equazione e’ la somma dei primi
membri delle prime due equazioni, e il termine noto della terza equazione e’
la somma dei termini noti delle prime due equazioni. La terza equazione e’
conseguenza delle prime due, il sistema in realta’ consiste di due equazioni, ... ed
e’ indeterminato.

Sistemi di equazioni lineari in n incognite.

2

Per "equazione lineare nelle n incognite xy, xs,...,2,” intendo un’equazione del
tipo
11 + sy + -+ + AT, = b,
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dove aq,as, ..., a,,b sono costanti reali; aq,as, ..., a, sono i ”coefficienti” e b e’
il "termine noto” dell’equazione. In breve, possiamo scrivere

n

Z a;T; = b.

Jj=1
Una ”soluzione” dell’equazione e’ una ennupla ordinata (7,79, ...,7,) di numeri
reali che sostituiti ordinatamnte ale incognite x1, zo, . . ., x,, renda vera l'uguaglianza,

cioe’ tale che
n
E CL]"I"]' = b
j=1

Tranne che nel caso "degenere”, in cui a; = as = ...a, = 0, I'equazione ha
infinite soluzioni, e ci sono n — 1 incognite libere.

Il generico sistema di m equazioni lineari nelle incognite x1,xs,...,x, si puo’

rappresentare nella forma

a1101 + a12%2 + - -+ + a1, = by
911 + 92T + -+ AonTy — b2

\ OAm1T1 + Q2o + -+ ATy = bm

dove ay1,ao, . ..,b,, sono costanti reali; gli a;; sono i ”coeflicienti” e i b; sono i
) 9 ) ) ¥i
"termini noti” dell’equazione. In breve possiamo scrivere

n
E aijxj:bi, i:1,2,...,m.
J=1

Una ”soluzione” dell’equazione e’ una ennupla ordinata (ry,79,...,7,) di nu-
meri reali che sostituiti ordinatamnte ale incognite x1, zo, ..., x, rende vera cias-
cuna uguaglianza. Il sistema e’ ”"determinato”, ”impossibile”, ”indeterminato”
secondoche possieda esattamente una soluzione, nessuna soluzione, almeno due
soluzioni.

Un sistema di m equazioni lineari in n incognite si puo’ risolvere col metodo
di sostituzione come segue. In linea di massima, si puo’ esplicitare dalla prima
equazione l'incognita x; in funzione delle incognite xs, ..., x, e sostituire in cias-
cuna delle equazioni dalla seconda in poi alla x; questa espressione. In questo
modo nelle equazioni dalla seconda in poi compaiono solo le n — 1 incognite
X9, ...,T,. Cisie ricondotti cosi’” da un sistema di m equazioni in n incognite
ad un sistema di m — 1 equazioni in n — 1 incognite. Si itera il passo.



