Matematica II 07.12.10

1. Dipendenza/Indipendenza lineare.

Definizione 1. Nello spazio vettoriale R™, siano dati m vettori vy, ..., vy, con
m > 1. S hanno due casi:

e c’e’ un vettore v; che e’ combinazione lineare degli altri;

e nessun vettore v; e’ combinazione lineare degli altri.
Nel primo caso, diciamo che i vettori vy, ..., v, sono linearmente dipendenti; nel
secondo caso, diciamo che sono linearmente indipendenti.

Se un vettore e’ uguale al vettore nullo diciamo che e’ linearmente dipendente,
se e’ diverso dal vettore nullo, diciamo che e’ linearmente indipendente.

Esplicitamente, i vettori vy, ..., v,, sono linearmente dipendenti se ¢’e’ un vettore
v; e ci sono m — 1 scalari ry,...,7;1,741,...,7m € R tali che

Uy =70 A TV TVl T T U

La locuzione ”linearmente dipendenti” e’ suggerita dal fatto che il vettore v; si
puo’ scrivere ”in funzione” degli altri vettori, "dipende” da essi.

Esempi
1 2
e Sianov; = | 2 | ,vo=| 4 |.Siha
3 6
1
V1 = 57}2.
Dunque vy, v5 sono linearmente dipendenti.
1 0
e Sianovy=| 2 |,va=1] 0 |.Siha
3 0
Vg = 01]1.

Dunque vq, v5 sono linearmente dipendenti.

1 2
e Sianov; = | 2 |, v = | 4 | . Non esiste alcun scalare r tale che
3 7

U1 = T2,
e non esiste alcun scalare s tale che
Vg = SU;q.

Dunque vy, v5 sono linearmente indipendenti.



e Siano v, =

1
2
3

, U2 =

4
5
6

7
, Vg = 8
9
1 1
Vo = 51)1 + 5’03.

. Si ha

Dunque w1, v9, v3 sono linearmente dipendenti.

e Siano e; =

che

1
0
0

, €2 =

0
1
0

, €3 =

0
0
1

€1 = reg + Ses;

non esistono scalari r, s tali che

€y = req + ses;

e non esistono scalari r, s tali che

e3 = rey + ses.

. Non esistono scalari r, s tali

Dunque eq, e9, e3 sono linearmente indipendenti.

Esempi

e Siano vy, v € R™. Se uno di essi, ad esempio vs, €’ uguale al vettore nullo 0,

allora si ha
v9 = Ovyq,

cosi’ v, V9 sono linearmente dipendenti.

e Siano vy, vy € R™, entrambi diversi dal vettore nullo 0. Se le componenti di
v1 sono proporzionali alle componenti di vy, allora vy, vy sono linearmente
dipendenti. Se le componenti di v; non sono proporzionali alle componenti
di vq, alloora vy, v9 sono linearmente indipendenti.

e Siano e; =

1
0
0

0

, €2 =

0
1
0

0

0
0
0
1

, vettori in R™.

Sia ¢ un indice compreso fra 1 ed n. Ci chiediamo se ci sono n — 1 scalari

Ty oy Tiety Tigdy -

., € R tali che

e;=mre1+ -+ rie 1+ riciei + o+ raen.

Prendendo ad entrambe i membri la ¢—ma componente si ha I'uguaglianza

che e’ impossibile.

l=r0+--4+ri10+r 0+ +r,0.

Dunque nessun vettore e; e’ combinazione lineare degli altri, e i vettori
€1, 6,...,6, sono linearmente indipendenti; si dice che questi vettori for-
mano la base canonica di R”.



2. Decidere se un insieme di vettori e’ linearmente dipendente o linearmente in-

dipendente usando la definizione e’ piuttosto laborioso. Un utile criterio e’ dato
dal

Teorema 1. Siano vy, ..., v, vettori di R"™. I vettorivy,..., v, sono linearmente
dipendenti se e solo se esistono degli scalari ri,...,r, € R non tutti nulli tali
che

vy + o+ U = 0.
Dim.

e Supponiamo che i vettori vy, ..., v, sono linearmente dipendenti. Cio’ sig-
nifica che uno di essi, supponiamo per semplicita’ vy, ¢’ combinazione lineare
degli altri:

V1 = SaUa + * ++ + Sy U,

Quest’uguaglianza si puo’ riscrivere nella forma
V] — SoUy — +++ — SV, = 0.
Dunque gli scalari ry = 1, 1o = —s9,...,7,;, = —S,, sono non tutti nulli e
v+ -+ v, = 0.
e Supponiamo che 'uguaglianza
U1 4+ Uy =0

valga per certi scalari non tutti nulli rq, ..., 7,,; supponiamo per semplicita’
che r; # 0. Possiamo ricavare v; come combinazione lineare

T2 Tm
U] = = Uy — e — ——Upy,
™ ™
di vy, ..., v,. Dunque i vettori vy, ..., v, sono linearmente dipendenti.

Il teorema precedente e’ equivalente al

Teorema 2. Siano vy, ..., v, vettori di R"™. I vettorivy,. .., v, sono linearmente
indipendenti se e solo se l'uguaglianza

101+ -+ v, =0, r;, € R
vale solo per x1 =--- = x,, = 0.
Esempi

e Vediamo come si usa il criterio sopra esposto per deciere se i vettori

1 4 7
=121, wv=|[5|, vz=]38
3 6 9



sono linearmente dipendenti o indipendenti. Consideriamo ’equazione
101 + Tovy + 303 = 0,

nelle incognite scalari x1, x2, 3. Questa equazione fra vettori di R? e’ equiv-
alente al sistema lineare omogeneo

fL‘1—|—4ZL‘2—|—7fE3:O
2961—1—5:1:2—1—8:153:0 ,
3$1+6$2+9£IZ’3:O

che ha soluzioni
Tr1 — —XT3
To = 2.1'3 s
r3 = qualsiasi

e in particolare ha la soluzione (—1,2,1). Dunque si ha
—v1 + 203 + vz = 0;

Per il criterio sopra esposto, possiamo concludere che i vettori vy, v9, v3 SONO
linearmente dipendenti.

e Vediamo come si usa il criterio sopra esposto per deciere se i vettori

1 0 0

1 0

er= |01, e=[01|, ..., e.=1|:
: : 0

_0_ _0_ _1_

della base canonica di R™ sono linearmente dipendenti o indipendenti. Con-
sideriamo 1’equazione

rie1 + oy + - - - + xpe, =0,

nelle incognite scalari zq, xs, ..., z,. Questa equazione fra vettori di R" ¢’

equivalente al sistema lineare omogeneo

T, = 0
To = 0
z, =0
Dunque i vettori eq, es, ..., e, sono linearmente indipendenti.

e Nello spazio vettoriale R™ consideriamo m vettori



e supponiamo che m > n. L’equazione
T1a1 + T20 + -+ Ty, =0
e’ equivalente al sistema lineare omogeneo

1171 + a1 + -+ -+ a1y Ty =0

Ap1T1 + ApaTo + + - + Qpm Ty = 0

di n equazioni in m > n incognite. Per uno dei teoremi sui sistemi lineari
(cfr. Lez. III), questo sistema e’ indeterminato, e cosi’ ha qualche soluzione
diversa dalla soluzione banale (0,0, ...,0). Dunque 'equazione

T1a1 + T2y + -+ -+ Ty =0

e’ soddisfatta da una qualche m — pla (ry,r9,...,7,) di coeffficienti non
tutti nulli. Ne concludiamo che i vettori aq,as,...,a, sono linearmente
dipendenti.

Dagli ultimi due esempi segue che

Nello spazio vettoriale R™, il massimo numero di vettori linearmente
indipendenti e’ n.

. Sottospazi di R".

Definizione 2. Un sottinsieme V' dello spazio vettoriale R™ si dice sottospazio
di R™ se soddisfa le sequenti condizioni:

e 0cV;
e per ogni u,v €V, st hau+v €V,
e perogniu €V ed ognir € R, st ha ru € V.

R™ e l'insieme {0} ridotto al solo vettore nullo sono sottospazi di R", il piu’
grande e il piu’ piccolo fra i sottospazi di R".

Nello spazio vettoriale geometrico Sp, che si puo’ identificare con lo spazio vet-
toriale R3, si ha che i sottospazi diversi dal piu’ piccolo e dal piu’ grande sono le
rette per O e i piani per O. Osserviamo che

e (Ciascuna retta per O si puo’ vedere come l'insieme
{rv; r e R}

dei multipli scalari di un vettore non nullo.

e (Ciascun piano per O si puo’ vedere come 'insieme
{rivy + raug; 11,79 € R}

delle combinazioni lineari di due vettori non allineati.



Questi esempi suggeriscono la seguente

Definizione 3. Siano vy, ...,v,, vettori in R™. L’insieme di tutte le combinazioni
lineart di vy, ...,v, viene detto spazio generato da vi,...,vV,, e viene indicato
con (V1 ..., Up). In simboli:

m
(V1,00 Um) = E riv;; r; € R
i=1

L’insieme (vy,...,v,,) € un sottospazio di R™. Infatti:

e 0 ¢’ una combinazione lineare dei vettori v; :

0= i OUZ‘;
i=1

eseu =y . TV ev =y . sv sono combinazioni lineari dei vettori v;,
allora anche

m m m
u+v= E Tiv; + g Siv; = E (1 + 83)v;
i=1 i=1 i=1
e’ una combinazione lineare dei vettori v;;

® seu= Z:il r;v; € una combinazione lineare dei vettori v;, ed r € R, allora

anche
m m

ru=rYy rv,= Yy (rr)v;
i=1 i=1
e’ una combinazione lineare dei vettori v;.
Ciascun v; appartiene allo spazio (vy,...,v,,); infatti
v1 = lvg + 0vy + Ovg + - - - Ovpy,
Vo :0U1+1U2—|—0’03+"'0Um

In realta’ (vy,...,v,) € il piu’ piccolo sottospazio di R™ che contiene i vettori
Vi1y.. .y, Um.

Dimensione.

Definizione 4. Sia V un sottospazio di R™. Il massimo numero di vettori di
V' linearmente indipendenti viene detto dimensione di V, e viene indicato con

dim(V).
Si ha che dim (R™) = n, dim ({0}) = 0, e per ogni sottospazio V' di R"
0 <dim(V) < n.
Si puo’ provare che per ogni vy, ..., v, € R"
dim ((v1, ..., vm)) < m,

e che l'uguale vale se e soltanto se i vettori vy, ..., v, sono linearmente indipen-
denti.



