Matematica II 15.12.10

Ortogonalita’ e proiezioni ortogonali, in R".

1. Prodotto interno

Dati due vettori u = [u;]} e v = [v;]} di R™, possiamo considerare il numero reale

dato da
U1

n
u’v:[ul un] : zg UU;;
Up, 1

questo numero reale viene detto prodotto interno del vettore u per il vettore v.
Osserviamo che scambiando i fattori il prodotto interno non cambia:

n n
vu = E VU = E uv; = u'v;
1 1

percio’ potremo dire "prodotto interno fra u e v,” ed usare indifferentemente la
forma u'v o la forma v'u.

Dalle proprieta’ delle operazioni nell’algebra delle matrici, discendono le seguenti
proprieta’ del prodotto interno:

(u+v)w=v'w+v'w
(ur)'w = r(v'w)
(v +w) =u'v+u'w

v (wr) = (v'w)r,

per ogni u,v,w € R™ ed ogni r € R.

A parole, il prodotto interno di due vettori e’ la somma dei prodotti delle com-
ponenti corrispondenti dei due vettori. Osserviamo che il prodotto interno di un
vettore con se’ stesso e’ la somma dei quadrati delle sue componenti:

n
/ 2
wu = E us,
1
dunque esso e’ sempre maggiore-uguale a zero, ed €’ zero se e solo se tutte le

compnenti sono nulle, cioe’ il vettore e’ il vettore nullo:

wu >0, Yu € R"
w'u =0, & u =0,

Per ciascun vettore non nullo u = [u;]} e ciascun vettore v = [v;]7, il numero reale
dato dal rapporto fra il prodotto interno w'v di u e v e il prodotto interno u'u



di u con se’ stesso viene detto coefficiente di Fourier di v rispetto ad u, e viene
indicato con c¢f(v,u). Cosi’ si ha

/ n.o.oa.
o o.) = L0 = T

L N2
u'u 1 U

. Ortogonalita’

Se il prodotto interno fra due vettori u e v di R™ €’ zero, diciamo che il vettore u
e’ ortogonale al vettore v, e scriviamo u L v; in simboli, poniamo

ul o & w'v = 0.

Dalle proprieta’ del prodotto interno segue che la relazione di ortogonalita’ e’
simmetrica:
ulwv = v 1 u,

e segue che il vettore nullo e’ 'unico vettore di R" ortogonale a se’ stesso:

ulu & u = 0,.

Osserviamo che i vettori ey, ..., e, della base canonica di R" sono a due a due
ortogonali. Infatti per ogni vettore e; ed ogni vettore v = v = [v;]} si ha

eiv=0v; + -+ 0v_y + 1oy + Ovgyy + -+ + Ov, = vy

e cosi’
ere; =0, Vi # 7.
. Complemento ortogonale di un sottospazio

Sia V' un sottospazio di R"™. L’insieme dei vettori di R™ ortogonali a ciascun
vettore di V' e’ detto complemento ortogonale di V, e viene indicato con V*; in
simboli:

Vi={zeR": Vr=0, YweV}
Il complemento ortogonale V- di V e’ a sua volta un sottospazio di V' :

e 0, € V*, in quanto v'0,, =0, Yv € V;

e se 2,y € V1, allora anche x +y € V=, Infatti, x,y € V= significa che
v =v'y =0, Vv € V; cio’ implica

Vie+y)=de+0dy=04+0=0, YoeV,

che a sua volta significa che z +y € V+.

esex € V! er € R, allora anche xr € V*. Infatti, # € V' significa che
v'x =0, Vv € V; cio’ implica

Vzr) = (Wz)r=0r=0, YveV,

che a sua volta significa che zr € V*.



Possiamo pensare che il sottospazio V' sia un sottospazio di dimensione m, e
che sia il sottospazio V' = (ay,...,a,) generato da un certo insieme di vettori
ai,...,a, € R" linearmente indipendenti. Osserviamo che

un vettore e’ ortogonale a tutti © vettori v € V se e solo se esso e’
ortogonale a tutti ¢ vettori a;, pert=1,...,m.

Cio’ si puo’ verificare come segue. Se x €’ un vettore di R™ tale che v’z = 0 per

ogni v in V, allora in particolare per ogni ¢ = 1,...,m si ha
az = 0.
D’altro canto, se y € un vettore di R™ tale che aly = 0 per ogni i = 1,...,m,

allora per ogni combinazione lineare v = rya; + - - - + r,a,, dei vettori a; si ha

Vy = (riay 4+ Frpmam) y
=ri(ayy) + -+ rmlay,y)
— 1104 - 4 0 = 0.

Dunque, si ha

V=A{ar+ -+ anrm; m,...,rm € R}
Vi={zeR": dx=0, Vi=1,...,m}.

Piu’ sinteticamente, posto A = [ a ‘ ‘ A ] , cosi’ che | : = AT si ha

V ={Ar; r e R™}
VL:{xER”: ATx:Om}.

Osserviamo infine che il complemento ortogonale V* di V, essendo I'insieme delle
soluzioni di un sistema lineare omogeneo di m equazioni linearmente indipendenti,
ha dimensione n—m. Dunque le dimensioni di V' e del suo complemento ortogonale
V+ sono legate dalla relazione

dim(V) 4+ dim(V+) = n.

. Proiezione ortogonale

Sia V' un sottospazio dello spazio vettoriale R", e sia V= il suo complemento
ortogonale. Si puo’ dimostrare che ogni vettore b € R™ si puo’ scrivere in uno ed
un solo modo come somma

b=p+q

di un vettore p € V e di un vettore ¢ € V=+. Il vettore p si dice proiezione
ortogonale di b su V, e il vettore ¢ si dice proiezione ortogonale di b su V*.



La proiezione ortogonale di un vettore su un sottospazio si puo’ determinare nel
modo seguente.

Possiamo pensare che il sottospazio V' sia il sottospazio V' = span{as,...,a;,}
generato da un certo insieme di vettori aq, ..., a, € R™ e che questi vettori siano
linearmente indipendenti.

Dunque, posto A = [ ay ‘ e ‘ . } , possiamo rappresentare V e V+ nella forma

V ={Ar; re R™},
Vi={reR": ATz =0,}.

Dato b € R", vogliamo determinare due vettori p, ¢ che soddisfino le condizioni

ptq=>0
p = Ar, reR™
ATq = Om7

dove r € R™ ¢’ un vettore incognito.

Sostituendo l'espressione di p in funzione di r nella prima condizione
Ar4+q =0,
e moltiplicando a sinistra per A7 entrambe i membri si ha
AT(Ar +q) = A™b,
cioe’
ATA r+ ATqg = AT,
dalla quale, per la terza condizione, si ha
ATA r = A"b.

Ora, la matrice quadrata AT A e’ non singolare in quanto le colonne di A sono
linearmente indipendenti (vedremo in seguito perche’), e si ha una ed una sola
soluzione:

r=(ATA)"" A",
Infine, abbiamo che il vettore p proiezione ortogonale del vettore b sullo spazio
generato dalle colonne della matrice A e’ dato da

p=Ar=A(ATA)" AT,

. Proiezione ortogonale su sottospazi di dimensione 1

Consideriamo il caso in cui V sia il sottospazio generato da un vettore a € R",
diverso da 0,,. Cosi’

a1
V={ar; reR}={]: r; v € R},

Qn



T
Vi={zeR": dz=0}={]: eR": i + -+ apz, = 0}.
Tn

Ogni vettore b € R" si puo’ scrivere in uno ed un solo modo come
b=p+gq

dove i due vettori p, ¢ soddisfano le condizioni

arqp + -+ angy = 0.

Lo scalare r ¢’ dato da

r = (a/a)_la/b _ ﬁ _ a’lbl + .- +&nbn
aa (I%—F_‘_a% 3

che ¢’ il coefficiente di Fourier ¢f(b,a) di b rispetto ad a.

Questo fatto suggerisce di introdurre la seguente definizione. Per ciascuna matrice
A di tipo n X m con colonne linearmente indipendenti, e per ciascun vettore
b € R", il vettore di R™ dato dalla divisione a sinistra del prodotto ATb per
il prodotto AT A viene detto coefficiente di Fourier del vettore b rispetto alla
matrice A, e viene indicato con ¢f(B, A). Cosi’ si ha

cf(b, A) = (ATA) " ATB.

. Con riferimento al punto precedente, per a = | : | si ha che
1

ogni vettore b € R™ si puo’ scrivere in uno ed un solo modo come
b=p+q

dove i due vettori p, ¢ soddisfano le condizioni

Lo scalare r e’ dato da



ab  bi+---+0b,

r=—=——
aa n

Si noti che r = y;, la media delle componenti di b.

La scomposizione del vettore b € R" e’ dunque

by o by —
= ]
bn o bn — Hbp

. Proiezione ortogonale su sottospazi di dimensione 2

Consideriamo il caso in cui V sia il sottospazio generato da due vettori a;, ay € R™,
linearmente indipendenti. Cosi’

V ={air + agrs; Tl,TgeR}:{[&l‘az}T; r € R?},
/
Vi={reR": dx=awr=0={rcR": {Zl}mzog}.

/
2

Ogni vettore b € R" si puo’ scrivere in uno ed un solo modo come
b=p+gq
dove i due vettori p, ¢ soddisfano le condizioni

P = aiT1 + agro

/ _
a1q=20
/ _
asyq =0
La colonna r €’ data da
—1 —1
al al alay adjas aib
r= y [ ay ‘ Qs ] —1 b= ; ; ; )
a, a, ahay  Ayas asb
Osserviamo che, se i due vettori a; e as sono ortogonali, allora si ha
-1 1 aib
/ / /
| aia 0 arb | | Ta 0 atb | | Ta
r = = 1 1 = L .
0 ahas ash 0 —— ash agb
g a2 ahas

Dunuge il vettore p proiezione ortogonale di b sullo spazio generato dai vettori a;
e ay € dato da

!/ !/
aib ash

/ 275

p=a

cioe’ e’ la combinazione lineare di a; e a» con coefficienti i coeflicienti di Fourier
di b rispetto ad a; e as.



8. Con riferimento al punto precedente, nel caso in cui

[ 1] [0 ] [ b, ]
0 1 by
ag=e = |0 , Qg =€z = , b= b
_0_ _O_ _bn_

essendo €es = 0, la proiezione ortogonale di b su V' ¢’ data da

1 0 [ by ]
1 by
"b ’b
p—ele, +€2€,2 = 0 bl+ 0 bQI 0
161 €962 : : :
0 0 0

La proiezione ortogonale di b su V* ¢’ data da

[0, [ by ] 0

by by 0
q:b_p: b3 — O — b3

_bn_ _O_ _bn_




