Algebra lineare (Matematica C.I.) 26.11.13

1. Somma di matrici.

Siano m ed n due interi positivi fissati. Date due matrici A, B di tipo m x n,
sommando a ciascun elemento di A il corrispondente elemento di B, si ottiene
una nuova matrice di tipo m x n, detta matrice somma di A e B ed indicata
con A + B. Esempio:

1 2 1 2 2 4
34|+ 4 8| = 7 12
5 6 16 32 21 38

In simboli, la matrice A 4 B e’ definita elemento per elemento ponendo
(A—J’—B)IJZAZ]—{—BZ], i=1....mj=1,...,n

La somma di due matrici di tipi diversi non e’ definita.

L’addizione di matrici e’ un’operazione associativa e commutativa. La ma-
trice di tipo m X n avente tutti gli elementi nulli viene detta matrice nulla ed

indicata con 0 . Questa matrice e’ caratterizzata dalla proprieta’
mxn

A+ 0 =A= 0 + A4, (per ogni A € R™*™).
mxn mxn

Per ogni matrice A di tipo m x n, prendendo di ciascun elemento di A il suo

opposto, si ottiene una nuova matrice di tipo m x n, detta matrice opposta

di A ed indicata con —A. In simboli, la matrice —A e’ definita elemento per

elemento ponendo

(—A)i]':—A iZl,...,Tfl,jZl,...,Tl.

ijr
Questa matrice e’ caratterizzata dalla proprieta’

At (—A)= 0 =(—A)+A.

mxn
Nel caso m = n = 1 abbiamo 'usuale somma di numeri reali.

2. Prodotto di una matrice per uno scalare

Data una matrice A di tipo m x n, e dato uno scalare r € R, moltiplicando r per
ciascun elemento di A si ottiene una nuova matrice di tipo m x n, detta matrice
prodotto dello scalare r per la matrice A, ed indicata con rA. In simboli, la
matrice rA e’ definita elemento per elemento da

(rA)ij =rAjj i=1,....mj=1,...,n



In modo analogo si definisce la matrice prodotto della matrice A per lo scalare
r, indicata con Ar. Chiaramente si ha

rA = Ar.

Esempio:

La moltiplicazione di una matrice A per uno scalare r puo’ essere realizzata
come lamoltiplicazione a sinistra oppure come la moltiplicazione a destra di
A per opportune matrici. Ad esempio, si ha

7 00 1 2 7 14 1 2 7 0
070 34 |=1]21 28 =13 4 { 0 7 ] .
007 5 6 35 42 5 6

In generale, la moltiplicazione di una matrice A di tipo m x n per uno scalare
r puo’ essere realizzata come la premoltiplicazione di A per la matrice rl
oppure come la postmoltiplicazione di A per la matrice I, :

rA = (rly)A = A(rly).
Per questa ragione, le matrici rI vengono dette matrici scalari.

. Proprieta’. Combinazioni lineari

Le operazioni di somma di matrici, di moltiplicazione di matrici per scalari
reali, di somma di numeri reali e di prodotto di numeri reali sono legate dalle
seguenti proprieta’
r(A+B)=rA+7rB
(r+s)A=rA+sA
(rs)A =r(sA)
1A=A

per ogni A e B matrici di uno stesso tipo ed ogni r, s scalari in IR.

Date Ay, Ay, ..., Ap matrici di uno stesso tipo, I'espressione piu” generale che
possiamo ottenere con le operazioni di somma di matrici e di moltiplicazione
di matrici per scalari e’ del tipo

a1A1+arAr +---+ tlpAp

doveaq,ay,..., ap SONO scalari in R.

Questa espressione viene detta combinazione lineare delle matrici Ay, Ay, ..., Ay
con coefficienti aq,a», .. ., ay. Si noti che: prendendo tutti i coefficienti nulli si



ottiene la matrice nulla 0; prendendo I'i—mo coefficiente uguale a 1 e tutti
gli altri coefficienti uguali a O si ottiene una la i—ma matrice A;; prendendo
I'i—mo e il j—mo coefficiente uguali a 1 e tutti gli altri coefficienti uguali a 0 si
ottiene una la somma della i—ma e della j—ma matrice A; + A;.

La somma di due combinazioni lineari delle matrici Ay, ..., Ay eil prodotto di
una combinazione lineare delle matrici Ay, ..., A, per uno scalare sono ancora
combinazioni lineari delle matrici Ay, ..., A.

. Base canonica di R".

a
)
somma di vettori e di prodotto di vettori per scalari possiamo scomporre il
vettore a nella combinazione lineare

a]=lo]ar[3]e
o] < [3)

con coefficienti le componenti a; ed a; di a.

Consideriamo il generico vettore a = [ } in IR?. Usando le operazioni di

dei vettori

In generale, nello spazio IR" consideriamo i vettori che hanno una componente
uguale a 1 e tutte le altre uguali a zero:

1 0 0

0 1 0

=10], e=|0|, ..., e=]|0
| 0] | 0] | 1]

L'insieme di questi vettori si dice base canonica di R". Ogni vettore a = [g;]7 di
IR" si puo’ scrivere in un ed un solo modo come combinazione lineare dei vet-
tori ey, ey, ..., e, della base canonica di IR", e i coefficienti sono le componenti
dia:

a=ea1+exay+---+eyay.

. Prodotto di matrici e combinazioni lineari di vettori. Sistemi.

Consideriamo in R™ un vettore colonna le cui commponenti siano polinomi
di primo grado in n variabili x4, ..., xy

a11x1+ -+ axn
Ap1X1 + -+ A2pXy

Am1X1 + -+ AmnXn



possiamo scrivere questo vettore come il prodotto della matrice di tipo m x n
dei moltiplicatori per il vettore colonna delle n variabili

a11x1 + - -+ a1pXn ar ... g %
Ar1X1 + -+ Xy B ar ... Qop

. - 7
: : .
Ap1X1 + -+ AmnXn Aml -+ Amn

e possiamo scriverlo come la combinazione lineare delle n colonne dei molti-
plicatori con coefficienti le n variabili

a11x1 + -+ amxn a a1n
ax1x1+ -+ axpxn a1 Ay

=1 . Xx1+---+ . Xy
Ap1X1 + -+ AunXn Am1 Amn

Da cio’” segue in particolare 'uguaglianza

al ... in X a11 A1n

ary ... ap . a1 n n a2n

. . : =1 . X1+ . Xn,
X, : :

Ap1l -+ Amn Am1 Amn

che puo’ essere letta dicendo che

il prodotto di una matrice A di tipo m X n per un vettore colonna x ad n
componenti e’ uguale alla combinazione lineare delle n colonne della ma-
trice A con coefficienti le n componenti del vettore x.

Da queste considerazioni segue in particolare che un sistema di m equazioni
in 7 incognite x1,...,x,

apxy + -+ apxy, = by
A21X1 + -+ - 4 AguXxy = by
Am1X1 + -+ ApnXn = by

si puo’ scrivere come
axy+ - +apx, =b

dove ay, ..., a, sono le colonne dei coefficienti delle incognite x1,...,x, eb e’
la colonna dei termini noti.

6. Proprieta’ distributive



L’operazione di moltiplicazione di matrici possiede le proprieta’ distributive
sinistra e destra rispetto all’addizione di matrici:

(A+B)C = AC+BC
B(C+D) = BC+BD
per ogni A, B matrici di tipo m X n e C, D matrici di tipo n X p.

Le operazioni di prodotto di matrici e di prodotto di uno scalare per una ma-
trice sono legate dalla proprieta’

r(PQ) = (rP)Q = P(rQ)
per ogni P, Q matrici moltiplicabili ed ogni scalare r.

Dimostriamo la proprieta’ distributiva sinistra della moltiplicazione rispetto
all’addizione di matrici. Perognii =1,...,mej=1,...,p,daunlatosi ha

Il
1=

((A+B)C)jj (A + B)inCyj

T
—_

I
1=

(Ain + Bin)Chj,

=
Il
—_

e dall’altro si ha

(AC+ BC);j = (AC); + (BC)y
n n
=Y AuCpj + ) BuCujs
= =1

la forma finale della prima espressione si puo’ trasformare nella forma finale
della seconda espressione, applicando la proprieta” distributiva (della molti-
plicazione rispetto all’addizione di numeri reali) a ciascun addendo e spez-
zando la sommatoria.
. Espressioni matriciali

Il calcolo delle espressioni matriciali puo” essere sviluppato in analogia col
calcolo delle usuali espressioni algebriche, ma solo fino a un certo punto. In-
nanzitutto sia la moltiplicazione che 1'addizione di matrici non sono sempre
definite, poi la moltiplicazione non possiede la proprieta” commutativa.

Cio’ comporta, ad esempio, che 1'identita’
(a+b)(a—0b)=a*—1*

valida per a, b variabili reali, non lo e” piu’ per variabili matriciali. Infatti per
A, B matrici quadrate dello stesso ordine si ha

(A+B)(A—B)=A(A—B)+B(A—-B)=A?>—- AB+ BA — B,

e AB e BA in generale non si elidono.



8. Matrice trasposta

Siano m ed n due interi positivi fissati. Data una matrice A di tipo m x n,
riscrivendo per colonne cio” che in A compare per righe (o, che e’ lo stesso,
riscrivendo per righe cio’” che in A compare per colonne), si ottiene una ma-
trice di tipo n x m, detta matrice trasposta di A ed indicata con

In simbolj, si ha:

(A7) =4 i=l.mj=1..m

1

Ad esempio, si ha

1 2

A=1|3 4 AT:Hiﬂ
5 6

Una matrice (quadrata) che coincide con la propria trasposta si dice “matrice
simmetrica”. Le matrici simmetriche quadrate del secondo ordine e del terzo
ordine sono del tipo

a b c
{Z IZ} bd e
c e f
9. L'operazione di trasposizione possiede le seguenti proprieta’:

(A7) = 4,
per ogni matrice A;
(A+B)T = AT + BT

per ogni coppia A, B di matrici sommabili;

(AB)T = BTAT
per ogni coppia A, B di matrici moltiplicabili;
(rA)T =rAT

per ogni matrice A ed ogni scalare 7.

Dimostriamo la proprieta’ relativa alla moltiplicazione di matrici. Sia dunque
A una matrice di tipo m X n e sia B una matrice di tipo n X p. Proviamo in-
nanzitutto che I'uguaglianza

(AB)T = BTAT

e’ consistente, cioe’ che le matrici ai due lati dell'uguaglianza hanno lo stesso
tipo. Infatti, da un lato, la matrice AB e’ definita ed ha tipo m x p, e la matrice



(AB)T ha tipo p x m; dall’altro, la matrice BT ha tipo p x 1, la matrice AT ha
tipo 1 X m, e la matrice BT AT e’ definita ed ha tipo p x m.

Proviamo ora che
((AB)T>ij - (BTAT%, i=1,...,pj=1...,m.

Infatti: al primo membro si ha

((AB)T) = (4B);

)

h

n
AjnBpi,
=1
al secondo membro si ha
n

(B747), = X (+7),,(47),,

=1
n
= Y B,
=1

e i due risultati sono uguali per la proprieta” commutativa della moltipli-
cazione di numeri reali.

Per finire, osserviamo che una matrice quadrata A e’ invertibile se e solo se la
sua trasposta AT e’ invertibile, inoltre 'inversa della trasposta e’ la trasposta
dell’inversa:

(aT) " = (a7’

Ad esempio, da

(121" [—2 1
34 T |15 —05]"
segue

137" [—2 15
24| T |1 -05]

Verifichiamo questa proprieta’. ”A e’ invertibile ed ha inversa B” significa che
AB =1=BA;

trasponendo ciascun membro di queste uguaglianze, otteniamo

(AB)T = 1T = (BA)T,

da cui otteniamo

BTAT =1 = ATBT;

qt%este ultime uguaglianze significano che "AT e’ invertibile ed ha inversa
B'”.



