Lezione del 03.05

Questa lezione si riferisce all’intero Cap.8 “Cambio di base”. Sono stati svolti tutti gli
argomenti del capitolo, ma in ordine diverso e con notazioni diverse. Si lascia la lettura
del capitolo come opzionale e si propone di seguire I'impostazione data a lezione, che
viene riportata dettagliatamente di seguito. Entrambe le impostazini si applicano agli
stessi esercizi. Indice degli argomenti svolti:

1- Ennupla coordinata di un vettore rispetto ad una base. 1.1 Definizione; 1.2 Esempi;
1.3 Vettori in spazi R".

2- Matrice di un’applicazione lineare rispetto a basi di codominio e dominio. 2.1
Definizione; 2.2 Relazione fondamentale; 2.3 Applicazioni lineari fra spazi R".

3- Matrice di cambiamento di base. 3.1 Definizione; 3.2 Esempio; 3.3 Cambiamento di
base in spazi R".
4- Composizione di applicazioni lineari e prodotto di matrici. 4.1 Teorema.

5- Inversione. 5.1 Proposizione; 5.1 Cambiamento di base nei due versi; 5.2 Esempio.

6- Relazione fra le matrici che rappresentano una stessa applicazione lineare. 6.1 Teo-
rema; 6.2 Esempio; 6.3 Estensione; 6.4 Applicazione.

1 Ennupla coordinata di un vettore rispetto ad una base.

1.1 Definizione. Sia V' uno spazio vettoriale e sia B : v, v,,...,v, una base ordinata
di V. Allora ogni vettore v di V' si scrive in uno ed un solo modo come combinazione
lineare dei vettori della base, cioe esiste una ed una sola ennupla ordinata x1, zs, ..., x,
di scalari tale che

U= T10; + Dol + 0 Tnly;
questi scalari si dicono coordinate del vettore v rispetto alla base B e la ennupla ordinata
delle coordinate si dice in breve ennupla coordinata di v rispetto a B e si indica con
(v)g. Dunque
(Q)B = (131,%2, Ce ,.Cl}n).
D’ora innanzi salvo avviso contario tutte le basi saranno tacitamente assunte come basi
ordinate.

1.2 Esempi. Nello spazio vettoriale R?.
- Consideriamo la base canonica C : (1,0), (0,1) e il vettore (3,4). Si ha
(3,4) = 3(1,0) + 4(0, 1),
dunque la coppia coordinata di (3,4) rispetto alla base C ¢ ((3,4))c = (3,4).
- Consideriamo la base B : (1,0),(2,1) e il vettore (3,4). L'uguglianza
(3,4) = x1(1,0) + 22(2, 1)
equivale al sistema di due uguaglianze 3 = x1+2x5 e 4 = x5 che e soddisfatto dall’unica
coppia x1 = —5H x9 = 4, dunque
(3,4) = —5(1,0) + 4(2, 1)

e la coppia coordinata di (3,4) rispetto alla base B ¢ ((3,4))s = (—5,4).
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- Consideriamo la base B’ : (2,1),(1,0) e il vettore (3,4). Si ha
dunque la coppia coordinata di (3, 4) rispetto alla base B’ ¢ ((3,4))s = (4, —5).

1.3 Vettori in spazi R”. Indichiamo con C : ey, e, ..., e, la base canonica dello spazio
vettoriale R”. Per ogni vettore v = (1,9, ...,2,) in R” si ha
(T1, 2, Tp) = @16y + Tay + -+ Tpey,

dunque la ennupla coordinata del vettore rispetto alla base C ¢ il vettore stesso:

(Q)C - ($17x27 L ,l’n) = .
Sia B : vy,v,,...,v, una base dello spazio vettoriale R". Per ogni vettore v in R"
I’equazione nelle incognite x1, s, ..., x,

V= T10y + Ty + -+ Tpl,,

ha sempre una ed una sola soluzione, che ¢ la ennupla coordinata di v rispetto alla
base B. Questa equazione equivale a un sistema di n equazioni lineari nelle n incognite
1, %3, ...,T,. Dunque; calcolare la ennupla coordinata di un vettore rispetto ad una
base equivale a risolvere un sistema lineare che si sa a priori avere una ed una sola
soluzine.

2 Matrice di un’applicazione lineare rispetto a basi di codominio e dominio.

2.1 Definizione. Siano V' uno spazio vettoriale con una base ordinata B : vy,...,v

)’ =n
e W uno spazio vettoriale con una base ordinata B’ : w,,...,w,, esia L : V. — W

un’applicazione lineare. L’immagine di ciascuno degli n vettori della base B si scrive
in uno ed un solo modo come combinazione lineare degli m vettori della base B’

L(v,) = anw, + aqwy + - - - + apiw,,

L(vy) = a1ow; + aowy, + -+ - + amow,,

L(v,) = a1,wy + a2nWs + - - + Qpn0,,

(a;; € R). La matrice che ha nelle colonne i coefficienti di queste scritture

a;in a2 ... dip
Q21  QAg2 ... d2p
AQm1 Am2 ... Omn

si dice matrice di L rispetto alle basi B’ e B e si indica con Ly g; volutamente, all’indice
si scrive prima il simbolo della base del codominio e poi quello della base del dominio;
un primo indizio della naturalezza di questa scelta e che il tipo della matrice Lz €
(numero dei vettori in B’) x (numero dei vettori in B). In breve: Ly ¢ la matrice che
ha colonne le emmuple coordinata rispetto alla base B’ delle immagini dei vettori di B,

in simboli:
Lep = ( (L)) A (L(@)s )

(L(22>>B'
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2.1 Relazione fondamentale. [ ¢ univocamente determinata dalle immagini dei
vettori della base B, e queste immagini sono univocamente determinate dalla matrice
Lgg; dunque L € univocamente determinata dalla matrice Ly . Ci si chiede per ciascun
vettore v € V quale relazione sussiste fra la emmupla coordinata di L(v), la matrice di
L, e la ennupla coordinata di v, rispetto alle basi scelte.

Teorema Siano V' uno spazio vettoriale con una base ordinata B : vy, ...,v,, W uno

) =n

spazio vettoriale con una base ordinata B’ : wy,...,w,, e L : V' — W un’applicazione
lineare. Allora per ogni v € V' la colonna coordinata di L(v) ¢ il prodotto della matrice
di L per la colonna coordinata di v, rispetto alle basi scelte:

(L(w)p = Les ((v)g -
Verifichiamo il teorema su un esempio. La dimostrazione del teorema segue le stesse
linee.

Sia: V uno spazio vettoriale con una base B : v;,v,, W uno spazio vettoriale con una
base B : w,, wy, wy, L : V — W T'applicazione lineare tale che

L(v)) = 2w, + 3w, + 4w;
L(vy) = 6w, + Tw, + 8ws;

la matrice di L rispetto alle basi date e

L =

o N
oo 3 O

Sia v in V con (v)p = (x1,x2);, allora
V= T10y + TaUy;
per la linearita di L si ha

L(v) = 1 L(vy) + 29 L(vy) =

—
~—

per le scritture dei vettori L(v,) come combinazione lineare dei vettori w, si ha

(T) 212wy + 3w,y + dw;) + xo (6w, + Twy + 8wy)

= (2x1 + 622)w; + (31 + Txo)w,y + (421 + 822)ws);

dunque
(L(Q))B/ = (233’1 + 61‘2, 3.’131 + 7552,41'1 + 7%’2)

Scrivendo i vettori come vettori colonna, si ha

2x1 + 69 2 6 .
(Lwp =\ 3z1+T2x2 | = 3 7 < :Cl ) = Lps(v)s.
41 + Txo 4 8 2

2.3 Applicazioni lineari fra spazi R". Sia L : R" — R™ un’applicazione lineare.
Scelte nel dominio e nel codominio le basi canoniche, si ha che L¢e € la matrice che ha
colonne le emmuple immagini dei vettori di C, in simboli:

Lec=(L(ey) | .- | L(e,) ) -
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La relazione fondamentale afferma che per ogni v € R™ la colonna L(v) ¢ il prodotto
della matrice di L per la colonna v

L(v) = Lec v.
Si ritrova cosi il teorema di rappresentazione matriciale di applicazioni lineari fra spazi
R™.
3 Matrice di cambiamento di base.

2.1 Definizione. Sia V' uno spazio vettoriale e siano B : v,...,v, e B : wy,...,w

n

due basi ordinate di V. Ciascuno dei vettori della base B si scrive in uno ed un solo
modo come combinazione lineare dei vettori della base B’

V= anwy + o+ apw,

vV, = G1pWq + e ApnW,,

(a;; € R). La matrice che ha come colonne i coefficienti di queste scritture, cioe le
ennuple coordinata rispetto alla base B’ dei vettori di B,

ai;p ... Qip

= ( (v1)5

J(wa)s )
Ap1 ... Qpp

si dice matrice di cambio di base verso B' da B. Questa matrice coincide con la matrice
dell’identita id di V rispetto alle basi B’ e B :

( (v1)5r

Dunque, dal Teorema di sopra segue la

. ‘ (yn)[g/ ) = idB/B'

Proposizione. Sia V' uno spazio vettoriale e siano B : vy,...,v, e B 1 wy,...,w, due
basi ordinate di V. Allora per ogni v € V' la colonna coordinata di v rispetto a B’ & il

prodotto della matrice di cambio verso I3’ da B per la colonna coordinata di v rispetto
a B,

(v)p = idp(v)s.

3.2 Esempio. Nello spazio vettoriale R? consideriamo la base canonica C : (1,0), (0, 1)
e la base B: (1,3),(1,4).

La matrice di cambio verso C da B ¢
. 1 1
den = ((0.3)e () ) = (5 4 ).

La matrice di cambio verso C da B ¢

idse = ( ((1,0))s ((0,1))s5 )
ed ¢ meno immediata da determinare. Vedremo in seguito come farlo in un modo
efficiente.

3.3 Cambiamento di base in spazi R". Nello spazio vettoriale R™ consideriamo la

base canonica C : ey,...,¢e, € una base B :vy,...,v,.



La matrice di cambio verso C da B ¢

idep = ( (v1)e \ ‘ (vn)e ) :(91 ‘ ‘Qn )7
la matrice quadrata di ordine n con colonne i vettori della base B.

4 Composizione di applicazioni lineari e prodotto di matrici.

Teorema. Siano V, W, Z spazi vettoriale con una base ordinata rispettivamente B, 5, B”
e F:V—>WeG: W — Z due applicazioni lineare. Allora la matrice della funzione
composta G o F rispetto alle basi B” e B uguale al prodotto delle matrici di G rispetto
alle basi B” e B’ e di F rispetto alle basi B’ ¢ B

(G o F)B”B prmnd GB//B/FB/B,
Dimostrazione.

Da una parte, per la relazione fondamentale sulla matrice di G o F' rispetto alle basi
B" e B si ha che per ogni v € V

(G o F)(v)pr = (Go F)ps (v)5.

Dall’altra parte, per la relazione fondamentale sulle matrici di G rispetto alle basi B”
e B’ e di F rispetto alle basi B’ e B si ha che per ogniv € V

(G(F(v)))pr = Gpra (F(v)p = Gpr Fps (V)3

Dalla comparazione delle due relazioni ottenute segue la tesi.

5 Inversione.

5.1 Proposizione. Siano V,W due spazi vettoriali della stessa dimensione con basi
ordinate rispettive B, B’ e sia F' : V. — W un’applicazione lineare invertibile. Allora
rispetto alle dovute basi, la matrice dell’inversa di F' e 'inversa della matrice di F

—1 —1
(F™) g = (Frs) ™
Dimostrazione. L’inversa F~! di F soddisfa le relazioni
FloF=idy FoF !'=idy.
Dungque le matrici di F~! e di F rispetto alle dovute basi soddisfano le relazioni
-1 . -1 .
(F )BB’ FB’B = (ldV)BB FB’B (F >BB’ = (ldW)B’B’ )

si osserva che

(idv)gg = In = (idw)g s
dove I,, € la matrice unita di ordine n ed n ¢ la dimensione comune a V e W. La tesi
segue dalla definizione di matrice inversa.

5.2 Cambiamento di base nei due versi. Nel caso particolare in cui i due spazi
vettoriali coincidano con un’unico spazio V' e I'applicazione lineare sia al’identita su V'
si ha che la matrice di cambio di base verso B’ da B e la matrice di cambio di base
verso B sa B’ sono I'una l'inversa dell’altra, in simboli:

idB’B = (idBB/)_l e idBB’ = (idBlB>_1 .

Cio permette di ottenere una matrice di cambiamento di base dall’altra, al prezzo del
calcolo di un’inversione. Tipicamente, nello spazio vettoriale R” ¢ immediato scrivere la
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matrice di cambiamento verso la base canonica C : e;,...,e, da una base B : v{,...,v
in quanto

n

ldcgz(yl ‘ ‘Qn)
e si puo ricavare la matrice di cambiamento verso la base B dalla base canonica C come

idBC:(yl‘...‘yn >_1.

- 5.2 Esempio. Nello spazio vettoriale R? consideriamo la base canonica C : (1,0), (0, 1)
e la base B : (1,3),(1,4). La matrice di cambio verso C da B &

. 11
1dBC:(34>

e la matrice di cambio verso B da C si ottiene come

-1
. . - 11 4 -1
ldBc:(ldCB)lz(B 4) :<_3 1)'

6 Relazione fra le matrici che rappresentano una stessa applicazione lineare.

6.1. Sia dato uno spazio vettoriale. Fissata una sua base, ciascuna applicazione lineare
dello spazio in se stesso ¢ rappresentata da una matrice. Ci chiediamo cosa succede
cambiando base, in altri termini quale relazione sussiste fra le matrici che rappresentano
la stessa applicazione lineare rispetto alle varie basi.

Teorema Sia V uno spazio vettoriale, siano B e B due basi di V esia F': V — V
un’applicazione lineare. Allora la matrice di F' rispetto a B’ & uguale al prodotto della
matrice di cambio verso B’ da B per la matrice di F’ rispetto a B per la matrice cambio
verso B da B, in simboli

Fpp = idppFps idss;
poiche le due matrici di cambio sono 'una l'inversa dell’altra, questa relazione puo
essere scritta anche nei due modi seguenti

Fe = idpsFps (idgs)
Fap = (ids) ™" Fp idss-

Dimostrazione. Consideriamo la sequenza di applicazioni lineari fra spazi vettoriali con
basi fissate
idy F idy

Ve—eosV—-—-os=aV-—-=V.

B B B B
Per il teorema sulla relazione fra composizione di applicazioni lineari e prodotto di
matrici si ha

FB’B’ = (ldv oFo idV)B’B’ = idB’BFBB idBB"

6.2 Esempio. Nello spazio vettoriale R? consideriamo la base canonica C : (1,0), (0, 1),
la base B : (3,1),(1,0) e 'applicazione lineare
F:R* = R* F(x,y) = (5z+2y,3x+y).

La matrice di F' rispetto alla base C ¢

Fee = ( F(1,0) F(o,1)):(§ f)



La matrice di F' rispetto alla base B si puo’ ottenere come

Fpp = idge Feeides = (ides) ™" Feeides

(1)
()

dunque

6.2 Estensione. Sia dati un primo ed un secondo spazio vettoriale. Fissata una base
nei due spazi, ciascuna applicazione lineare dal primo spazio al secondo e rappresentata
da una matrice. Ci chiediamo cosa succede cambiando base nei due spazi, in altri
termini quale relazione sussiste fra le matrici che rappresentano la stessa applicazione
lineare rispetto alle varie basi.

Teorema Sia V' uno spazio vettoriale con due basi ordnate A e B, sia W uno spazio
vettoriale con due basi ordnate A" e B', e sia F' : V — W un’applicazione lineare.
Allora la matrice di F rispetto a B’ e B & uguale al prodotto della matrice di cambio
verso B’ da A’ per la matrice di F rispetto a A’ e A per la matrice cambio verso A da
B, in simboli

Fpp =idgaFaa idgs.

La dimostrazione segue le stesse linee del caso particolare di un’unico spazio vettoriale.

6.4 Applicazione.[Es.8.5.8 p.190]. Si determini un’applicazione lineare F' : R? — R3
tale che KerF' = ((1,1,0),(0,1,—1)) e ImF = ((2,0,1)). Si determini la matrice di F
rispetto alla base canonica.

Svolgimento. Osserviamo che le richieste su F' sono compatibili con il teorema della
dimensione. Infatti, si chiede che KerF' sia un certo sottospazio di dimensione 2, che
ImF sia un certo sottospazio di dimensione 1, che il dominio di F' abbia dimensione 3
e 24+1=3.

Costruiamo una base di R? estendendo la base di KerF, ad esempio
B:(1,1,0),(0,1,—1),(0,0,1)
e costruiamo una base di R? estendendo la base di ImF, ad esempio
D:(2,0,1),(0,1,0),(0,0,1).
Definiamo F sui vetori della base B ponendo
F(1,1,0) = (0,0,0), F(0,1,—1)=(0,0,0), F(0,0,1)=(2,1,0).

N

Allora la matrice di F' rispetto alle basi D e B ¢

B
0 1
00|,
00
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e la matrice di F rispetto alla base canonica e

Fee = idep Fpgidge = idep Fpg (ideg) ™

dunque
2.0 0 00 1 1 0o0\"
Fee=| 010 000 1 10 —
101 00 0 0 —1 1

Si lascia la lettore di svolgere il calcolo e soprattutto di controllare l'esattezza del
risultato.



