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Abstract

Brevi note introduttive.

La teoria classica degli invarianti ha come suo principale oggetto di inter-
esse gli invarianti e piu’ in generale i covarianti delle forme algebriche, ed ha
origine nella prima meta’ del IXX secolo ad opera di vari autori, fra i quali
Cayley e Sylvester. Per ciascuna algebra dei covarianti delle forme algebriche
di un dato grado e numero di variabili, si diede mediante il metodo simbolico
di Aronhold una suggestiva costruzione di un sistema di generatori lineare, ci
si pose il problema dell’esistenza di un sistema finito di generatori d’algebra,
e Gordan nel 1868 diede una costruzione di un tale sistema nel caso delle
forme binarie.

Il passaggio al caso di forme ternarie si rivelo’ impossibile da gestire,
fino a che nel 1890 Hilbert provo’ l'esistenza di un sistema finito di gener-
atori d’algebra per i covarianti delle forme n—arie per n qualsiasi. La di-
mostrazione di Hilbert non fu considerata come dimostrazione e fu criticata
aspramente da molti (specialmente da Gordan) per non essere costruttiva.
Si puo’ dire che i primi brani dell’algebra e della geometria moderna siano
emersi in questo lavoro di Hilbert (con il teorema della base, il teorema delle
sizigie e il nullstellensatz). Hilbert nel 1893 diede anche una dimostrazione
costruttiva del suo teorema.

Negli anni 20 del XX secolo Weitzenboeck tento’ di dare un metodo sim-
bolico per i covarianti dei tensori antisimmetrici. Negli anni 20 e 30 H. Weyl
riformulo’ ed amplio” dal profondo la teoria degli invarianti inserendola nel
quadro della teoria delle rappresentazioni. Il lavoro di Hilbert del 1893 rimase
nell’ombra fino a quando negli anni 60 fu ripreso e sviluppato da Mumford
nella teoria geometrica degli invarianti, e negli anni 90 da Sturmfels, Derk-
sen e altri nella teoria degli invarianti computazionale. Il metodo simbolico,
per quanto si rivelasse suggestivo e solido nelle sue applicazioni, mancava di
giustificazione; una limpida giustificazione fu data negli anni 80 da Rota e
collaboratori, che giunsero fino a dare un metodo simbolico superalgebrico
per lo studio unificato di invarianti di tensori simmetrici ed antisimmetrici.

In senso stretto, il termine ”teoria classica degli invarianti” si riferisce alla
teoria per le forme binarie.

Breve descrizione del programma del modulo.



-Invarianti e covarianti delle forme binarie; rappresentazione simbolica dei
covarianti; teorema di Gordan. Invarianti vettoriali; I e II teorema fondamen-
tale. Invarianti e covarianti di tensori simmetrici; rappresntazione simbolica
dei covarianti.

-Superalgebre letterplace; bitableaux, straightening. Invarianti e covarianti
congiunti di tensori simmetrici e antisimmetrici; rappresentazione simbolica
dei covarianti.
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Chapter 1

Covarianti delle forme binarie

1.1 1 lezione

Fino a nuovo avviso contrario, il riferimento principale del discorso sara’
I'articolo [KR].

1.1.1 Discriminante.

Sia K un campo di caratteristica zero; in particolare, K e’ infinito, e dunque
quando cio’ non generi confusione possiamo identificare i polinomi in un
dato insieme di indeterminate con le funzioni poliniomiali nel corrispondente
insieme di variabili.

Consideriamo un polinomio di secondo grado

f(z) = apz® + 2417 + ay,

in una incognita x, dove i coefficienti a; sono in K e as # 0. Completando il
quadrato si ha

f(x) = agx® + 2a12 + ag

2 2 A
= Qs (x2+2ﬂx+a—§> _ﬁ‘{‘a[):&g (EQ——)

as a3 as a3

doveT =z + %, e
a2
A = a — azag

e’ il discriminante del polinomio f(x). Da cio’ segue che



1- f(x) ha radici in K se e solo se A ¢’ un quadrato in K;
2- in tal caso, f(x) ha due radici distinte o coincienti se e solo se A e’ diverso
o uguale a 0.

Questo fatto si puo’ riformulare in termini di una forma quadratica in
due variabili, dove le sue radici vengono considerate sulla retta proiettiva, e
in prima battuta si puo’ generalizzare in due direzioni.

1- Considerando una forma quadratica in un numero qualsiasi di variabili. In
questo caso il discriminante della forma viene definito come il determinante
della matrice simmetrica associata alla forma; il discriminante si annulla
se e solo se la iperquadrica associata alla forma possiede almeno un punto
singolare.

2- Considerando forme omogenee di grado qualsiasi in due variabili. In questo
caso il discriminante della forma viene definito come il risultante della forma
e di una delle sue due derivate parziali; il discriminante si annulla se e solo
se la forma possiede almeno una radice multipla.

1.1.2 Forme binarie.
Counsideriamo una forma binaria
~ (n i n—i
flz,y) = (Z)ax Y
i=0

di grado n nelle variabili x, y, dove i coefficienti a; sono elementi di K. Ogni
sostituzione lineare nonsingolare di variabili

T = 11T + €12y
Y = C1T + C22¥Y

dove i coefficeinti ¢;; sono elementi di K tali che
det(cij) = C11C22 — C12C21 7’é 0,
da’ origine a una nuova forma binaria
" /n
— —i=—n—1i __ f(= =
> (Z)ax vt = f(z,9).
i=0

di grado n nelle variabili 7,7 i cui coefficenti @; sono polinomi nei coefficienti
a; di f e nei coefficienti ¢;; della sostituzione lineare.



Un polinomio (A, Ay, ..., A,) in variabili Ay, Ay, ..., A, si dice invari-
ante di peso g delle forme binarie di grado n (g intero non negativo) se e solo
se

1(60,617 R ,En) = det(cij)gf(ao, at, ... ,CLn>

per ogni forma binaria di grado n ed ogni trasformazione nonsingolare delle
due variabili. La parte sostanziale della condizione €’ che I(ag, a1, ..., a,) sia
uguale a I(ag, a1, ..., a,), a meno di una funzione dei coefficienti ¢;;; il fatto
che questa funzione sia un polinomio potenza del determinate det(c;;) viene
da se’.

Esercizio. Verificare che per le forme quadratiche binarie f(z,y) =
asx? + 2a17y + agy? il discriminante A = A? — AyAp € un invariante, e
determinarne il peso. Si chiede di dare almeno due dimostrazioni, delle quali
una diretta (senza uso di alcuna teoria).

Scopo della teoria degli invarianti delle forme binarie e’ descrivere nel
modo piu’ esplicito possibile tutti gli invarianti delle forme binarie di un
qualsiasi grado.



1.2 1II lezione

1.2.1 Notazione.

In breve, possiamo esprimere le definizioni e le notazioni date come segue: il
nostro discorso riguarda le forme di un dato grado n in un dato numero m di
variabili, dette n—iche m—arie nel linguaggio classico, e le sostituzioni lineari
nonsingolari delle m variabili; per ogni n—ica m—aria f ed ogni sostituzione
lineare ¢ delle m variabili si ha una nuova n—ica m—aria f; una funzione
polinomiale I delle n—iche m—arie si dice invariante di indice ¢ (intero non
negativo) se e solo se

I(f) = det(c)?I(f),

per ogni f ed ogni c. Per ora siamo principalmente interessati al caso n = 2.

1.2.2 Hessiano.

Per ogni n—ica m—aria f ed ogni m—pla di scalari x, consideriamo le derivate
miste del secondo ordine f;,,(7) di f in z, la matrice Hessiana di f in
H(f, ) = (fus,(x)) e lo scalare Hessiano di f in  dato da

H(f,z) =det H(f,z).
Si prova che per ciascuna sostituzione lineare nonsingolare x = ¢T si ha
H(f.T) = det(c)*H(f, )
per ogni f ed ogni x (cfr. Esercizio piu’ avanti).
Nel caso delle n—iche binarie in variabili x = (x, x2) si ha
H(foa) = dot (om0 ) (0 0) = fa o)

Osserviamo che, se f e a meno di uno scalare una potenza n—ma di una
forma lineare, allora con una opportuna sostituzione lineare nonsingolare di
variabili possiamo trasformarla in

f(@1,%s) = az¥,
e si ha che

H(f,z) = det(c) *H(f,T) = det(c) *det ( an(n _Ol)f? 8 ) = 0;

si prova che vale anche il viceversa. Dunque
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L’Hessiano di una forma binaria e’ identicamente nullo se e solo
se la forma e’ una potenza di una forma lineare:

H(f,z) =0Vx sse f(x)=a(bixi+boxs)" (a,b; € Kopportuni).

Nel IXX secolo fu pubblicato un teorema secondo il quale I’'Hessiano di una
forma m—aria e’ identicamente nullo se e solo se la forma si puo’ esprimere
in funzione di m — 1 variabili; significato molto bello ... ma falso: dopo una
ventina d’anni si trovo’ un controesempio (cfr [O] e riferimenti in esso).

Nel caso delle quadratiche binarie
f(z,y) = asa® + 2a12y + agy®

si ha

2@2 2&1

2@1 ZCLO

H(f;z,y) = det (

Nel caso delle cubiche binarie

) — 4asag — a?) = —4A(f).

flz,y) = azz® + 3a2:p2y + 3a1xy2 + a0y3
si ha
i) = e (

= 36 ((a3a1 —a2)x? + (asag — azar)wy + (azap — a%)y2) .

6asx + 6asy 6asx + 6a1y
6asT + 6a1y 6a;x + 6agy

1.2.3 Covarianti
Counsideriamo di nuovo le n—iche binarie
—~ (n i n—i
) =32 (7 Jaas

che sotto sostituzioni lineari nonsingolari

T = 11T + C12Y
_ Z det(c 0
{y:C21$+C22y (©)#

si trasformano in nuove n—iche binarie



in modo che

flzy) = f(@,7).
Un polinomio I(Ay,...,A,; X,Y) in indeterminate Ao, ..., A,, X,Y si dice
covariante di indice g (intero non negativo) delle n—iche binarie se e solo se

I(ay,...,a,;7,7) = det(c)'I(ag,...,an;x,y)

per ogni a; e a; ed ogni x,y e T,y legate dalle relazioni di sopra; se [ €’
d—omogeneo nel complesso delle indeterminate Ay, ..., A, ed e’ t—omogeneo
nel complesso delle X, Y, allora si dice che I ¢” omogeneo di grado d e ordine
t. Si noti che gli invarianti delle n—iche binarie si possono identificare con
i covarianti delle n—che binarie nei quali non compaionio le indeterminate
X, Y.

In breve, possiamo esprimere e generalizzare questa definizione e no-
tazione come segue: il nostro discorso riguarda le n—iche m—arie, e le sosti-
tuzioni lineari nonsingolari delle m variabili; per ciascuna data sostituzione
lineare ¢ delle variabili x in funzione delle T, ad ogni n—ica m—aria f cor-
risponde una nuova n—ica m—aria 7; una funzione polinomiale I delle n—iche
m—arie e delle variabili si dice covariante di indice ¢ (intero non negativo)
se e solo se

I(f,7) = det(c)?I(f, ),
per ogni f,z ed ogni c.
Per ciascuna funzione polinomiale I delle n—iche m—arie e di una m—pla di
scalari, la condizione

I(f.7) = det(c)I(f;2), Vfz,c
equivale alla condizione

Ve Jp(e) e K: I(f,7) = o()I(f,z), Vf

Questa affermazione, fatta di passaggio per gli invarianti nella lezione prece-
dente, segue da una considerazione elementare e da un argomento non el-
ementare. Precisamente: consideriamo una qualsiasi funzione polinomiale
non nulla I soddisfacente la seconda condizione, ed osserviamo che

-per ogni due sostituzioni, ¢ delle z in funzione delle 7, e d delle T in funzione
delle 7, e per la sostituzione composta cd delle = in funzione delle Z, si ha

1(7,

) = P(d)I(f,7) = p(d)p(e)(f, )

||
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I(f,7) = p(cd)I(f, );
dunque p(ed) = p(c)p(d) per ogni ¢, d.
-si ha dunque un morfismo polinomiale ¢ : GL(m) — K*; si puo’ provare
che allora ¢ e’ una potenza del determinante ad esempio usando il fatto di
base che per la matrice ¢# trasposta della matrice dei complementi algebrici
della ¢ si ha ¢#c = det(c)/, e il teorema secondo il quale il determinante e’
un polinomio irriducibile.

Osserviamo che

- la somma di due covarianti di uno stesso indice g di n—iche m—arie ¢’
ancora un covariante di indice g di n—iche m—arie;

- il prodotto di due covarianti di indice g; e g di n—iche m—arie e’ ancora
un covariante, di indice g; + g2, di n—iche m—arie.

Esempio. Il polinomio

F(Ao,.. ApX.Y) =Y (”) A, XY
1

=0

e’ un covariante di indice 0 delle n—iche binarie, in quanto per definizione si

ha . .
N\ in—i _ L W R
5 (=3 (s
=0 1=0
per ogni ...; ha grado 1 e ordine n. Questo fatto vale per ogni quantica;

classicamente si esprimeva dicendo che ”"ogni quantica e’ covariante di se’
stessa.”

Esempio. Il polinomio Hessiano

H(f;x)
e’ un covariante di indice 2 delle n—iche m—arie; ha grado m e ordine m(n —

2).

1.2.4 Relazione fra grado, ordine e indice di un covari-
ante

Sia I(Ag, ..., A,, X,Y) un covariante delle n—iche binarie, di indice g, grado
d e ordine t. Per ciascuna data sostituzione del tipo x = A\Z, y = Ay, con
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A € K, per ciascuna n—ica binaria f(x,y) si ha

f@y) = f(x,y) = f(AT, Ag) = A" [(Z,7)

da cui@; = A\"a; perognii = 0,...,n. Dauna parte, essendo I(Ay, ..., A,, X,Y)
un polinomio di grado d e ordine ¢, si ha

(@, ..., 0.;7,7) = I(\"ag, ..., \"an; X'z, A\ Hy) = A" (ag, . .., an; 7, y)
Dall’altra, essendo (Ao, ..., A, X,Y) un covariante di indice g si ha si ha
(@, ..., 0.7, 7) = ()1 (ag, . .., an;T,7y).

Dunque si ha la relazione
nd —t = 2g.

1.2.5 Covarianti congiunti

Piu’ in generale, possiamo considerare sequenze di quantiche m—arie di dati
gradi ny,ne, ...; per ciascuna data sostituzione lineare nonsingolare c¢ della
m—pla di variabili z in funzione di una m—pla di variabili 7, a ciascuna
sequenza f1, fa,... di quantiche m—arie di gradi nq,ns, ... corrisponde una
sequenza f,, f,,... di quantiche m—arie di gradi n;,ns,...; una funzione
polinomiale I di una sequenza di quantiche m—arie di dati gradi ny,ns,... e
delle variabili si dice covariante congiunto di indice g (intero non negativo)
se e solo se

I(f1, fy--3@) = det(0)I(fr, fo, - -5 2),

per ogni fi, fa,...,x ed ogni c.

1.2.6 Esercizio

Utilizzando il fatto che ogni quantica e’ covariante di se’ stessa, cioe’ f(T) =
f(x) per ogni ..., ed utilizzando I'espansione di Taylor

flo+y) = (&) + grad(f,2) -y + Sy H(f.x)y+ ...

si mostri che I'Hessiano H(f,x) = det H(f,z) ¢’ un covariante di indice 2.



Chapter 2

Rifondazione ed ampliamento
del discorso

2.1 1III lezione

2.1.1 Invarianti relativi e assoluti di un gruppo

In questa lezione ampliamo il discorso e lo riformuliamo in termini piu’ mod-
erni, seguendo sostanzialmente l'impostazione data alla teoria negli anni
30 da H. Weyl; aggiungiamo alla bibliografia, come riferimento da tenere
d’occhio per I'inquadramento generale,

[W] H. Weyl, The classical groups; Princeton mathematical series,
1; Princeton: Princeton University Press, 1939, 1946

D’ora innanzi fino ad avviso contrario il riferimento principale sara’ [G].

Sia K un campo infinito; per brevita’, al posto di K—spazio vettoriale, ap-
plicazione K—lineare, K—algebra, ... diremo spazio vettoriale, applicazione
lineare, algebra, ... Sia W uno spazio vettoriale di dimensione finita n, e
sia K[X7, ..., X,] 'algebra dei polinomi in n indeterminate X7, ..., X,,. Una
funzione f : W — K si dice funzione polinomiale su W se e solo se esiste
una base ey, ..., e, di W ed esiste un polinomio p € K[Xj, ..., X,] tale che
flarer + -+ + ane,) = play, ..., a,) per ogni (ay,...,a,) € K" la locuzione
”esiste una base” puo’ essere equivalentemente sostituita dalla locuzione ”per
ogni base”. Si ha inoltre che tutti i polinomi che rappresentano una stessa
funzione polinomiale f hanno lo stesso grado, che viene dunque attribuito alla
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funzione f. L’insieme K[WW] delle funzioni polinomiali su W e’ una sottoalge-
bra dell’algebra delle funzioni da W a K, piu’ precisamente e’ la sottoalgebra
generata dai funzionali lineari. Per ogni base fissata di W c’e¢’ quasi per
definizione un epimorfismo

K[X1, ..., X,] = K[W];

essendo K un campo infinito, questo e’ in realta’ un isomorfismo. Da un
punto di vista piu’ intrinseco, ¢’e’ un isomorfismo

Sym[W*| — K[W].

Sia G un gruppo fissato. Uno spazio vettoriale W con un’operazione esterna
GXxW =W, (gw)w g-w,

compatibile con le strutture di G e W si dice G—spazio vettoriale. Una
funzione polinomiale f € K[W] si dice invariante relativo di peso x di W se
e solo se

flg-w)=x(g)f(w), YweW, geQG,

dove e’ un carattere di G in K, cioe’ un omomorfismo G — K*; se
) )
X = 1K e’ il carattere banale, cioe’ se

flg-w) = fw), YweW, ged,

allora f si dice invariante assoluto di W.

Si ha che

l'insieme K[W]% degli invarianti assoluti di W e’ una sottoalgebra di K[W];
-la chiusura additiva K[W]%" dellinsieme degli invarianti relativi di W e’ una
sottoalgebra di K[WW];

-K[W1¢ C K[W]%.

Fissato un gruppo G, ci si pone il problema di descrivere le algebre degli
invarianti (relativi) di tutti i G—moduli.

2.1.2 Quali gruppi e quali moduli consideriamo

Come campo K, consideriamo un campo di caratteristica zero - avendo cura
di mettere in evidenza i punti del nostro discorso nei quali si usa questa
ipotesi.
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Come gruppo G, siamo interessati ai gruppi generali lineari GL,,(K) e ai
gruppi speciali lineari SL,,(K) - la teoria per questi due tipi di gruppi e’
sostanzialmente la stessa. I gruppi speciali lineari SL,, (K), speciali ortogonali
SO,,(K), simplettici Sp,,(K) sono detti gruppi classici; nel caso in cui K =
R, C, H sono gli esempi fondamentali di gruppi di Lie semisemplici.

Il gruppo G agisce per moltiplicazione sullo spazio V = K™ dei vettori
colonna: g -v = gv. Come moduli, siamo interessati ai G—moduli ottenuti a
partire da V' mediante le seguenti costruzioni naturali:

-passaggio al duale W*;

-somma diretta W & Z;

-prodotto tensoriale W ® Z;

-potenza simmetrica Sym[W],;

-potenza esterna A[W7,.

[ caratteri x : GL,,(K) — K* che effettivamente compaiono sono del tipo
x(g) = det(g)?, con p € Z.

Posto G = GL,,,(K) e G’ = SL,,,(K), per ciascuno di questi moduli si ha:
-ogni G—invariante relativo e’ anche un G'—invariante assoluto;

-ogni G’ —invariante assoluto e’ somma di G’'—invarianti omogenei;

-ogni G’ —invariante assoluto omogeneo e’ anche un G—invariante relativo.
Di conseguenza, per ciascuno di questi moduli W, l'algebra associata agli
invarianti relativi di G coincide con l'algebra degli invarianti assoluti di G” :

K[W]% = K[Ww]“".

2.1.3 Riformulazione delle definizioni date nelle lezioni
precedenti

Consideriamo il gruppo G = GL,,(K), e lo spazio vettoriale V' = K™ di
vettori colonna sul quale GG agisce per moltiplicazione g -v = gv, per ogni

L’insieme delle n—iche m—arie su K coincide con l'insieme K[V], =
Sym[V*],, delle funzioni polinomiali di grado n su V, che e’ uno spazio vetto-
riale con un’azione naturale di G definita da (g - f)(x) = f(g~' -z), per ogni
...; I'insieme delle coppie costituite da una n—ica m—aria e da una variabile
m—aria su K coincide con 'insieme K[V],, @ V' che e’ uno spazio vettoriale

con un’azione naturale di G definita da g -(f,x) = (¢ -f, g -x), per ogni ....

Un covariante di indice p (intero non negativo) di una n—ica m—aria e di
una variabile m—aria e’ una funzione polinomiale I € K[K[V], & V] che
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e’ un invariante relativo di GL,,(K), di peso x : GL,,(K) — K* dato da
x(g) = det(g)~?, cioe’ tale che

I(g-f,g-v)=det(g)"I(f,v),

per ogni g, f,v.

(Questa affermazione si puo’ motivare come segue. Un covariante di indice p
(intero non negativo) di una n—ica m—aria f e di una variabile m—aria z €’
una funzione polinomiale I(f, x) che soddisfa la condizione

I(f,7) = det(g)"1(f, ),

per ogni ¢ € GL,(K) ed ogni f,z ed f,Z legate dalle relazioni z = ¢Z

e f(T) = f(z); queste relazioni possono essere scritte come T = g 'z e

f(@) = (g7 - f)(@); dunque la condizione su I si puo’ riscrivere come

(g~ f.g "a) =det(g)’I(f,x), Vg,z,f;

e questa condizione e’ equivalente a quella affermata. )

Piu’ in generale, possiamo considerare covarianti di piu’ quantiche e di piu’
variabili, possiamo cioe’ considerare invarianti di G—moduli del tipo

(@K[V]m) eVeVe --aV.
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Chapter 3

Invarianti vettoriali

3.1 III lezione (continua)

3.1.1 Invarianti vettoriali

Consideriamo il gruppo G = SL,,(K), il G—modulo definitorio V' = K™, e
un G—modulo
V=VeVae---aoV (poolte).

Ciascun elemento di &PV e’ una sequenza (vy,vs, ..., v,) di p vettori v; € V,
e puo’ essere identificato con una matrice m x p in M,,«,(K); all’azione di G
su @V data da g -(v1,...,v,) = (g -v1,...,9 -vp), corrisponde 'azione per
moltiplicazione di G su M, (K).

L’algebra K[@PV] delle funzioni polinomiali su &PV puo’ essere identifi-
cata con l'algebra K[M,,,(K)] delle funzioni polinomiali su M,,,(K), che
e’ generata dall'insieme dei funzionali x;; : M,,»,(K) — K che leggono le
componenti delle matrici; a sua volta, quest’algebra puo’ essere identifi-
cata con 'algebra dei polinomi K[X;;]. Gli invarianti assoluti del G—modulo
@PV = M,,x,(K) sono detti invarianti vettoriali di G; interessa essenzial-
mente il caso p > m ed e’ pure naturale prendere p = +o0.

Per ogni sequenza (1 <)j; < jo < ... < jnu(< p) di m indici di colonna,
consideriamo la funzione polinomiale

(71, J2, s Jm] : PV = K| (v1,09,...,0,) — det(vj,, vy, ..., V), ),
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ed osserviamo che e’ un invariante assoluto:

g(v1,...,v) = (guv1,. .., gv,) — det(gvj,, ..., gv;,.)
=det (g(vy,, ..., v;,)) = det(g) det(vj,, ..., v;,) = det(vj,, ..., vj,).

Queste funzioni polinomiali vengono dette brackets; come vedremo, sono gli
invarianti vettoriali fondamentali.

Esercizio. Si descriva l'algebra degli invarianti K[@PV] per ciascun p < m.
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3.2 Lezione 1V, V

3.2.1 Irrilevanza delle disuguaglianze algebriche

Sia K un campo infinito. Se f € K[X] e’ un polinomio nell’indeterminata X
su K, tale che f(z) = 0 per ogni x € K tranne al piu’ un numero finito di
valori di z, allora f(x) = 0 per ogni € K, e f = 0 in K[X]. Piu’ in generale,
si ha

Principle 1 (Irrilevanza delle disuguaglianze algebriche (H. Weyl)). Sia K
un campo infinito, e siano P, Ry, ..., R, € K[Xy,...,X,], con Ry,..., R, #
0; se

P(zy,...,2,) =0 Y(x1,...,2,) € K" t.c.
Ri(x1,...,2,) #0,..., Rp(x1, ..., 2,) #0,

allora P(xz1,...,2,) =0V (xy,...,2,) € K" e
P=0 in K[X,,..., X
Dunque, per ogni P,Q, Ry,..., R, € K[X;,...,X,] con Ry,...,R,, # 0, se

P(xy,...,x,) = Q(x1,...,2,) Y(x1,...,2,) €K" t.c.
Ri(zy,...,2,) #0,..., Rp(xy,...,2,) #0,

allora P(z1,...,2,) = Q(x1,...,2,) Y(21,...,2,) € K" e

P=Q in K[Xi,..., X,

3.2.2 Terminologia

Sia G un gruppo e sia W un G—modulo; 'azione di G su W induce una
relazione d’equivalenza su W, data da v ~¢ u se e solo se esiste g € G tale
che v = g -u; indichiamo 'insieme quoziente di W rispetto a questa relazione
d’equivalenza, cioe’ I'insieme delle orbite G -u = {g-u; g € G}, (u € W), con
W/G. Una funzione polinomiale f € K[W] e’ un invariante assoluto rispetto
a G se e solo se f e’ compatibile con la relazione d’equivalenza ~¢ se e solo
se f €’ costante sulle G—orbite.
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3.2.3 Orbite di sequenze di vettori, o matrici.

Sia v = (v1,...,vp) la matrice m x p avente per colonne i p vettori v; €
K™. Possiamo descrivere in modo intrinseco la sequenza (vy, va, ..., v,) come
segue. La sequenza inizia con qualche vettore nullo fino a che si ha un primo
vettore v;, # 0, poi prosegue con qualche vettore che e’ multiplo scalare di
vj, fino a che si ha un primo vettore v;, che non ¢’ multiplo scalare di v;,, poi
prosegue con qualche vettore che e’ combinazione lineare di v;, e vj, fino a che
si ha un primo vettore v;, che non e’ combinazione lineare di v, , v;,, poi ...
(per semplicita’, qui il termine ”qualche” puo’ significare anche ”nessuno”).
Siano vj,,vj,,...,v;, 1 vettori cosi’ evidenziati; chiaramente, r e’ il rango
dell’insieme dei vettori dati.

Agendo su ciascun vettore della sequenza (vq,vs,...,v,) con una matrice
g € GL,,, possiamo trasformare v;,,vj,,...,v;, nei primi r vettori della base
canonica eq, es, .. ., €,; la nuova sequenza (wq, ws, ..., w,) cosi’ ottenuta e’ la
sequenza delle colonne una matrice del tipo

0 01 %« ... x 0 x . * 0 =%
0 00 ... 01 % . * 0 %
0 0 0 . 0 1 =
0 0 0

Una matrice di questo tipo si dice matrice a scala ridotta; possiamo dunque
dire che ciascuna orbita di una matrice m x p rispetto a GL,, contiene una
matrice a scala ridotta; chiaramente tale matrice e’ unica. Le matrici m X p a
scala ridotta si possono riguardare come forme canoniche delle matrici m x p
sotto 'azione di GL,,.

Osserviamo che, se le prime m colonne di una matrice sono linearmente
indipendenti, allora la sua forma canonica e’ data da una matrice del tipo

1 0 =*
0 1 *
Osserviamo infine che due matrici v = (vy,...,v,) e w = (wy,...,w,) di

rango m stanno nella stessa orbita rispetto a GL,, se e solo se le famiglie
dei minori di ordine m delle due matrici sono fra loro proporzionali; in altri
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termini, esiste una costante p # 0 tale che per ogni sequenza ji, ..., j, di
interi distinti fra 1 e p, si ha

det(vj,,...,v;,) = pdet(w;,, ..., w;,).

Descriviamo ora 1’analogo processo per SL,,. Se r < m, agendo su ciascun
vettore della sequenza (vq,vs,...,v,) con una matrice g € SL,,, possiamo
ancora trasformare vj ,vj,,...,v; nei primi r vettori della base canonica
e1, €, ..., e;ser =m,agendo su ciascun vettore della sequenza (vq, va, . .., vp)
con una matrice g € SL,,, possiamo trasformare la sequenza v;,,vj,, ..., v;
nella sequenza eq, ..., e, _1, be,,, dove

m

b = det(vj,,vj,,...,0j,).

La nuova sequenza di vettori (wy,ws, ..., w,) cosi’ ottenuta e’ la sequenza
delle colonne di un tipo di matrice che si dice matrice a scala quasi ridotta;
possiamo dunque dire che ciascuna orbita di matrici m X p rispetto a SL,,
contiene una matrice a scala quasi ridotta; chiaramente tale matrice e’ unica.
Le matrici m X p a scala quasi ridotta si possono dunque riguardare come
forme canoniche delle matrici m x p sotto ’azione di SL,,.

Osserviamo che, se le prime m colonne di una matrice sono linearmente
indipendenti, allora la sua forma canonica e’ data da una matrice del tipo

1 0 =*

0 b x
dove b = det(vq, ..., vp).
Osserviamo infine che due matrici v = (vy,...,v,) e w = (wy,...,w,) di
rango m stanno nella stessa orbita rispetto a SL,, se e solo se hanno la stessa
famiglia dei minori di ordine m; in altri termini, per ogni sequenza jy, ..., jm

di interi distinti fra 1 e p, si ha

det(vy,,...,v;,) = det(w;,, ..., w;, ).

3.2.4 SL,,—invarianti di p < m vettori.

Consideriamo il gruppo G = SL,,, lo spazio vettoriale V,,, = K™, e il G—modulo
DPV, = Mypscp-
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-Consideriamo il caso p < m. Osserviamo che tutte le matrici v = (vq,...,v,)
di rango massimo p hanno la stessa forma canonica e = (eq,...,e,), dove gli
ej sono i primi p vettori della base canonica di V;,; in particolare, cio’ vale
per le matrici v tali che il minore @ (v) delle prime p righe sia non nullo.
Sia ora F' € K[M,,x,] un G—invariante assoluto e sia F(e) = c il valore
assunto da F' sulla matrice e; si ha che

F(v) =¢, Yo € My, tc. Q(v) #0.

Per il principio di irrilevanza delle disuguaglianze algebriche, si ha dunque
F(v) = ¢ per ogni v € M,,,. Dunque in questo caso si ha

K[My5p)¢ =~ K.

-Consideriamo il caso p = m. Osserviamo che ciascuna matrice v = (vy, ..., V)
nonsingolare ha una forma canonica data da

1 0

e(v) = .
0 det(v)

Sia ora ' € K[M,, %] un G—invariante assoluto; per ogni matrice v € M«
si ha che

F(v) = F(e(v)), Vv € Myysm t.c. det(v) # 0.

Essendo tutti gli elementi di e(v) costanti tranne det(v), e per il principio di
irrilevanza delle disuguaglianze algebriche si ha

F(e(v)) = (polinomio in det)(v), Vv € Myxm
Dunque in questo caso si ha

K[Mpnxm]® ~ K[det].

Esercizio Ragionando come sopra, cosa si puo’ arrivare ad affermare nel
caso p > m?
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3.2.5 1 e Il Teorema fondamentale

Consideriamo il gruppo G = SL,,, lo spazio vettoriale V,,, = K™, e il G—modulo
DPV,, = My, xp. Ricordiamo che la funzione polinomiale che ad ogni matrice
m X p (con p > m) associa il determinante dellla sottomatrice m x m ot-
tenuta accostando le colonne j;—ma, jo—ma, ..., j,—ma (m colonne dis-
tinte, non necessariamente in ordine) viene detta bracket e viene indicata
con [ji, ..., Jm); in altri termini, per ogni matrice v = (vy,...,v,) si ha

[jla cee ajm](v) = det(vjlv cee 7U,jm)'

Abbiamo visto che le bracket sono SL,,—invarianti.

I1 T teorema fondamentale afferma che le bracket sono un sistema (finito) di
generatori d’algebra per l'algebra degli invarianti, e il II teorema fondamen-
tale fornisce tutte le relazioni algebriche fra le bracket.

La versione classica di questi teoremi e’ nel caso di campi di caratteristica
zero. Negli anni ’50 Igusa estese questi teoremi ai campi infiniti, dal punto di
vista della geometria algebrica, e negli anni 70 Rota e collaboratori diedero
una dimostrazione di questi teoremi stabilendo l'algoritmo di straightening,
che fornisce una base lineare sugli interi adeguata agli aspetti rappresen-
tazionistici e invariantistici dell’anello Z[.X;;] dei polinomi a coeflicienti interi
negli elementi di una matrice generica. Per una discussione ampia e appro-
fondita di tutti questi aspetti cfr. [G]. Di seguito riportiamo gli enunciati di
questi due teoremi. Piu’ avanti daremo una dimostrazione.

Theorem 1 (I Teorema Fondamentale). Sia K un campo infinito. L’algebra
K[@PV,,|5E degli SL,,—invarianti di p vettori in dimensione m e’ generata,
come algebra, dalle bracket [ji, ..., jm], associate alle m—ple ji,...,Jm di
intert distinti compresi fra 1 e p.

Sia S I'algebra dei polinomi nelle variabili {ji,...,jn} associate ad m—ple
J1s- -, Jm di interi distinti compresi fra 1 e p, e sia

¢ S — K@V,
il morfismo d’algebra tale che

gb{]hv]m} = [jlﬂ"'7jm]7
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per ogni jy, ..., jm soggette alle condizioni dovute. Il I teorema fondamentale
afferma che questo morfismo e’ suriettivo. Il II teorema fondamentale fornisce
un sistema di generatori d’ideale per il nucleo Kero.

Le bracket soddisfano delle relazioni che derivano direttamente dagli sviluppi
di Laplace dei determinanti, o equivalentemente dalla regola di Cramer per
la soluzione di sistemi nonsingolari. Nel seguito, per abuso di notazione,
usiamo il simbolo di bracket per indicare il determinante di una sequenza di
m vettori in V,,.

La regola di Cramer si puo’ esprimere nel modo seguente. Siano uq, ..., U,
m vettori in V,,, con [uq, ..., uy,] # 0; allora ciascun vettore w € V,,, si puo’
scrivere in uno ed un solo modo come

_m o fug, e w, Uy o .
w = Zriui, dove 1; = . (w in i — ma posizione).
- (U, ey Uy
Dunque si ha
m m
B (U, W, e Uy ., B
w= Z wi,  cio€ [ug, ... Uplw = Z[ul, e Wy U |
1 [ula '~>um] 1
Dunque, per ogni uy, . . ., U, € V;, taliche [us, ..., u,] # 0ed ogni w,w,, ..., w, €
V., si ha 'uguaglianza fra bracket
m
[y« U] [w, we, . .. W] :Z[ul,...,w,...,um][ui,wg,...,wm].

1

Per il principio di irrilevanza delle disuguaglianze algebriche, questa uguaglianza
vale sempre.

( 11 fatto che, sotto la condizione [uq, . .., u,] # 0, I'unica possibile soluzione
dell’equazione vettoriale w = 1" r;u; nelle incognite scalari r; sia data dalle
espressioni della regola di Cramer deriva direttamente dalle proprieta’ di
multilinearita’ e alternanza della bracket. Infatti, I'uguaglianza fra vettori
w = Y7 ru; implica 'uguaglianza fra scalari

m

m
(W, ug, ..., uy) = [Zriui,u% T T e Zri[ui,u% e U] = TrUr, Ugy e Uy
1 1

dalla quale si ottiene 'espressione di ri; in modo analogo si ottengono le
espressioni degli altri scalari ;. )
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Theorem 2 (II teorema fondamentale; I). Sia K un campo di caratter-
istica. 0. Il nucleo dell’epimorfismo ¢ : S — K[®PV,,]5 indotto dalle
Ity s dmt =1, -+, Jml, € generato, come ideale, dagli elementi del tipo

{i, o im} = ()o@ -+ o(m) }

{iteeeoim it = S it simHin Jos
h=1

dove: per gli elementi del primo tipo, o varia fra le permutaziont di 1, ..., m;
per gli elementi del secondo tipo, le sequenze i1,...,%m € J1, ..., Jm VATIANO0
fra le sequenze di m interi distinti compresi fra 1 e p.

Gli elementi del secondo tipo possono essere riscritti nella forma

Z(_)U{ja(2)7jo(3)a cee aja(erl)}{jU(l)v h27 R hm}

(e

dove la somma e’ estesa a tutte le permutazioni o dell’insieme degli interi da
1 am+ 1, soggette alla condizione 0(2) < 0(3) < ... <o(m+1).

Theorem 3 (II teorema fondamentale; II). Sia K un campo infinito. Il
nucleo dell’epimorfismo ¢ : S — K[®PV,,|5Y indotto dalle ¢{j1,...,5m} =
(71, -+, Jm], € generato, come ideale, dagli elementi del tipo

{ih ce 7im} - (_)U{'éa(l)v o aio(m)}
Z(_)U{ilv SR ;Z‘t—lyja(t+1)7 s 7ja(m+1)}{j0’(1)7 s 7ja(t)7 ht+17 R hm}7

g

dove: per gli elementi del primo tipo, o varia fra le permutaziont di 1, ..., m;
per gli elementi del secondo tipo, ciascun elemento e’ parametrizzato da un
intero t fra 1 ed m e tre sequenze J1,J2, - Jmats U1y -5 b—15 Npits oy Pom,

K

ciascuna di interi distinti fra 1 e p; per ciascun elemento, la sommatoria e
estesa a tutte le permutazioni o degli interi da 1 a m + 1 tali che o(1) <
o<ot)eo(t+1)<...<a(m+1).

3.2.6 Relazione con le varieta’ Grassmanniane, cenni

Sia V,, uno spazio vettoriale di dimensione p (i cui vettori pensiamo come
vettori riga). Siamo interessati a descrivere I'insieme L,,(V,) dei sottospazi
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di V, aventi una data dimensione m. Possiamo costruire ciascuno di questi

/

sottospazi prendendo m vettori riga a},al,...,a, linearmente indipendenti
in V, e considerando la loro chiusura lineare (a}, aj, ..., al,). In altri termini,

7' m

indicato con My ., I'insieme delle matrici di tipo m X p e rango m, si ha una

funzione suriettiva

R:M°

mxp

= Lin (V)

che ad ogni matrice A associa il sottospazio R(A) generato dalle righe di A.
Osserviamo che

R(B)=R(A) sse 3P e€GL,: B=PA.

Ora, lo spazio vettoriale M,,,, ¢’ un GL,,—modulo, proprio rispetto all’azione
data dalla moltiplicazione (a sinistra) di matrici, e il sottinsieme My . e’
mutato in se’ da questa azione. Possiamo allora dire che R(B) = R(A) se e
solo se B ed A stanno nella stessa orbita rispetto a questa azione. Dunque

si ha una biiezione
M/ CLiy = L (V).

Ora, tutte le bracket [ji,. .., Jm] sono invarianti relativi di M,,x, rispetto a
GL,,, aventi tutte lo stesso peso GL,, — K* dato da g — det(g); il complesso
delle bracket definisce una funzione

mep — V(P> -0
m
cui corrisponde una iniezione

M2, /GLy, — Ly (V<p)> .

m

L’immagine di questa iniezione e’ I'insieme delle soluzioni del sistema delle
equazioni quadratiche

m

h=1

Questo fatto si esprime dicendo che I'insieme dei sottospazi proiettivi di di-
mensione m — 1 in uno spazio proiettivo di dimensione p — 1 ¢’ la varieta’
dello spazio proiettivo di dimensione ( b ) — 1 data dalle soluzioni del sistema
delle equazioni di sopra. Queste varieta’ si chiamano Grassmanniane e le
equazioni dei sistemi si chiamano relazioni Pluckeriane.
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Chapter 4

Azioni di SL e sl

4.1 Lezione VI

4.1.1 Azioni di SL e sl

Theorem 4. Sia K un campo di caratteristica 0 e siano:

- G il gruppo SL,,(K);

- g lalgebra di Lie corrispondente, cioe’ sl,,(K);

-V lo spazio vettoriale K™ con l’azione solita di G e g;

- W uno spazio vettoriale costruito a partire da V' mediante le operazioni di
passaggio al duale, somma diretta, potenza tensoriale, potenza simmetrica,
potenza esterna, con l’azione naturale di G e g indotta dalle azioni su 'V, e
siano

R:G— GL(W), p:g—gl(W),

le corrispondenti rappresentazioni.

Allora la sottoalgebra di End(W) generata da R(G) (cioe’ la chiusura
lineare di R(G)) coincide con la sottoalgebra di End(W) generata da p(g)
(cioe’ la chiusura moltiplicativa di p(g)):

Di seguito diamo un’idea della dimostrazione, imitandoci alle costruzioni di
primo livello, e fra queste considerando solo le potenze tensoriali (1'asserto
nel caso di duali e somme dirette si tratta facilmente, e nel caso delle potenze
simmetriche e potenze esterne si deduce dal caso dei prodotti tensoriali). Sia
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dunque
W= V=V -V (poolte).

Di regola, indichiamo gli elementi del gruppo G con lettere maiuscole e gli
elementi della corrispondente algebra di Lie g con lettere minuscole.

Ciascun elemento A del gruppo G agisce su ®PV diagonalmente, cioe’ €’
rappresentato dall’operatore R(A) che sui tensori decomponibili e’ definito
da

R(A) (1 @va® - ®@vp) = Avy @ Avg ® -+ - ® Ay,

piu’ sinteticamente, si ha
RA=ARA®---® A.

Ciascun elemento a dell’algebra di Lie g agisce su ®”V per derivazione, cioe’
e’ rappresentato dall’operatore p(a) che sui tensori decomponibili e’ definito
da

pla) (1 @U@ - Qup) =av QU@+ QU + V1 ®av2 Q-+ Q Uy + - -
F U1 QU2 @+ Q) avp;
piu’ sinteticamente, si ha

pa)=a®I® - @I+I0e® - @I+ - +101®---®a.

Useremo i seguenti fatti sul gruppo e sull’algebra di Lie:
- Il gruppo SL,,(K) e’ generato dalle trasvezioni, cioe’ dalle matrici del tipo

ottenute al variare di ¢, j interi distinti compresi fra 1 e m e di A in K, dove
I ¢’ la matrice unita’ ed e;; e’ la matrice che ha 1 al posto (7, ) e 0 altrove.
Questo fatto segue quasi direttamente dall’algoritmo di Gauss-Jordan.

- L’algebra di Lie sl,,(K) e’ generata dalle matrici del tipo e;; ottenute al
variare di i, j interi distinti compresi fra 1 e m.

Siano ora 7, j due interi distinti fissati compresi fra 1 ed m. Si noti che
Eij(MNEij () = Eij(A + p),

dunque l'insieme degli elementi E;;(\) ottenuti al variare di A € K e’ un
sottogruppo di G, isomorfo al gruppo additivo di K.
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Per semplicita’, scriviamo E(A) al posto di E;;()), scriviamo e al posto di
e;;; dunque abbiamo E(\) = I+ e, con e? = 0. Proveremo che la chiusura
lineare del gruppo costituito dagli elementi R(F(\)) ottenuti al variare di
A € K coincide con la chiusura lineare dell’insieme delle prime p potenze
divise dell’elemento p(e), in simboli:

(R(E(N); A e K) = (I, p(e), p(;)Q’ e p(e)p>-

Di seguito indichiamo con [p] 'insieme {1,...,p} e per ogni insieme S in-
dichiamo con |S| la sua cardinalita’.

Da una parte, si ha

RI+Xe)=(I+X)@(I+Xe)®---@(I+ Xe)

SR ED ST
h=0

SClpl: [SI=h

dove per ogni sottinsieme S il termine Tg e’ 'operatore prodotto tensoriale
di p operatori su V : 'operatore e in ciascuna falda corrispondente ad un
elemento di S e 'operatore I nelle altre falde.

Dall’atra parte, per ogni h =0,1,2,... si ha

ple)=(e@l® - @1+Ige® @1+ - +I0le e

= A Z Ts

SChpl: |S]=h

dove per ogni sottinsieme S il termine Tg e’ 'operatore prodotto tensoriale
di p operatori su V : l'operatore e in ciascuna falda corrispondente ad un
elemento di S e I'operatore I nelle altre falde. In particolare p(e)? = 0 per
h > p.

Dunque per ogni A € K si ha

- h P(e)h S h P(e)h Mo(e)
R(E(N)=>_ A - => A =,
h=0 ) h=0 '

dove 'ultimo termine e’ I’esponenziale formale dell’operatore nilpotente p(e)
(con un incidente di notazione fra base ed esponente che non dovrebbe creare
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problemi). Cio’ implica I'inclusione
p(e)’ ple)’y
20 77777 pl

Per provare l'inclusione inversa si considerano le uguaglianze di sopra per
p + 1 scalari distinti Mg, Ai, ..., A, :

(R(E(A)); A e K) C (I p(e),

h
6‘) . i=0,1,....p.

- n Pl
RUEN) =30 A 5

Si hanno cosi’ espressioni lineari dei p+ 1 operatori R(F(\y,)) in funzione dei
p(e)”

p + 1 operatori &5—, con matrice dei coefficienti la matrice di Vandermonde
L X A2 ... N
L A A2 0N
2
LA A o0 A
che e’ nonsingolare in quanto i \; sono a due a due distinti. Dunque si hanno
h
pure espressioni lineari dei p+ 1 operatori % in funzione dei p+ 1 operatori
R(E(An))-

Remark 1. Sia t un tensore in QPV'; per quanto visto sopra, per ogni t,)
intert distinti fra 1 ed m ed ogni A € K si ha
_ 2 pley)’
R(E;(N)(t) =t + Apleig)(t) + A7 == () + -+

Osserviamo che, se p(e;;)(t) = 0, allora per ogni A € K si ha R(E;;(N))(t) =
t; essendo K un campo infinito, vale pure il viceversa. Di piu’, essendo
Uinsieme degli E;;(\) un sistema di generatori del gruppo G = SL,,(K) ed
essendo l'insieme degli e;; un sistema di generatori dell’agebra di Lie g =

s, (K), si ha
R(A)(t) =t VAe G sse p(a)(t)=0 Vaeg.

Esercizio. Sia K un campo di caratteristica 0 e sia V' = K™. Si consideri una
matrice m x m nilpotente a, e il suo esponenziale A = ZZ:(’) “h—,: = e%. Siano
pla) =31 1® - ®a®]l®-- @1 'operatore indotto per derivazione dalla
matrice a sul prodotto tensoriale @V, e R(A) = AQ A®---® A l'operatore
indotto diagonalmente dalla matrice A sul prodotto tensoriale @PV. E’ vero

che p(a) €’ nilpotente, e che il suo esponenziale ¢’ R(A)?
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4.1.2 Elementi invarianti per SL ed elementi annullati
da e sl

Consideriamo un gruppo G, un G—spazio vettoriale W, e una funzione poli-
nomiale F' € K[W]. Abbiamo definito F' un G—invariante se

F(A-w)=w, VAeGuweW,

cio’ equivale a

FA™7'  w)=w, VYAeGweW,

che a sua volta equivale a
A-F=F VYAegG.

In altri termini, si ha che una funzione polinomiale su W e’ invariante rispetto
all’azione di G su W se e solo se tale funzione come elemento del spazio
vettoriale K[W] e’ fissato dall’azione di G su K[W]. Dalle considerazioni del
punto precedente si puo’ dedurre la seguente

Proposition 1. Consideriamo: il gruppo G = SL,,,(K) e la sua algebra di
Lie g = s1,,(K) con le loro azioni usuali su V- =K"™, uno spazio W ottenuto
da V' mediante le operazioni dell’algebra multilineare con le aziont naturali
di G e g, e una funzione polinomiale F' € K[W]. Sono equivalenti le sequenti
affermazioni:

1- F ¢’ fissato dall’azione del gruppo G su K[W] :

A-F=F, VAegG;
2- F ¢’ fissato dall’azione delle trasvezioni:
Eij;j\)-F=F, VYijconi#j, VAeK;
3- F e’ annullato dall’azione dell’algebra di Lie g su K[W] :
a-F=0, Vaeg.
4- F e’ annullato dall’azione delle matrici elementari non diagonali:

eij- =0, Vi,jconi#j.
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Chapter 5

Covarianti di tensori simmetrici

5.1 Lezione VII

5.1.1 Da K[@V,,] come sl,,—modulo sinistro a K[L|P,,]
come sl,,—modulo destro.

Consideriamo un’algebra di Lie g, uno spazio vettoriale V' e il suo spazio vet-
toriale duale V*. A ciascuna azione sinistra g x V' — V corrisponde un’azione
destra V* x g — V*, data da

(p-a)(v) =pla-v), VYaecgpeVi,veV

Consideriamo ora ’azione sinistra naturale di s[(V') su V, e la corrispondente
azione destra di s[(V') su V*. Siaey,...,e, una base di V esiaey,..., e, la
base duale di V*, dove ¢; e’ la funzione coordinata i—ma:

52‘(6]‘):(51‘]‘, VZ,j:]_,,m

Sia ora a € sl(V); se 'azione sinistra di a sui vettori della base degli e di V/
e’ data da

m
a-ea:Zafgaelg, Va=1,...,m,
1

allora ’azione destra di a sui vettori della base degli € di V* e’ data da

m

5a-a:Zaa555, Va=1,...,m;
1
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in altri termini: la matrice che rappresenta ’azione destra di a su V* rispetto
alla base degli ¢ €’ la trasposta della matrice che rappresenta l’azione sinistra
di a su V rispetto alla base degli e. In particolare, per ciascun operatore e;;
(i, 7 interi distinti fra 1 ed m) con

61‘]"6&:6]'0[61', Vozzl,...,m,

(rappresentato dalla matrice elementare avente 1 nella posizione (i,7) e 0
altrove) si ha
ga'eijzéaieja Vozzl,...,m.

Consideriamo lo spazio vettoriale W = @V i cui elementi sono successioni
(v1,v9,...) di vettori v; € V| con I'azione sinistra naturale di sl,, (V") data da

a-(vy,v9,...) = (a-vy,a-vq,...),

e lo spazio vettoriale duale W* ~ @{>V* i cui elementi sono successioni
(1, p2,...) di funzionali ¢; € V* con l'azione destra naturale di sl,,(V)
data da

(9017()027"‘) a4 = (901 " a4, P2 ‘(I,...)-
Per brevita’, indichiamo con (h|a) la funzione coordinata a—ma sulla copia
h—ma di V, poniamo cioe’
(hla) =(0,...,0,€4,0,...), (€4 all’h-mo posto);
I’azione delle matrici elementari su questi elementi e’ data da

(hlav) - €;; = 0qi(R|7).

Consideriamo 'algebra
K[W] ~ Sym[W*]

delle funzioni polinomiali di un’infinita’ numerabile di copie dello spazio vet-
toriale V, con l'azione destra naturale di sl,, (V') ottenuta estendendo per
derivazione l'azione destra di sl,, (V) su W*. Quest’algebra e’ generata dai
funzionali algebricamente indipendenti (h|a) (dove h varia fra gli interi posi-
tivi ed « fra gli interi da 1 ad m): 1'azione destra si sl,,,(V') ¢’ completamente
individuata dall’azione delle matrici elementari sui generatori:

(ha) - €ij = dai(h]]).
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Abbiamo cosi’ un isomorfismo di sl,,,—moduli destri
K[W] ~ Sym|[W*| ~ K[L|P,.],

con 'algebra letterplace K[L|P,,], dove L = Z* ¢’ I'insieme degli interi pos-
titivi, e Py, € linsieme {1,2,...,m}. L’azione destra di sl,, su K[L|P,,] €’
data rappresentando le matrici elementari come polarizzazioni destre

(hla) - €55 = (hla) D = dai(hlj), V...

Esempio. A ciascuna bracket [hy,...,h,] in K[®]>V] corrisponde un
biprodotto (hy---hpy|l---m) in K[L|P,]; al fatto che le bracket sono fis-
sate dall’azione del gruppo SL,, corrisponde il fatto che i biprodotti sono
annullati dall’azione dell’algebra di Lie sl,,, cioe’ dalle polarizzazioni destre.
Infatti per ogni i,j € P, con i # j si ha

(hy- ho|l--om) D = (hy-- hp|le-j-j---m)=0.

5.1.2 K|[Sym,[V,;]] come sl,,—modulo destro.

Siano come sopra V,, = V e V* uno spazio vettoriale di dimensione m e il
suo duale, e e1,...,¢e, ed €1,...,,, una base di V' e la base di V* data dalle
funzioni coordinate. Concretamente (e un poco informalmente), I'algebra
simmetrica Sym[V] di V e’ lalgebra commutativa generata dai vettori di V,
soggetti alle relazioni di (bi)linearita’

u(Av + pw) = Auv + puw, (u,v,w eV, A\, u € K);

gli elementi di quest’algebra si dicono ”tensori simmetrici”. I prodotti vy - - - v,
di un dato numero n di vettori v; € V' generano un sottospazio Sym,,[V], i
cui elementi si dicono ”tensori simmetrici omogenei di grado n”.

Alla base di V' data dagli ey, ..., e, corrisponde la base di Sym|[V,,] data
dai monomi 6}1” e efnm (hi, ..., hy interi non negativi); per ogni intero non
negativo n, i monomi di questo tipo aventi grado n (cioe’ tali che hy +
-+ + hy, = n) formano una base di Sym,[V]. Scriviamo il generico tensore
omogeneo di grado n su V' nella forma

|
— n. hl hm
t= Z hyl--- hm[th1~~hmel Em

30



ed indichiamo con ¢y, 5, 1 funzionali dati da

m

Enrohm () = thyo s V...

(in altri termini, in Sym, [V] consideriamo la base dei monomi normalizzati
! . . . .

ﬁe’fl -«-elm ed indichiamo con &y, 5, la base di Sym,[V]* data dalle

corrispondenti funzioni coordinate). L’azione sinistra di sl,,, su V' induce per

derivazione un’azione sinistra su Sym,,[V] che a sua volta induce un’azione

destra su Sym,,[V]*, che risulta essere data da

€ay..am " Cij = Oéigoq...aifl...aﬁrl...ama V...

Consideriamo infine I’algebra
K[Sym,[V]] >~ Sym[Sym,,[V]']

delle funzioni polinomiali di un tensore omogeneo di grado n su V; su quest’algebra
c’e’ un’azione destra naturale di sl,,,(V), ottenuta estendendo per derivazione
I'azione destra di sl,, (V') su Sym,,[V]*. Quest’algebra e’ generata dai funzion-

ali algebricamente indipendenti €4, _,,, (dove aq, ..., a,, varia fra le sequenze

di m interi non negativi tali che a; + - - - o, = n): 'azione destra si sl,,, (V)

e’ completamente individuata dall’azione delle matrici elementari sui gener-
atori:

€a1...am : 6ij = Oéigal...aifl...awry..am7 v .

Esempio. Consideriamo uno spazio vettoriale V' di dimensione 2, con una
base ey, €9, e la potenza simmetrica Sym,,[V]; la scrittura di un tensore omo-
geneo di grado n su V rispetto alla base monomiale normalizzata di Sym,,[V/]
corrispondente alla base di V' ¢’

n! o
t = ZJ;” Tj!tijezleé
ed i corrispondenti funzionali coordinati ;; sono dati da
gij(t) = tij, V...
Il discriminante di un tensore simmetrico quadratico

t = toge; + 211169 + tooes;
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A(t) = 12, — taotos, Vit
cosi’
A = 8%1 — £90€02-

Al fatto che A e’ fissato dall’azione di SLs, corrisponde il fatto che A ¢’
annullato dall’azione di sly; e cio’ equivale al fatto che

A-em:(), A'621:0.
Verifichiamo la prima affermazione

A-ep= (5%1 - 520502) © €12
= (5%1) - e12 — (€20802) * €12
= 2e11 (€11 - €12) — (€20 - €12) €02 — €20 (€02 - €12)

= 2e11€02 — 211802 — €200 =0

5.1.3 L’operatore umbrale U, : K[L|P,] — K[Sym, [V,,]].

L’algebra degli invarianti di una o piu’ quantiche, equivalentemente di uno
o piu’ tensori simmetrici omogenei, si puo’ costruire a partire dall’algebra
degli invarianti di piu’ (per semplicita’, infiniti) vettori, mediante il metodo
simbolico; questo metodo era il ”cavallo di battaglia” degli invariantisti del
[XX secolo, qui lo presentiamo nella forma rigorosa data da G.-C. Rota e
collaboratori, in una prima forma per le forme binarie in [KR], e piu’ in
generale per piu’ tensori sia simmetrici che antisimmetrici in

[GRS] F. Grosshans, G.-C. Rota, J. Stein, Invariant Theory and Superalge-
bras, Amer. Math. Soc., Providence, RI, 1987.

trattazione che prendiamo ora fino ad avviso contrario come riferimento prin-
cipale. Per una discussione approfondita rimandiamo all’articolo di Grosshans

(G].

Definition 1. Siano K[L|P,,] e K[Sym,[V,,]] le algebre definite nei punti
precedenti, ey, ..., e, una base di V,, ed ep, p, (con hy + -+ hyp = n)
le corrispondenti funzioni coordinate su Sym,[V,,]. Definiamo un operatore
lineare

U=U,:K[L|P,] = K[Sym,[V,.]], @~ (U|Q),
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assegnando il suo valore sulla base dei monomi nelle variabili letterplace po-
nendo

k et k=
{Ul(a|)" - - (a|m)Fm) = Ekyoky €K1 n
0 seki+ -+ kn#n

(Ul(al1)" - - (alm)" (B[1)** - (blm)* - (c|1)™ -+ (c]m)'™) =
= (Ulal)" -~ (alm)"){UI(0[1)" - - (bJm)") - - (U(c[1)" - - (c|m)"™)

per a,b, ..., c lettere a due a due distinte. L’operatore U si dice "operatore
umbrale”.

Si ha che:

- ogni monomio nelle funzioni coordinate ¢,..., ¢’ immagine tramite I’operatore
umbrale di un monomio letterplace (infatti ciascuna occorrenza di una fun-
zione coordinata nel monomio e’ immagine di un monomio letterplace, anzi
di infiniti monomi letterplace, tanti quante sono le lettere in L, e basta al-
lora prendere questi monomi letterplace con lettere a due a due distinte, e
considerare il loro prodotto);

- l'operatore umbrale e’ equivariante rispetto all’azione destra delle matrici
elementari e;; per ogni ¢, j interi distinti fra 1 ed m (cio’ segue dal fatto che
(U|Q - e;;) = (U|Q) - ei; per ogni monomio letterplace Q).

Da cio’ segue la

Proposition 2. L’operatore umbrale U : K[L|P,,] — K[Sym,[V,,]] ¢” un
eptmorfismo di sl,,—moduli destri.

5.1.4 Completa riducibilita’
Ricordiamo il

Theorem 5 (Completa riducibilita’, Weyl). Sia K un campo di caratteristica
0, e g un’algebra di Lie semisemplice. Ogni g—modulo di dimensione finita
e’ semisemplice.

In particolare, indicato con g l'insieme dei tipi d’isomorfismo dei g—moduli
irriducibili, ogni g—modulo W si puo’ scrivere in uno ed un solo modo come

W = @)\EEW)U

33



dove W) ¢’ la componente isotipica di W di tipo A, cioe’ la somma di tutti i
sottomoduli di W irriducibili di tipo A; a sua volta ogni componente isotipica
W) si puo’ scrivere (in generale in piu’ modi) come somma diretta di sotto-
moduli irriducibili di tipo A.

Evidenziamo il fatto che ogni morfismo f : W — Z di g—moduli si
scompone lungo le componenti isotipiche, nel senso che

f(Wy) C Z,, VAEQ

(cio’ segue per il I lemma di Schur). In particolare, f €’ un epimorfismo se e
solo se f(Wy) = Z,, per ogni \ € .

5.1.5 1 teorema fondamentale

Dato uno spazio vettoriale V' di dimensione m su K, con 'azione sinistra
usuale di sl,,, consideriamo gli sl,,, —moduli destri di dimensione finita costru-
iti a partire da V' mediante le operazioni dell’algebra multilineare. Per ciascun
modulo W indichiamo con W*' il sottomodulo di W costituito dagli elementi
annullati dall’azione di sl,,,. Dalle considerazioni del punto precedente segue
che per ogni epimorfismo F : W — Z di sl,,—moduli si ha

F (W) =zt
Da queste considerazioni segue subito il
Theorem 6. Con le stesse notazioni di sopra, si ha:
U (K[L|Pn™) = K[Sym, [Vi,]]™;
equivalentemente:
U (KL Py ) = K[Sym, [Vi,]]*.

.. che a sua volta, per il I Teorema fondamentale degli invarianti vettoriali,
porge il

Theorem 7 (I Teorema Fondamentale). Con le stesse notazioni di sopra, si
ha: Ualgebra degli invarianti K[Sym,,[V;,]]°¥ e’ generata linearmente dalle
immagini umbrali (U|Q) dei prodotti

Q:[hb;hm][kl)akm]
di bracket in K[L|P,,).
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Esempio Consideriamo i tensori quadratici binari
t= 820(15)6% + 2511(t)61€2 + 802(t>6§.

Il discriminante A = 3, — £90€¢2 €’ 'immagine umbrale di [a, b]? (a, b lettere
distinte). Infatti

[a, b)* = (ab[12)* = ((a[1)(b]2) — (a2)(b]1))*
= (al1)*(b]2)* - 2(al1)(al2)(b]1)(b]2) + (al2)*(b]1)*
> E20802 — 262, + 02890 = —2A
Esempio Consideriamo i tensori cubici binari
t= 83()@)6:13 + 3521 (t)@%QQ + 3812(75)6163 + 803(t>6§.

La potenza [a, b]*> ha immagine umbrale I'invariante nullo, in quanto: da una
parte, per l'irrilevanza delle lettere, si ha

(Ulla,b]%) = (U|[b,al’);
dall’altra, per I’antisimmetria della bracket, si ha
(U, al®) = (Ul(~[a,8])*) = —(U][a, b]%).
Un invariante non banale ¢’ I'immagine umbrale del monomio
[a, 0 [a, €][b, d][c, d]?,

(a, b, c,d lettere distinte); si preferisce rappresentare questo monomio come
un tableau

0O O Q9 2 9
QL L0 oo
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5.2 VIII Lezione

5.2.1 Operatore umbrale, versione per gli invarianti
dei tensori simmetrici binari.

Consideriamo gli invarianti dei tensori simmetrici di un certo ordine n in
dimensione 2; il metodo simbolico puo’ essere riassunto come segue.

Sia V5 uno spazio vettoriale di dimensione 2, con base e, e5, con un’azione
sinistra di sly data da

Eij - €a =€, (dove (i,7) =(1,2) 0 (2,1) e a =1,2).

Consideriamo
- lo spazio vettoriale Sym,,[V2] potenza simmetrica n—ma di V3, con la base
n!

eftes?,  (con ag + as =n),

@1!@2!

e con 'azione sinistra di sl indotta per derivazione dall’azione sinistra di sl
su V5; lo spazio vettoriale duale Sym, [V5]* con la base €4, 4, (cOn a;+as = n)
duale della base di Sym, [V5], e con I'azione destra di sly indotta dall’azione
sinistra di sl su Sym,,[V3], esplicitamente data da

Eay,a “Eip = Q1€a;—1,a0+15 € Eajan” Eg = Q2€0; +1,a5—1;
- algebra
K[Sym,, [Va]] > Sym[Sym,,[V5]"],

con la base dei monomi nelle €,, o, € con l'azione destra di sl, indotta per
derivazione dall’azione destra di sly su Sym, [V5]*.

In questa notazione, il generico tensore simmetrico di ordine n su V; si scrive

n! b h
t= Z hl!hQ!EhIhQ(t) eptey”.

hi+ho=n

L’operatore umbrale associato e’ 'operatore lineare
Un: K[L|Py] = K[Sym,,[V3]], * = (Up|*)
dove:
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- K[L|P,] € l'algebra dei polinomi nelle variabili letterplace (a|a) (con a
variabile in un alfabeto infinito L e « variabile nell'insieme P, = {1,2}) e
con ’azione destra di sl indotta per derivazione dall’azione destra di sl, sulle
variabili letterplace data da

(ala) - Eij = dailalj),
cioe’ I'azione nella quale gli elementi E;; sono rappresentati dalle rispettive
polarizzazioni destre;
- U,, € definito sulla base dei monomi nelle variabili letterplace dalle con-
dizioni

0 altrimenti

) ) Ehihy S€ hy+he =n
(Unl(al1)™ (a]2)") = { ’ L

(Unl(al1)™ (a]2)" (1) (B]2)" - - ) =
(Unl(al1)™ (a]2)"=) (U] (BI1)" (B]2)"2) - - -,
per a,b, ... lettere a due a due distinte in L.

Il fatto cruciale provato nella lezione precedente e’ che U, e’ un epimorfismo
equivariante di slo—moduli destri; cio’ permette (per la semisemplicita’ di
sly) di trasportare per il I teorema fondamentale dagli invarianti di vettori
agli invarianti di tensori simmetrici:

I’algebra degli invarianti dei tensori di ordine n su V5 rispetto al
gruppo SLs (funzioni polinomiali dei coefficienti dei tensori fissate
dal gruppo), equivalentemente degli invarianti dei tensori di or-
dine n su V5 rispetto all’algebra di Lie sly (funzioni polinomiali dei
coefficienti dei tensori annullate dall’algebra di Lie), e’ generata
linearmente dalle immagini umbrali dei monomi nelle bracket:

K[Sym,, [V]]?"2 = K[Sym,, [Va]]* =
((U,|[abl[ed] . .. [gh]): a,b,... h € L).

5.2.2 Operatore umbrale, versione per gli invarianti
delle forme binarie.

Il metodo simbolico per gli invarianti delle forme binarie e’ sostanzialmente
identico al metodo simbolico per gli invarianti dei tensori simmetrici; in vista
dell’estensione dagli invarianti ai covarianti lo riformuliamo come segue.
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Sia V5 uno spazio vettoriale di dimensione 2, con base e, e5, con un’azione
destra di sl, data da

€a - Eij = 5041'6]'7 ((Z7]) = <1a2> 0 (27 1) ea= 172);

e sia V5" lo spazio vettoriale duale , con base duale ¢4, €5, con I’azione sinistra
di sl data da

Eij cEq = 5ja51-, ((Z,j) = (1,2) (6] (2, 1) e = 1,2)

Consideriamo
- lo spazio vettoriale K,,[V3] delle forme di grado n su V3, con la base

n!
a1 02 —
——¢1'ey’,  (con o + g = n),
[e5Rie%}

e con 'azione sinistra di sl, indotta per derivazione dall’azione sinistra di sl
su V5'; lo spazio vettoriale duale K,,[V5]* con la base €4, o, (con oy +as = n)
duale della base di K,[V3], e con azione destra di sly indotta dall’azione
sinistra di sly su K, [V5], esplicitamente data da

6041,012 : E12 = aleal—l,ag-‘rl) € eoq,ag : E21 = a26051+17042—1;

- l'algebra
K[Kn[Va]] 2 Sym[Kn[V5]'],

con la base dei monomi nelle e,, o, € con l'azione destra di sl; indotta per
derivazione dall’azione destra di sly su K, [V5]*.

In questa notazione, la generica forma di ordine n su V5 si scrive
n! b h
— 1 2
f - E ] '6h1h2<f) €1 &2
hylhs!
hi+ho=n
L’operatore umbrale associato e’ 'operatore lineare

U, : K[LIP) = K[K,[Va]], * = (Un]*)

dove:
- K[L|P,] ¢ l'algebra dei polinomi nelle variabili letterplace (ala) (con a
variabile in un alfabeto infinito L e « variabile nell'insieme P, = {1,2}) e
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con 'azione destra di sl; indotta per derivazione dall’azione destra di sl, sulle
variabili letterplace data da

(ale) - Eij = dailalg),

cioe’ I'azione nella quale gli elementi E;; sono rappresentati dalle rispettive
polarizzazioni destre;

- U,, € definito sulla base dei monomi nelle variabili letterplace dalle con-
dizioni

h h —
<Un|(&|1)hl(a|2)h2> _ {ehlhg se Ny + ho n

0 altrimenti

(Unl(al1)™ (a]2)" (1) (B]2)" - - ) =
(Unl(al1)™ (a]2)"2) (U] (BI1)" (B]2)"2) - - -,
per a,b,... lettere a due a due distinte in L.
Le proprieta’ dell’operatore umbrale per un tensore simmetrico in dimensione

2 si riflettono nelle proprieta’ dell’operatore umbrale per una forma binaria:

U, e un epimorfismo equivariante di sly—moduli destri; da cio’
segue che l'algebra degli invarianti delle forme di ordine n su V;
rispetto al gruppo SLs, o equivalentemente rispetto all’algebra
di Lie sly, €’ generata linearmente dalle immagini umbrali dei
monomi nelle bracket:

KK, [Va]]?* = K[Ka[Va]]™ =
((Uynl|[ab][cd] ... [gh]); a,b,...,h € L).

5.2.3 Operatore umbrale per i covarianti delle forme
binarie.

L’operatore umbrale per i covarianti di una forma di grado n su V;
n! hy _h
f= Z | '6h1h2(f) €1'€5”
hl.hg.
hi+ho=n
e di un vettore di V5

v =-¢e1(v) e; +€2(v) es.
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e’ I'operatore lineare
Un,: K[L — z|P] = KK, [Va] ® V3], = (Uy,|*)

dove:

- K[L — x| Ps] € Ialgebra dei polinomi nelle variabili letterplace (a|a) (con a
variabile in un alfabeto infinito L piu’ un simbolo z, e o variabile nell’insieme
P, = {1,2}) e con l'azione destra di sl indotta per derivazione dall’azione
destra di sly sulle variabili letterplace data da

(ala) - Eij = 0ailalg),

cioe’ 'azione nella quale gli elementi E;; sono rappresentati dalle rispettive
polarizzazioni destre;

- U, €’ definito sulla base dei monomi nelle variabili letterplace dalle con-
dizioni

0 altrimenti

(U, |(a1) (a]2)"2) = {eh1h2 se hy + hy = n
(Unl(2[1)"(2]2)") = (—e2)"et

(Unl(al1)™ (al2)™ ([1)" (B]2)" - --) =
(Unl(al1)™ (al2)™){Unl(bI1)™ (B]2)") - -+,

per a,b, ... lettere a due a due distinte in L — x.

Si ha che

U, e un epimorfismo equivariante di sly—moduli destri; da cio’
segue che 'algebra dei covarianti di una forma di ordine n su V5
rispetto al gruppo SLy (funzioni polinomiali dei coefficienti di una
forma e delle coordinate di un vettore fissate dal gruppo), equiva-
lentemente rispetto all’algebra di Lie sl,, ¢’ generata linearmente
dalle immagini umbrali dei monomi nelle bracket:

K[K,[Va] ® Vo312 = K[K,[Va] ® Vo)™ =
(Up|labl[cd] . .. [gh]): a,b,... h € L — z).
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( I fatto che U, : K[L — z|P] — K[K,[Vs] & V3] sia un morfismo di
sly—moduli destri segue essenzialmente dal fatto che la restrizione K[L|P;] —
K[K,,[V2]] € un morfismo di sl,—moduli destri e che U, si comporta bene sulle
variabili (z|x), cioe’

(Unl(z]a) - Eij) = (Un|(z]a)) - By, V...
Ad esempio si ha

(Up|(x]1) - E1g) = (Upn|(x]2)) = &1
(Unl(2[1)) - Bz = (—¢€2) - E1p = (=E12) - (—&2) = 1.
)

Esempio: la forma covariante di se’ stessa. La n—ica binaria covariante
di se’ stessa, cioe’ 'elemento F' € K[K,,[V5] @ V5] dato da

F(f,v)=f(v), VfeK,[Va], vels,

in altri termini, in coordinate

n!
_ E h1 _ho
F — —h 'h ' eh]_hg 81 82 3
hithy=n ' 0%

e’ 'immagine tramite I'operatore umbrale U,, dell’elemento di K[L — x|Ly]
dato dalla potenza n—ma di una bracket [az], dove a €’ un qualsiasi elemento
in L,

F = (Uy,|[ax]™).
Infatti si ha

[az]” = (az]12)" = ((au)(x\z) — (a2)(z]1)" =
e T ) 2P el

— tramite U,, — Z eljelez
i+j=n
Gli invariantisti del IXX secolo usavano lo stesso simbolo per indicare una
n—ica binaria e la rapprentazione umbrale della n—ica binaria covariante di
se’ stessa; in questo senso consideravano ogni forma cose se fosse una potenza
di una forma lineare; scrivevano ciascuna bracket [az] nella forma a,; I'inizio
tipico di un discorso era ”sia data una n—ica binaria

_.n __m __ n __
f_ax_bx_cx_
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5.2.4 Prime applicazioni

Sia M un monomio nelle variabili letterplace, e sia a € L — x; diciamo con-
tenuto di M in a, ed indichiamo con cont(M, a), il numero complessivo delle
occorrenze in M delle variabili (a|i) con i = 1,2. Diciamo che un elemento
P € K[L — z|P,] " omogeneo in un simbolo a € L — x se nella scrittura di
P rispetto ad una base di K[L — z|P»] formata da monomi letterplce tutti
i monomi che compaiono effettivamente hanno lo stesso contenuto in a, e in
tal caso poniamo cont(P,a) = cont(M;,a), dove M; € uno di tali monomi.
Se P e’ omogeneo in ciascun simbolo di L — z, si ha che

(U,|P) #0 solose cont(P,a)= 0 oppure n, Ya € L;

in tal caso, indicato con ¢ il numero dei simboli distinti di L che compaiono
in P e indicato con i il contenuto di P nel simbolo x, si ha che (U,|P) e un
elemento in K[K,[V5] @ V3] omogeneo di grado complessivo g nei coefficienti
e della forma e di grado complessivo ¢ nei coefficienti e, del vettore.

Ogni monomio nelle bracket

M=[ty to][ta ta] [ty te]

e’ omogeneo rispetto ad ogni simbolo a € L — x, e cont(M,a) € il numero
di occorrenze di a nella sequenza ty1, t19, ta1, tas, . .. (Cio’ deriva dal fatto che
ogni bracket [uv] (u,v distinti) e’ omogenea con

1 sea=nu,v,

cont([uv],a) = {

0 altrimenti

Cont(H[tiltiQ], a) = Z cont([titie), a).
)

Dal I teorema fondamentale per i covarianti delle forme binarie e da queste
osservazioni segue direttamente la

Proposition 3. Esistono covarianti non nulli di una n—ica binaria avent:
grado g ed indice i solo se ng + i e’ pari; in tal caso, posto ng + 1 = 2q,
lo spazio di tali covarianti e’ generato dalle itmmagini umbrali dei prodotti
[T{[titie] di q bracket che contengono g elementi distinti di L ciascuno con
molteplicita’ n, e il simbolo x con molteplicita’ i.
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In particolare, indicato con C,,, lo spazio dei covarianti di una n—ica binaria
aventi grado g, si ha

- Uy € monodimensionale, generato dalla forma covariante di se’ stessa
F = (Uy|[az]™). ( Consideriamo un prodotto M di bracket che contiene un
solo elemento a di L con molteplicita’ n, e '’elemento x con una qualche
molteplicita’; osserviamo che se in qualche bracket ci sono due occorrenze di
a oppure di z, allora la bracket e’ nulla, e con essa M; se ciascuna bracket
contiene una occorrenza di a ed una di z, allora a meno di un segno tale
bracket €’ [az|, ed M = [ax]™. )

- Oy € generato dalle immagini umbrali
(Upllab]Paz]*P[bx]""P), p=0,2,4...

In particolare per p = 0 si ha il quadrato F? della forma covariante di se’
stessa e per p = 2 si ha il covariante Hessiano. ( Consideriamo un prodotto
M di bracket che contiene due elementi a,b di L ciascuno con molteplicita’
n, e I’elemento x con una qualche molteplicita’; osserviamo che se in qualche
bracket ci sono due occorrenze di uno stesso simbolo, allora la bracket e’
nulla, e con essa M; se ciascuna bracket contiene due simboli distinti presi
fra a,b, z, indicato con p il numero (eventualmente nullo) delle bracket che
contengono a, b, si ha a meno di un segno che

M = [ab]P|az]" P [bx]" P,
se p e’ dispari, si ha

= (Unl[ab]"laz]*[ba]""?) = (Un|(—[ab])"|az]""P[bz]""") =
= (Unl[bal?[bx]"Plax]""") = (Un|labl’lax]"""[bx]""")
e dunque (U,|[ab]’[ax]* P[bz|"P) = 0. Infine, per ogni p = 0,2,4,... si ha
che (U, |[ab]Plax]"P[bx]™P) e’ I'unico eventuale covariante di grado p ed in-

dice 2(n — p); essendo I'Hessiano H(f,v) = D3, f(v) D3, f(v) — (D%, f(v))? un
covariante di grado 2 ed indice 2(n — 2), si ha

(Uy|[ab]*[az]" 2 [bx]" %) = H.
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Chapter 6

Invarianti vettoriali, super

6.1 Lezione IX

6.1.1 Richiami: superalgebre letterplace

Il riferimento principale di questa lezione e’ [GRS], sez. 4. Invariant theory,
sottosez. 2. The action of GL,,(K) on Super[L|P], che pero’ seguiamo un po’
alla lontana nel senso che adottiamo il punto di vista algebre di Lie invece che
gruppale e per semplicita’ consideriamo un campo K di caratteristica zero.
Siano

L= LG\;/LD P = Pﬁ\;/PT

due insiemi Zs—graduati, costituiti da elementi detti rispettivamente ”let-

ters” e "places”, e sia
[L|P] = [L|Plg=~[L|P]y

il prodotto cartesiano di L e P, con la struttura naturale di insieme Z,—graduato;
gli elementi di [L|P] vengono indicati con (a|b) e vengono detti ”variabili let-
terplace”; lo Zy—grado di (a|b) € 0 oppure 1 secondo che gli Zy—gradi di a

e b sono uguali o diversi, in simboli:

|(alb)| = laf + [b];

spesso per brevita’ scriveremo |ab| al posto di |(a|b)|. Un poco informalmente,
la superalgebra letterplace Super[L|P] su K e’ la K—algebra associativa con
unita’ generata dalle variabili letterplace, soggette alle relazioni di supercom-
mutazione

(alb)(cld) = (=)l (c|d)(alp), V...
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L’algebra Super[L|P] e’ un bimodulo rispetto all’azione sinistra della super-
agebra di Lie pl[L] e all’azione destra della superagebra di Lie pl[P] nelle
quali le matrici elementari vengono rappresentate rispettivamente dalle su-
perpolarizzazioni sinistre e destre.

Supponiamo che L e P siano al piu’ numerabili, e fissiamo su ciascuno di
essi un ordinamento dello stesso tipo d’ordine dei numeri naturali; in cor-
rispondenza a un tale ordinamento si ha una base lineare della superalgebra
Super|[L|P] costituita da monomi letterplace; i monomi letterplace di cias-
cun fissato Z—grado n generano lineramente un sottospazio Super,,[L|P], e
la superalgebra Super[L|P] ha la Z—graduazione

Super[L|P] = @, Super,,[L|P].

Ciascun sottospazio
Super,, [L|P]

e’ stabile rispetto alle azioni di pl(L) e pl(P).

6.1.2 Richiami: biprodotti e bitableaux

Per ogni coppia (u, v) costituita da una parola u = wu; - - - u, su L e una parola
v =V, su P aventi la stessa lunghezza n, si definisce un elemento

(uv) = (w1 - - unfor - - vn)

in Super, [L|P] detto biprodotto di u e v. Ciascun biprodotto e’ supersim-
metrico nei suoi due argomenti, e i biprodotti si comportano bene rispetto
all’azione delle superpolarizzazioni. Questi fatti si possono descrivere dicendo
che 'applicazione

Mon,,[L] x Mon,,[P] — Super,[L|P], (u,v)+— (u|v)
induce un’applicazione lineare
Super, [L] ® Super, [P] — Super, [L|P]
equivariante rispetto alle azioni di pl(L) e pl(P).

Per ogni coppia (S, T) costituita da un tableau S = (uV,--- u®) su L e
un tableau T' = (v, -+ [ vP)) su P aventi la stessa forma A = (\,...,\,)
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partizione di n, si definisce un elemento
(S|T) =

in Super, [L|P] detto bitableau di S e 7. Ciascun bitableau e’ supersimmet-
rico in ciascuna riga dei suoi due argomenti, e i bitableaux si comportano
bene rispetto all’azione delle superpolarizzazioni. Questi fatti si possono de-
scrivere dicendo che ’applicazione

(x] Mony,[L]) x (x} Mony,[P]) — Super,[L|P], (S,T)+~ (S|T)
induce un’applicazione lineare
(@7 Super, [L]) ® (&} Super,, [P]) — Super, [L|P]
equivariante rispetto alle azioni di pl(L) e pl(P).
Il teorema della base standard (valido sugli interi) afferma in particolare che

i bitableaux (S|7) al variare di (S,T") fra le coppie ordinate di
tableaux standard della stessa forma, ed al variare di tali forme
fra le partizioni di n (che soddisfano dunque le hook conditions
associate ad L e P), formano una base di Super,, [L|P].

6.1.3 Quali algebre e quali azioni ci interessano
Ci interessa il caso in cui
L=Ls Ly, P=P={1,2,...,m},

con L; entrambi infiniti. Dunque Super[L|P] e’ la K—algebra con unita’ gen-
erata dalle variabili letterplace, soggette alle relazioni di supercommutazione

(blt')(ala")  se|a| =1 oppure |b] =1

(ala)0l) = {—(b|b’)(a|a’) se [a] = [b] = 0

e pl[P] coincide con l'algebra di Lie gl(m), che ha un’azione destra natu-
rale sull’algebra Super[L|P], nella quale a ciascuna matrice elementare Ey,
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corrisponde una polarizzazione destra D,, che e’ una derivazione nel senso
stretto del termine.
Siamo interessati alla superalgebra Super[L|P] come sl,,—modulo destro, e
alla sua sottoalgebra

Super[L|P]*"

degli sl,,,—invarianti, costituita cioe’ degli elementi di Super[L|P] annullati
dall’azione di sl,,.

6.1.4 1 Teorema fondamentale

Ciascun biprodotto parametrizzato su P dalla parola 12---m e’ annullato
dall’azione di sl,,, infatti per ogni 1 <¢,7 < m con ¢ # j si ha

(U1U2"'Um|12"'m)'Dz‘j=(U1U2"'Um|"'j"'j"')20-

Ciascuno di questi biprodotti dice "superbracket” e viene rappresentato in-
dicando solo la parola su L, con parentesi quadre; in simboli si pone

(ulUQum|12m) = [UIIUQ"'um]-

Theorem 8. La sottoalgebra Super[L|P|*'™ degli elementi sl,,—invarianti
dell’algebra Super|L|P] coincide con:

-la sottoalgebra di Super|L|P] generata dalle superbracket;

-il sottospazio di Super[L|P] generato dai bitableau rettangolari di forma
(m,m,...,m);

-il sottospazio di Super|L|P] che ha per base i bitableau standard rettangolari
di forma (m,m,...,m).

(Si ammette fra i bitableaux rettangolari anche il caso limite del bitableau di
forma vuota, che si assume uguale all’unita’ del campo).

Nel caso L = Ly si ha
Super[L|P] = K[L|P] 2 K[®]*V,.],

I’algebra
K[L|P]*' = K[®]V,, "™
e’ I'algebra degli invarianti rispetto ad sl,, di una sequenza infinita di vet-

tori in dimensione m, e le superbracket sono a meno di un segno le bracket
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classiche. Dunque il teorema di sopra generalizza il I teorema fondamentale
degli invarianti vettoriali.

Dimostrazione. Basta provare che per ogni n > 0, ogni J € Super, [L|P]*'"
con J # 0 si puo’ esprimere come combinazione lineare di bitableaux standard
rettangolari di forma (m,m,...).

Per il teorema della base standard, ed essendo J # 0, possiamo scrivere

J= Y csr(SIT),

(S,T)eV

dove V €’ un insieme di coppie ordinate di tableaux standard, tali che in
ciascuna coppia i due tableaux hanno la stessa forma, tutte le corrispondenti
forme sono partizioni di n, e cgr # 0 per ogni (S,T) € V.

Per ogni 0 <7,7 < msi ha

Dj;)
r(S|T) - — Dy;)

T (D,
Z
Z — (T, ))(SIT),

dove ¢(T, ) €’ il contenuto del tableau 7" nel simbolo *. Ora, per ogni (S,7T) €
V si ha

CST(C(T7 Z) - C(T7])) = 07
co(T,i) —c(T,j)=0in K, (essendo cgr # 0),
co(T,i)—c(T,j) =0in Z, (essendo char(K) = 0)

Dunque, per ogni (S,7) € V si ha che
(T, 1) =c(T,2) =+ =c(T,m);

essendo T tableau di forma partizione di n si ha pure

(T, 1) =c(T,2) = =c(T,m) = 2 =g

abbiamo introdotto il simbolo g per brevita’, il fatto importante e’ che g non
dipende da T In particolare, il sottotableau del tableau standard T costituito
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dagli elementi 1 e 2 ¢’ del tipo

2

dove ci sono g occorrenze di 1 e di 2; indichiamo con h(T') il numero di
occorrenze di 1 nella prima colonna.

Affermiamo che

hT)=0, V(S,T)EV.

Lo proviamo per assurdo; supponiamo dunque che

h= max h(T) > 0.
(8,T)ev

Si ha
0=J-Dl,
= > csr(S|T) - Diy;

(S,T)eV
osserviamo che
1. per ogni (S,T) € V tale che h(T) < h si ha
(S|T) - Dl = 0.
Infatti

(S|IT)- DYy =" z(S|Th),

7
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dove gli z; sono interi e per ciascun ¢ il sottotableau del tableau T;
costituito dagli elementi 1 e 2 e’ del tipo

1 =%
*

|

1

|

dove nella seconda colonna ci sono h — h(T) > 0 simboli 1; dunque c’e’
almeno una riga che inizia con 11 e, essendo il simbolo 1 di Z,—grado
1, per antisimmetria si ha (S|7;) = 0.

2. per ogni (S,T) € V tale che h(T) = h si ha
(SIT) - Dty = B(S|T"),

dove T" = T tranne che il sottotableau di T costituito dagli elementi

le2¢
1 2
2
1
1
1

con g — h > 0 simboli 2 nella seconda colonna. Osserviamo che: (1)
per ogni T" del tipo considerato, si ha che 7" e’ standard; (2) per ogni
Ty, T, del tipo considerato, da T} # T segue 1] # T5.

Riassumendo, posto

V={(ST)eV: h(T)=h}
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si ha

0=J-D
= Z CST(SlT)'DE;
(S.T)eV
= Z CSTE! (SlT’)
(S,T)ev

Cio’ e’ assurdo in quanto: (1) la somma non e’ vuota, (2) la famiglia dei
bitableaux (S|7”) che compaiono nella sommatoria e’ costituita da bitableaux
standard a due a due distinti, (3) i coefficienti cgph! per ipotesi e per il fatto
che char(K) = 0 sono tutti non nulli.

Dunque

J= Y csr(SIT),

(S, T)ev

dove per ogni (S,7) € V il sottotableau del tableau standard 7" costituito
dagli elementi 1, 2,3 e’ del tipo

3
dove ci sono g occorrenze di 1,2,3. Si ripete 'argomento precedente, fino ad
ottenere che per ogni (S,T) € V il tableau standard T e’ del tipo

1 23 ... m
1 23 ... m
Dalla dimostrazione segue in particolare che

Super,,[L|P]* = {0} a meno che m divida n;

51



in tale caso, se L e’ un sottinsieme finito di L, si ha

dim Super, [L|P]*™ = #{S tableau standard su L di forma (m,...,m)}.

52



Chapter 7

Covarianti di tensori
antisimmetrici

7.1 Lezione X

In questa lezione ricordiamo brevemente le definizioni e le prime proposizioni
fondamentali sull’algebra esterna, o algebra di Grassmann, e sull’algebra di
Cayley-Grassmann, come algebra per il calcolo geometrico invariante. Per
una presentazione sintetica dellla storia e del panorama ampio nel quale
questo argomento si inserisce rimandiamo a

[S] 1. Stewart, Hermann Grassmann was right, Nature, Volume 321, Issue
6065, pp. 17 (1986) ( http://www.readcube.com/articles/10.1038)

e a [G].

7.1.1 Algebra esterna

Sia V' uno spazio vettoriale su un campo K. Un poco informalmente, si puo’
dire che algebra esterna A[V] di V e’ I'algebra associativa con unita’ su K gen-
erata dall’insieme dei vettori v € V' soggetta alle condizioni di compatibilita’
con la struttura di V' ed alle relazioni

2 =0, YveV;
che implicano le, e nel caso char(K) # 2 equivalgono alle, relazioni

vw = —wv, Yo, w e V.
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Gli elementi di A[V] si dicono ”tensori antisimmetrici”; gli elementi di A[V]
che si possono scrivere come prodotto di (due o piu’) vettori, cioe’ i tensori
antisimmetrici completamente decomponibili, si dicono ”estensori”.

Esempio. Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione 3, e sia {e1, €2, €3} una
base di V; per ogni due vettori

a = aie; + ase + ases, b= 6161 + b262 + b3€3,
in V, nell’algebra esterna A[V] si ha

2
ab :a1b161 + &1[)26162 + a11)361€3+
2
a2b16261 + a26262 + a253€263+
2
a3b1€361 + a3b263€2 + a3b3€3 =

= (albz — &2[)1)6162 -+ (a1b3 — a3b1)€1€3 —+ (a2b3 — agbg)ezeg.
In generale, si ha

Proposition 4. Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione m; se {e1,ea,...,en}
e’ una base di V, allora gl estensori

€j1€js - € I<ih<jp<...<jp<m; 0<p<m)

P

formano una base di A[V]; in particolare,
dimA[V] = 2™,

Per ciascun intero p fissato, gli estensori ej ej, -+ -e;, di sopra generano un
sottospazio AP[V], i cui elementi si dicono "tensori antisimmetrici di step p”,

e si ha
dimAP[V] = (m);
b

questi sottospazi forniscono una Z—graduazione di A[V'], nel senso che

AVI =D A V], NVIAV]CAV], Vg e

PEZL

(si intende che AP[V| = {0} per gli interi p non compresi fra 0 ed m).
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Sotto le ipotesi e notazioni della proposizione, si prova che per ogni sequenza
di g vettori di V

a; = age; +anex+ -+ QGpmem, 1=1,...,¢
si ha
10z ...0q = E Aj1ja...5q €1 €2~ * Ciig>
1<j1<ja<<jg<m
dove
aij,  QAijp .- Qg
25, Q25 ... Q2j,
Aj1j9...5q — det . )
Qgj;  Qqjy -+ GQgj,

si intende che per ¢ > m si ha
a1ag ...0q9 = 0.

Gli scalari a;, j,...j, si dicono ”coordinate Pluckeriane” dell’estensore ajay - - - aq.
Indicata con A la matrice ¢ x m che ha nelle righe le coordinate dei vari vet-
tori ay, ..., ay, si ha dunque che a; j, ;, € il minore ¢ x ¢ di A costituito dalle
colonne di indici 71, J2, . . ., Jm; in termini di bracket, si ha

Aoy = LJ1> J2s - - Jq) (A).

Gli estensori non nulli di step ¢ formano la varieta’ Grassmanniana nello
spazio proiettivo P(AY[V]) (cfr Lez. V).

Gli estensori non nulli sono caratterizzati dalla

Proposition 5. Sia ai,as,...,a, € V una sequenza di p vettori in V e
sia A = ayay---a, il corrispondente estensore in AP[V]; allora le sequenti
affermazioni sono equivalenti:

-1 vettort ai, as, ..., a, sono linearmente indipendenti;

-A#£0.
Il significato geometrico degli estensori e’ dato dalla

Proposition 6. Siano ai,...a, e bi,...by due sequenze di vettori linear-
mente indipendenti in V, e siano A =ay---a, e B = by --- by i corrispondenti
estensori; allora le sequenti affermazioni sono equivalenti:
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- il sottospazio L(ay, . . ., a,) generato dagli a; coincide col sottospazio L(by, . ..
generato dat bj;

-A=cB conceK (c#0).
In caso affermativo, da entrambi i punti di vista st ha in particolare che
p=q.

Alle varie rappresentazioni di uno stesso estensore non nullo A di step p
come prodotto di p vettori corrispondono dunque varie basi di uno stesso
sottospazio di dimensione p di V, sottospazio che indichiamo con A. Il signi-
ficato geometrico del prodotto di estensori e’ dato dalla

Proposition 7. Siano A, B # 0 due estensori non nulli. Allora
AB #0 se e solo se AN B = {0};
inoltre, in caso affermativo si ha
AB=A® B.

Quando si vuole sottolineare la relazione del prodotto nell’algebra esterna
con 'operazione di somma di saottospazi, si indica tale prodotto col termine
”join” e lo si denota col simbolo V (nella trattazione che stiamo presentando,
il simbolo A verra’ usato per indicare un’altro prodotto nell’algebra esterna,
in relazione all’operazione di intersezione di sottospazi).

7.2 Bialgebra esterna

Dati due spazi vettoriali V, W, consideriamo le corrispondenti algebre esterne
A[V] e A[W]. Lo spazio vettoriale A[V] ® A[W] e’ un’algebra associativa con
unita’ rispetto al prodotto definito sugli estensori ponendo

(a/l”'a’p®b1”'bq)(a/ll"'a/'/r®b,1”'b,5):
:(—)qTal...apall...a;@bl...bqbll...b;

ed estendendo per bilinearita’. L’algebra cosi’ ottenuta risulta essere isomorfa
all’algebra esterna sullo spazio V @ W (somma diretta esterna):

A[V] @ A[W] ~ A[V & W1.
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Dato uno spazio vettoriale V, esiste uno ed un solo morfismo d’algebra, detto

coprodotto
A AV] = AlV] @ A[V],

tale che
Al)=1®1, Av)=v®1+1®v, YveV.

La struttura costituita dallo spazio vettoriale A[V] con le operazioni di prodotto
e coprodotto si dice ”bialgebra esterna” su V.

Esempio. Il coprodotto di un’estensore di step 2 e’ dato da

A(alag) = A(al)A(ag) = (CLl X 1+1 X CL1> (CLQ X 1+1 &® G,Q) =
=(@®@1)(ae2®1)+(@e@)(1®a)+(10a)(e:®1)+(10a)1®a)=
=aa2 @1+ a1 Q@ay —ay®a; +1Q ajas

Il coprodotto di un estensore e’ dato da

A(al .. 'Clp) = ngn(z’y&j .. .jljg .. ) ailaiz e ® ajlajz, cee

dove la sommatoria e’ estesa a tutte le coppie ordinate ((iy, iz, . . .), (j1, j2, - - -))

costituite da una sequenza crescente i1 < i3 < ..., e da una sequenza cres-
cente j; < jo < ... la cui concatenazione (iy,1is,...,ji,j2,...) sia una per-
mutazione delle sequenza (1,2,...,p); il simbolo sgn(iyis...j1j2...) indica

il segno della permutazione.

Nella notazione breve di Sweedler, per ogni tensore antisimmetrico A (non
necessariamente estensore) si scrive

A(A) =) A ® Aw).
(A)

7.3 Algebra di Cayley-Grassmann
Sia ora V' uno spazio vettoriale di dimensione finita m, e sia
[[:Vx---xV =>K

un’applicazione m—lineare alternante non degenere, detta ”bracket” (il ter-
mine ”"bracket” viene usato con piu’ significati leggermente diversi, in ogni
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caso il significato corretto dovrebbe risultare chiaro dal contesto ). Le pos-
sibili bracket su uno stesso spazio differiscono I'una dall’altra per un fattore
moltiplicativo scalare non nullo. Lo struttura costituita dallo spazio vettori-
ale V' e da una fissata bracket [ ] si dice "spazio di Peano”.

L’algebra esterna di uno spazio di Peano puo’ essere definita direttamente nei
termini della bracket. In ogni caso, alla bracket come applicazione m—Ilineare
alternante non degenere

[]:Vx--xV=K

corrisponde un’applicazione lineare non nulla detta ancora bracket e denotata
allo stesso modo

[]1: A™[V] — K.

Risulta inoltre utile estendere il dominio di [ ] a tutta I’algebra A[V] ponendo
[A] = 0 per ogni tensore antisimmetrico omogeneo A di step diverso da m.

Sia (V, []) uno spazio di Peano. Il prodotto di "meet” e’ I'applicazione

bilineare
A AV x AlV] = A[V]

definita da

In particolare, per ogni A = a; ---a, e B = by - - - b, estensori di step rispettivi
p e qsiha

ANB = ngn(ilig . J1d2 - ) [ailam by 'bq]aj1aj2 T

dove la sommatoria e’ estesa a tutte le coppie ordinate di sequenze crescenti
la cui concatenazione sia una permutazione delle sequenza (1,2,...,p). Per
la definizione della bracket si ha

AANB =0, ameno chep+q>m;

in tal caso, si ha

ANB= Z sgn(il Ce im—qjl .. 'jp—i—q—m) [(1,'1 tee aim_qbl tee bq]ajl cee ajp+q_m.
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Esempi In A[V], dove V' e’ uno spazio di Peano di dimensione m = 3, si ha

(a1aza3) Nb = |ayasblas — [arazblas + [asasblay
b A (a1aza3) = [arazas]b
(a1az) A (b1be) = [a1b1bs]ag — [agbibse]ay
(a1as) A b = [ayasd]
aNb=0

(a,al,...,b,bl...EV.)

Le principali proprieta’ del prodotto meet sono date dal

Theorem 9. L’operazione di meet A : A[V] x A[V] — A[V] e

-associativa:
(ANB)ANC=AN(BAC), VA, B,C € A[V];
commutativa con segno:
AANB = (=)mPm=adpa A YAeAP[V], Be A[V].
Il significato geometrico del meet di estensori e’ dato dalla

Proposition 8. Siano A, B # 0 due estensori non nulli. Allora
ANB#0 seesolose A+B=1V;

woltre, in caso affermativo si ha

AANB=ANB.

7.3.1 Applicazioni, cenni

Sia V uno spazio vettoriale di dimensione 3, e si consideri il piano proi-
ettivo con punti i sottospazi 1-dimensionali di V, con rette i sottospazi 2-
dimensionali di V| e relazione d’incidenza l'inclusione insiemistica. Siano
ai,as,az3 € V e by,by,bg € V due terne di vettori in posizione sufficiente-
mente generale.

Si ha che le seguenti due affermazioni nel piano proiettivo
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(1)- le tre rette
L(al, bl), L(ag, bg), L(ag, bg)

si intersecano in un punto;

(2)- 1 tre punti
L(CLl, CLQ) N L(bl, bg), L(Cll, &3) N L(bl7 bg), L(CLQ, CL3) N L(bz, bg),

sono allineati;

sono rispettivamente equivalenti alle seguenti due uguaglianze nell’algebra di
Cayley-Grassmann di V' :

(1) (arby) A (azbs) A (azbs) = 0.
(2/) [((IlCLQ A blbg) (a1a3 A blbg) (a2a3 A bgbg)] =0.

Si prova che nell’algebra di Cayley-Grassmann di V' vale I'identita’

[<a1a2 A\ b1b2) (alag A\ blbg) (a2a3 AN b263)] —
— [arazas][bibabs](a1by) A (a2b2) A (asbs).

Questa identita’ implica il seguente teorema nel piano proiettivo su V' :

(Teorema di Desargues) le tre rette L(a;,b;) sono concorrenti se
e solo se sono allineati i tre punti L(a;, a;) N L(b;, b))
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7.4 Lezione XI

7.4.1 Commenti

In questo paragrafo sia V' uno spazio vettoriale di dimensione 3 su un campo

K.

(1) Siano S,T C V due diversi sottospazi di dimensione 2; si ha allora che
S+T =V eche SNT € un sottospazio di dimensione 1. Se due vettori ay, as
formano una base di S e due vettori by, by formano una base di T, allora il
vettore

a1a9 VAN blbg = C= —b1b2 A a1a9

e’ una base di SN T. La formule
+[a1b1b2]a2 - [(lgblbg]al = C= —[blalag]bg + [bgalag]bl

forniscono le espansioni di ¢ rispetto alla base di S e rispetto alla base di 7.

(2) Siano a, by, by, bs vettori di V; allora si ha
a A bibabg = bibabs A a,
esplicitamente
[b1babs)a = [b1baalbs — [b1bgalby + [bebsalby;
se by, by, by € una base di V allora [b1bebs] # 0 e si ha Iespansione

[blbga]
a= bs —
[b1bobs]

[blbga] b2 i [bgbga]

b
[b1babs] ° " [bibsbs]

di a rispetto alla base di V. Questa espansione e’ una forma della regola di
Cramer in dimensione 3.

7.4.2 In generale

Sia (V,[]) uno spazio di Peano di dimensione m, e sia CG[V] = (A[V],V,A)
I’algebra di Cayley-Grassmann corrispondente; d’ora innanzi spesso chiamer-
emo gli elementi di A[V] "tensori” (sottintendendo ”antisimmetrici”) e li
indicheremo con lettere minuscole, latine o greche. Per brevita’, nelle espres-
sioni si suppone che il join abbia la precedenza sul meet, e si omette il simbolo
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del join; cosi’ ad esempio 'espressione (s V t) A u si scrive in breve st A u.
Ogni estensore non nullo ha un suo ben definito step (il numero dei fattori in
una sua scrittura come prodotto di vettori); per ciascun intero p fissato, gli
estensori di step p generano un sottospazio AP[V], i cui elementi non nulli si
dicono tensori omogenei di step p. Per ciascun tensore omogeneo non nullo ¢,
indichiamo con |¢| il suo step; non definiamo lo step del tensore nullo. Si ha

EVs| = [t[+]s],  [tAs]=[t]+]s] —m,
(quando tutti gli step sono definiti) e
tvs=(—)llsv, tAs=(—)mlihm=lshg A ¢,

La commutativita’ con segno del meet significa

> [tws] te = (=) IODN " [50)t] s00),
®

(t)

e puo’ essere riscritta come

S [twslte =D [ts@] sa).

() (s)

Se t = by ---b, € un estensore associato ad una base di un sottospazio 1" di
dimensione p ed s = a;---a, € un estensore associato ad una base di un
sottospazio S di dimensione ¢ tali che S + T = V, allora enrambi i membri
dell’'uguaglianza di sopra forniscono un estensore ¢ associato ad una base del
sottospazio T'N S di dimensione p + ¢ — m, il due membri possono essere
presi come le espansioni di ¢ rispetto alla basi di APT7™[T] e di APT7™[S]
indotte dalle basi di T e d S, rispettivamente.

Se t €’ un tensore omogeneo, ed s ¢’ un estensore di step massimo |s| = m,

in particolare si ha
slt=) [ts@] s
()

r— Z [tfﬁ)} S,

(s)

che e’ una versione della regola di Cramer per i tensori antisimmetrici.

e se s # 0, si ricava
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7.4.3 Spazio dei divisori di un tensore

Sia (V. []) uno spazio di Peano di dimensione m, e sia CG[V] la sua algebra
di Cayley-Grassmann. Siano s,t € A[V] tensori omogenei non nulli, con
|s| < |t[; diciamo che s divide ¢, e scriviamo s|t se e solo se esiste un t' € A[V]
tensore omogeneo tale che t = t's.

Proposition 9. Un vettore 0 # v € V' divide un tensore omogeneo 0 # t €
A[V] se e solo se tv = 0; in tale caso, si ha

t= At AV ),

dove v' € A[V] e’ un qualsiasi estensore di step [v'| =m —1 tale che vv’ # 0,
e A € K e’ un opportuno scalare.

Dimostrazione. Proviamo la parte non banale dell’enunciato. Sia v € V'
un vettore non nullo tale che tv = 0; esistono dunque m — 1 vettori di V' che
insieme a v formano una base di V; sia v' 'estensore prodotto di questi m —1
vettori; chiaramente si ha vv’ # 0. Per la regola di Cramer generale si ha

[0t = Z [t(v0")2)] (V) ).
(v0)
Osserviamo che

Alw) = AW)AW) = (0@ 1+100) Y vy @ vy =
(v)

=" vy @y + ) ()"0l @ vufy,.
@) )



Nel secondo passaggio si e’ usata l'ipotesi tv = 0. Dunque si ha
[t = (=)t A v ).

Dividendo entrambe i membri per [vv'] # 0 si ottiene la tesi.
Osservazione. Dalla Proposizione segue in particolare che per ogni tensore
omogeneo t € A[V], I'insieme dei vettori divisori di ¢

Vit|] ={veV: v|t}
(compreso lo 0) e’ un sottospazio di V. ( Infatti da u,v|t segue tu = tv = 0
da cui per ogni A, u € K segue t(Au + pv) = 0 da cui segue (Au + uv)|t. )

Con argomenti simili a quelli della dimostrazione precedente si prova la

Proposition 10. Sia 0 # t € A[V] un tensore omogeneo. Se i vettori
v1,...,0, €V linearmente idipendenti dividono t, allora anche [’estensore
vy - - - vy, divide t, inoltre

t=AtAV )y vy,

"' = m — h tale che

dove v' € A[V] e’ un qualsiasi estensore di step |v
vy vpt' £ 0, e X € K e’ un opportuno scalare.

Osservazione. Dalla Proposizione segue in particolare che per ogni tensore
omogeneo t € A[V], si ha
dimV[t] < |t

dove vale 'uguale se e solo se t € un estensore.

7.4.4 Tensori di co-step 1

Se V' e’ uno spazio vettoriale di dimensione m, allora ogni tensore t € A[V]
omogeneo di step [t| = m — 1 €’ un estensore. Lo proviamo per induzione su
m > 1. L’affermazione e’ ovvia per m = 1, sia dunque m > 1. Fissata una
base eq, es,...,6,, di V, si ha

L =ameiea - €pm_1+ Qpm_1€1€2- - €p_2€y + -+ ar€ze3- - €y,

con a, € K. Distinguiamo due casi:

64



-Se per un certo indice ¢ si ha a; = 0, allora
t= t'ei,

con t’ tensore omogeneo di step [t'| = m — 2 sullo spazio di dimensione m — 1
generato dai vettori ey, ...,e;_1,€;41,...,€mn; per I'ipotesi di induzione, t' ¢’
un estensore, e dunque anche ¢ e’ un estensore.

-Se per ciascun indice 7 si ha a; # 0, allora possiamo porre a,, = 1; si ha

t=-e1ey - €m_1+ Qp_1€1€2° " €p_0€m + -+ ajegez €, =

= (e1 + arem)(€2 + agen) -+ (em—1 + Gm-16m)

7.4.5 Relazioni di Grassmann-Plucker

La nozione di estensore, che si esprime nei soli termini di algebra esterna, si
puo’ cratterizzare in modo efficace nell’algebra di Cayley-Grassmann.

Theorem 10 (Relazioni di Grassmann-Plucker). Sia V' uno spazio di Peano
di dimensione m. Un tensore antisimmetrico t omogeneo di step |t| = h e’
un estensore se e solo se

tENt =0, V¢ estensore, con |§| =m —h — 1.

Si noti che per linearita’ il numero delle condizioni e’ dato da

dimA™ [V :( " >

h+1

La parte facile dell’enunciato e’ costituita dall’affermazione che se il tensore
t di step h € un estensore allora t& At = 0 per ogni estensore ¢ di step
m — h — 1; infatti, se ¢ ¢’ un estensore, allora per ogni estensore & di step
m —h — 1 si ha che: (1) t£ €’ un estensore di step m — 1, (2) a t& corrisponde
un sottospazio che contiene il sottospazio corrispondente a ¢, (3) la somma
dei due sottospazi e’ propriamente contenuta in V, (4) t{ At = 0.

Esercizio. Sia V' uno spazio di Peano di dimensione 4, e sia e; (1 < i < 4)
una base di V.

(1) Consideriamo un tensore antisimmetrico di step 2 su V'

t= Z tijeiej-

1<i<j<4
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Supponiamo che t sia decoponibile
t= [Z aliei] [ Z aljej] )
1<i<4 1<j<4

allora, posto
A— a11 Q12 a1z aig
- )
G21 G22 (23 A4
a1, Q14
tij = det ! J .
Q2;  Agj

Utilizzando le relazioni fra i minori massimali di una matrice, si scrivano le
relazioni soddisfatte dalle coordinate t;; (cfr Lez V).

si ha

(2) Consideriamo il generico tensore antisimmetrico di step 2 su V'

t= Z tijeiej

1<i<j<4
Posto & = e, si esprima la condizione
tENt=0

in funzione delle coordinate ¢;; di ¢.

(3) Si confrontino le relazioni trovate ai punti (1) e (2).

7.4.6 Span di un tensore

Sia (V,[]) uno spazio di Peano di dimensione m, e sia CG[V] la sua algebra
di Cayley-Grassmann. Diciamo che un tensore omogeneo t € A[V] e’ rapp-
resentabile su un sottospazio W C V se e solo se t € A[W]. Risulta che la
nozione di rappresentabilita’ di un tensore su un sottospazio e’ duale della
nozione di divisibilita’ di un tensore per un estensore. Un primo passo in
questa direzione e’ dato dalla

Proposition 11. Un tensore omogeneo 0 # t € A[V| e’ rappresentabile su
un sottospazio W C V' di codimensione 1 in 'V, se e solo se per un estensore
& associato a W si ha

tANE=0.
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Si giunge in particolare a provare che per ogni tensore omogeneo t € A[V]
esiste un minimo sottospazio di V' sul quale ¢ e’ rappresentabile, sottospazio
indicato con Span[t], e che si ha

dim Span[t] > |¢],

dove vale 'uguale se e solo se t €’ un estensore.

Esercizio. Sia V' uno spazio di Peano di dimensione 4.

(1) Si provi che per un tensore antisimmetrico ¢ di step 2 su V' le due seguenti
affermazioni sono equivalenti:

Vit] = {0},
Span[t] = V.

(2) Si dia un esempio di un tensore antisimmetrico ¢ di step 2 su V tale che

Span[t] = V.
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7.5 Lezione XII

In questa lezione presentiamo brevemente il metodo simbolico per gli in-
varianti dei tensori antisimmetrici; rimandiamo a [GRS] per una trattazione
sistematica di questo argomento, e a [G| per ulteriori sviluppi.

7.5.1 Pfaffiano

Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione m su un campo K, con una base ¢;
(1 <i < m); per semplicita’ supponiamo char(K) = 0. Nell’algebra esterna
A[V] consideriamo un tensore ¢ di step 2

t= E aijeiej;

1<i<j<m

possiamo riscrivere

1
t=35 Y ayee;  (ay = —ay),

1<i,j<m

ed associare a t la matrice m x m antisimmetrica (a;;) .

Osserviamo che le matrici antisimmetriche di ordine dispari hanno determi-
nante nullo ( ... essendo char(K) # 2 ). Per quelle di ordiune pari si prova
che

Proposition 12. Sia A = (a;;) una matrice quadrata antisimmetrica di
ordine pari m = 2p con elementi indeterminate a;; (con a;; = —aj;). Allora
il polinomio det(A) € Z[a;;] determinante di A e’ il quadrato di uno ed un

solo polinomio monico (in un certo senso) in Zla;;|, detto Pfaffiano di A ed
indicato con Pf(A) :
det(A) = Pf(A)?;

esplicitamente, si ha
1 g
Pf(A4) = H Z (=) 010200504 - - - Aoy _10m

dove o wvaria fra le permutazioni della sequenza 1,...,m tali che oy < 09,
03 <04y ... Opp1 < Oy
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Una scrittura piu’ essenziale dello Pfaffiano e’ data da

Pf(A) = Z sgn(m) H ag,

™ Berm

dove: la sommatoria e’ estesa a tutte le partizioni 7 dell’insieme {1,... ,m}
in blocchi di ordine 2; per ogni partizione 7 la produttoria e’ estesa a tutti
i blocchi B di m; per ogni blocco B di elementi h < k si ha agp = ap; il
segno sgn(m) della partizione 7 e’ il segno di una qualsiasi permutazione di
{1,2,...,m} ottenuta elencando in un qualsiasi ordine i vari blocchi di 7 e
in ciascun blocco elencando i suoi due elementi in ordine crescente.

Esempio. Consideriamo una matrice

0 12 a3  G14
—ai2 0 23 (24
—a13 —as3 0 as
—Q14 —G24 —G34 0

antisimmetrica di ordine 4. Le partizioni dellinsieme {1,2,3,4} in blocchi
di ordine 2 sono

{12}, {3,411, {13}, {2,4}}, {{1.4},{2,3}},

con rispettivi segni sign(1234) = 1, sign(1324) = —1, sign(1423) = 1;
dunque
Pf(A) = ai2a34 — a13a94 + ar4a3.

Il significato geometrico dello Pfaffiano e’ dato dal

Proposition 13. Sia t un tensore antisimmetrico di step 2 sullo spazio V' di
dimensione m, e sia A la matrice antisimmetrica ad esso associata. Allora t
e’ rappresentabile su un sottospazio proprio di V se e solo se Pf(A) = 0.

7.5.2 Invarianti di tensori antisimmetrici

Sia K un campo con char(K) # 0. Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione
m su K con una base ¢; (1 < i < m), siano SL,, e sl,, il gruppo e 'algebra di
Lie speciali lineari di matrici quadrate di ordine m su K, con la loro azione
sinistra usuale su V. Per ciascun n (con 1 < n < m), queste azioni sinistre
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inducono (rispettivamente diagonalmente e per derivazione) azioni sinistre
su A"[V], che a loro volta inducono azioni destre su A"[V]*, date da

(TA)(t) = 7(A?), (e A" V,.]", Ae..., te A" [V,]),
che a loro volta inducono (rispettivamente diagonalmente e per derivazione)
azioni destre su Sym[A"[V]*] = K[A"[V]].
Alla base e¢; (i € I, = {1,2,...,m} ) di V corrisponde la base di A"[V]

er, (I C 1y, |I] =n),
dove per ogni sottinsieme [ di elementi i1 < 15 < ... < iy,, si € posto

€1 = €4;€4y """ €4

A questa base corrisponde la base di A"[V]*
er, (I Cln, [I| =n),

definita da
8[(6]) = 5[], v...

L’azione delle matrici elementari £;; sugli elementi di queste basi puo’ essere
descritta come segue

altrimenti

E;i ey = {(_)S(i’j’H)eHjH sejeHei¢g H
ij =

(=)@t ;. sei€e Hej& H
€y - Ez'j = . .
0 altrimenti
I simboli sopra usati hanno il seguente significato: H — j + ¢ €’ l'insieme
ottenuto da H togliendo l’elemento j ed aggiungendo 1’elemento i; analoga-
mente per H—i+j; s(i, j, H) € la cardinalita’ dell’intersezione fra il segmento
di estremi 4, j (esclusi) e H.

Siamo interessati agli elementi di K[A"[V]] che sono fissati dall’azione di SL,,,
equivalemtemente, agli elementi di K[A"[V]] che sono annullati dall’azione di
sl,,; ci riferiamo a questi elementi con la locuzione ”invarianti di un tensore
antisimmetrico di step n in dimensione m”, o semplicemente ”invarianti”
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quando il resto sia chiaro dal contesto. Si ha che J € K[A"[V]] ¢ un invari-
ante se e solo se

J-(I+XE;))=J, Vi#j M€K
equivalentemente, se e solo se
J - Ei; =0, Vi # j,
ci si puo’ limitare a considerare le coppie 4,5 con |i — j| = 1.

Esempio. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione 4 su K, con una base
e; (1 <1< 4). Consideriamo lo spazio A?[V] dei tensori antisimmetrici di
step 2 su V

t =ce1a(t)ern + 13(t)ers + c1a(t)ers + €o3(t)eas + c24(t)eas + £34(t)es4.
Consideriamo lo Pfaffiano
Pty = 19634 — €13624 + €14€03.

Si verifica che:

Pf.Eiy =+ = —c93804 + €24823 = 0
Pf.FEyy == €363 —€13634 =0
Pt.Fsy =+ = —c14694 + €14624 = 0,

e analogamente, Pf - Ey; = Pf- F35 = Pf- E,;3 = 0. Dunque lo Pfaffiano e’ un
invariante di un tensore antisimmetrico di step 2 in dimensione 4.

Piu’ in generale, si prova che per m pari lo Pfaffiano

Pf,, = Z sgn(m) H £B,

s Ber

(7 variabile fra le partizioni di {1, ..., m} in blocchi di ordine 2) ¢’ un invari-
ante di un tensore antisimmetrico di step 2 in dimensione m.

7.5.3 Operatore umbrale U, , : A[L|P,] — K[A"[V},]
Sia K un campo con char(K) = 0. Consideriamo la superalgebra letterplace

A[L| Py,
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dove L €’ un insieme numerabile di simboli di Zs;— grado 0, con un ordine
totale del tipo dei numeri naturali, e P, ¢’ I'insieme dei simboli {1,2,...,m}
con Zy—grado 1, con l'ordine usuale; quest’algebra e’ generata dalle variabili
letterplace (ali) soggette alle relazioni di anticommutazione

(ali)* =0, dunque (ald)(b]5) = —(blj)(ali), V..
Una base lineare e’ costituita dai monomi del tipo

(aliv)(aliz) - - (alip)(bljr)(bl72) - - - (blgg) - - - (clha)(clha) - - - (c] )

dovea<b<...<cinLel<i <iy<...<i <m,..;il monomio di
sopra puo’ essere scritto anche come

(a(p)|i1i2 .. -ip)(b(Q)|j1j2 ) (c(r)|h1h2 - hy)

dove ciascun fattore e’ un biprodotto con parte sinistra una potenza divisa (
a® = a?/p! ... ) Riguardiamo l'algebra A[L|P,,] come sl,,—modulo destro,
dove 'azione e’ data rappresentando le matrici elementari come polarizzazioni
destre

(ali) - Ejn = (ali) D = dij(alh), V...

Definition 2. Siano A[L|P,] e K[A"[V,,]] le algebre definite sopra; sia e;
(1 < i < m) una base di V,, e siano €, 4, (1 < i3 < ... < i, < m)le
corrispondenti funzioni coordinate su A"[V,,]. Definiamo un operatore lineare

U=Upy,: ALIP,] = KA"[V,]], Q— (U|Q),

assegnando il suo valore sulla base dei monomi nelle variabili letterplace po-
nendo

. . €i1i, SEP=TN
Ul(aP|iy---i,)) =
i i p)> {O sep#mn

(U|(a(p)|z'1 .. .Z‘p)(b(Q)Ul .. -jq) A (c(’")]hl b)) =
= (U|(a® iy - i)Y (U051 ) - - (U |y -+ hy))

pera<b<...<cimmLel<i <...<i,<m,.. LoperatoreU,,, si dice

“operatore umbrale per un tensore antisimmetrico di step n in dimensione
”

m”.
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Si ha la

Proposition 14. L’operatore umbrale U : A[L|P,,]| — K[A"[V,,,]] ¢ un epi-
morfismo di sl,,—moduli destri.

dalla quale, per il teorema di completa riducibilita’ degli sl—moduli, si ha il
Theorem 11. Con le stesse notazioni di sopra, si ha:

U (A[LIPy] ) = KA V][
equivalentemente:

U (ALL|PJ) = KA [V 5

.. che a sua volta, per il I Teorema fondamentale degli invarianti vettoriali,
versione super, porge il

Theorem 12 (I Teorema Fondamentale). Con le stesse notazioni di sopra,
si ha: Ualgebra degli invarianti K[A"[V,,]]>" e’ generata linearmente dalle
immagini umbrali (U|Q) dei dei prodotti

di superbracket in A[L|P,,], dove ogni lettera che compare, compare esatta-
mente n volte.

Esempio. Sia m = 2p, sian =2, e siano a; < ag < ... < a, simboli in L; si
ha

=" sign(0) (a?|o102) (a5 j001) -+ (a2 |or-10)
g
U .
— Z SIgN(0) €01095E0304 * * * Epyrom = D! Plm.
g
( le sommatorie sono estese alle permutazioni o di 1,2, ..., m tali che o7 < 09,

01 <09 vy Ome1 < O ).
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