Matematica I, 12.10.2012

Derivate (I)

1. Diamo qui una definizione informale di “pendenza di una curva in un suo
punto”; il termine “curva” non viene definito, si assume implicitamente un
“buon comportamento” di una curva nelle vicinanze di un punto, e si svilup-
pa il discorso un po’ grossolanamente.

Comungque si scelgano due punti (distinti) su una stessa retta r, si ha che il
segmento da essi determinato ha sempre la stessa pendenza, che per defi-
nizione viene detta pendenza della retta . Questa proprieta’ caratterizza le
rette fra tutte le “curve” del piano.

Sia data una “curva” C nel piano, e un suo punto Fy. Per ogni punto P di C,
diverso da Fy, consideriamo il segmento % P; al tendere di P a F;, lungo C, la
lunghezza di /P tende a 0, ma la pendenza di FyP tende ad un valore non
necessariamente nullo; diciamo che questo valore limite e’ la pendenza di C
in P() .
pendenza di C in Py = limite della pendenza di PyP, per P che tende a P,.
Posto
POI(x07yO)7 P:(x7y)> (P’an, P%PO)v

la pendenza del segmento Fy P e’ data da

Y — %

T — T

e la pendenza di C in F, e’ data da

Y—%Y

pendenza di C in Py = lim
P—=Py T — X

La retta tangente alla curva C nel suo punto £ e’ la retta per P, che ha come
pendenza la pendenza di C in F,.

2. Passando dall’ambito delle curve all’ambito delle funzioni e precisando si ha

Definizione 1 Sia data una funzione f : A C R — R e un punto o € A, di
accumulazione per A. Per ogni punto x € A con x # x, il rapporto incrementale di

fdaxgaxe
@) = Jlwo),
r—x9
se questo rapporto tende ad un limite finito per x che tende a x, allora diciamo che
la funzione f e’ derivabile nel punto x, diciamo che questo limite e’ la derivata di f
in xg, e lo indichiamo con f'(xq); in simboli:

() = Fwo)



Indicato con h = = — z l'incremento della variabile z, il rapporto incremen-

tale diviene
f(wg+h) — f(xzo)
h )

la derivata di f in 2y diviene

f’(ﬂUo) — lim f(xO + h) B f(%)

h—0 h

Definizione 2 Sia data una funzione f : A C R — R e un punto zy € A, di
accumulazione per A; assumiamo che f sia derivabile in x. La retta tangente alla
curvay = f(x) grafico di f nel punto (x¢, f(xo)) € la retta per il punto (x¢, f(x0))
avente come pendenza la derivata di f in x :

y — f(zo) = f/(%)(m — o).

. Esempio
Sia f: R = R, f(z) = 2°.

Sia xg = % Per vedere se f e’ derivabile in % consideriamo il limite

lim 14 = lim ( 3)( i ) = lim (z+ =) =1,

dunque f e’ derivabilein 5 e f'(3) = 1.

Il grafico di f e’ la parabola di equazione y = 2%, la tangente al grafico di f

nel suo punto (3, 1) e’ la retta di equazione
y—1=1-(z—3), cioe’ y=1z— 7.

Sia xg € R. Per vedere se f e’ derivabile in x( consideriamo il limite

2 2
T4 —x ) T —xo)(x+2x )
0 — lim ( o)l 0) = lim (x 4 z¢) = 2z,
r—x0 T — ,I‘O T—T0 xr — ,’]jo T—rT0
dunque f e’ derivabile in zg e f'(zo) = 2xo.

La tangente al grafico y = z* di f nel suo punto (z, zj) e’ la retta

2 _ o _ 2
y — x5 = 2z0(x — x0), cioe y = 2x0x — X

Nella figura seguente riportiamo alcuni punti del grafico di f, e le rette tan-
genti in essi al grafico.



S

4. La derivabilita” e’ una condizione piu’ forte della continuita’.

Teoremal Siano f : A C R — R, e xy € A, di accumulazione per A. Se f e
derivabile in xq, allora f e’ continua in x.

Dimostrazione L'incremento di f da zy a « si puo’ scrivere

fz) = flao)

f(@) = f(xo) = T — Zo (x — x0);
passando entrambe i membri al limite per x che tende a x si ha
lim (f(z) — f(z0)) = lim @) = flo) lim (x — z9)
T zoz0 X — X e
da cui
xh_glo(f(w) — f(xo)) = f'(20) - 0 =0,
e

lim f(z) = f(zo).

T—rT0

5. Ci sono funzioni che sono continue ma non derivabili in un punto.

Ad esempio, sia f : R — R la funzione valore assoluto

r sex >0,
xT) = ||l =
f@) = o {_I s
che e’ continua su R.

Il rapporto incrementale da zp = 0a z €’

f(:c)—f(O):M:{ 1 sex >0,

x—0 x 1 sex<0.’

e non ha limite per x che tende a 0. Dunque la funzione valore assoluto non
e’ derivabile in 0.

Nella figura seguente riportiamo la curva y = |z|
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Un altro esempio. La funzione f(z) : R — R, f(z) = /z €’ continua su R, ma
non e’ derivabile in 0, in quanto

1
= — — 400, per x — 0.
€T3

Nella figura seguente riportiamo alcuni punti della curva y = /z

6. Di solito, considereremo funzioni f : A — R, dove A e’ un intervallo, o un
unione finita di intervalli (non ridotti a un punto), e cosi’ ogni punto di A
sara’ di accumulazione per A. Se f e’ derivabile in ogni punto x di A, allora
si ha una funzione

A—R r— f'(x)
che viene detta funzione derivata di f, ed indicata con f’.

Ci sono vari modi di indicare la derivata di f in un punto x :

T one, fa)

Zo

f/<.’f6'0>,
cui corrispondono vari modi di indicare la funzione derivata:
df :
f /7 d_a D f ) f :
X
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Spesso una funzione viene considerata come un’espressione f(z) in una va-
riabile reale z, e la sua funzione derivata come un’espressione f'(z), %, e

. Funzioni potenza.

Ciascuna funzione potenza

10, +o0[— R, x> x” (a € R)
e’ derivabile sul suo dominio |0, +oc[, e la sua funzione derivata e’ data da
4 (%) = az.

Per a > 0 la funzione potenza z* e’ definita anche per z = 0; se o > 1, allora
la funzione e’ derivabile anche in 0, e si ha dz*/dz|,_, = 0;se 0 < o < 1, Ia
funzione non e’ derivabile in z = 0.

Per o € Z la funzione potenza xz* e’ definita e derivabile su R \ 0, e se o #
0 e’ definita e derivabile su tutto R; vale sempre la regola di derivazione
soprascritta.

La regola di derivazione si puo’ dimostrare abbastanza facilmente per o € N
0 Z, come vedremo.
. Funzione esponenziale.
La funzione esponenziale
R — R, o o
e’ derivabile su R e coincide con la sua funzione derivata:
L (e7) ="
Questo fatto deriva da un limite notevole sull’esponenziale (cfr. lez. VIII).
Dato zg € R, si ha

e®oth — o eh —1
_—_—m 6930 >
h h
passando al limite per h — 0 si ha
. eBoth _ ewo et —1
lim ———— = € lim =e" .1 =e",
h—0 h h—0 h
dunque
de” _
o ero, Vo € R.
. Funzione Logaritmo.
La funzione logaritmo
10, 4+00[— R, x > log x;

e’ derivabile sul suo dominio |0, +oc] e la sua funzione derivata e”:

% (logz) = 9—16



10.

Questo fatto deriva da un limite notevole sul logaritmo (cfr. lez. VIII). Dato
o € R, siha

zo+h h h
log (zo + h) —logzg log <%) B log (1+ 96_0) B log <1 + E) 1

h B h h h To’

passando al limite per h — 0 si ha

h
llmIOg(wO‘{‘h)_long :ihmmz_.1:_;

h—0 h Ty h—0 L x T
0
dunque
dlog x ‘ _ 1
Tdr la—wy — 20 Vo € R.

Funzioni trigonometriche
La funzione seno
R — R, T+ sinx
e’ derivabile su R e la sua funzione derivata e”:
d

4 (sinz) = cos .

La funzione coseno
R — R, T > COST

e’ derivabile su R e la sua funzione derivata e”:

4 (cosz) = —sinu.



