Laboratorio di Matematica, A.A. 2009-2010; I modulo;
Lezioni IX-X

1. Derivate successive.

e Sia data una funzione

f:A—>R

definita su un aperto A C R”, e sia z* € A. Dato un indice 1 < i < n,
possiamo chiederci se esiste la derivata parziale rispetto a x; di f in z*,
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e Se esiste la derivata parziale rispetto a x; di f in ogni z di un intorno B’(z*)
di z*, allora e’ data la funzione derivata parziale rispetto a z; di f,

af

- B'(z*) — R.
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Dato un indice 1 < 57 < n, possiamo chiederci se esiste la derivata parziale
rispetto a x; di % in x*,
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)
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Questa viene detta in breve derivata parziale seconda rispetto a x; e x; di f
in x*, e viene indicata con
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e Se esiste la derivata parziale seconda rispetto a x; e z; di f in ogni x di
un intorno B”(z*) di z*, allora e’ data la funzione derivata parziale seconda
rispetto a ; e x; di f,

>f
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B"(z*) — R.

Dato un indice 1 < h < n, possiamo chiederci se esiste la derivata parziale
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rispetto a x;, di o000 2
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Questa viene detta in breve derivata parziale terza rispetto a x;, x; e x, di
f in z*, e viene indicata con
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In generale, data una sequenza di indici 1 < 41,49,...,7 < n, si definisce la
derivata parziale k—ma rispetto a x;,, iy, ..., x;, di f in x*, che viene indicata
con i

o f
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Se la funzione f e’ continua su A, si dice che f e’ di classe C° su A; se funzioni
derivate parziali prime D,, f sono definite e continue su A, si dice che f e’ di classe
C! su A; se funzioni derivate parziali seconde D:%sz— f sono definite e continue su
A, si dice che f e’ di classe C? su A; ... se funzioni derivate parziali k—me

k  _ f sono definite e continue su 4, si dice che f e’ di classe C* su A.
Y2l

oppure con

. Esempio.

Consideriamo la funzione )
fla,y) = (2* +y)?,
definita sui punti (z,y) tali che 2 + y > 0, che costituiscono un insieme aperto

A. Esistono le funzioni derivate parziali prime della funzione f su A, e sono date
da

0 1 1 _1 1
g (@ 40)?) =5 (@ +y) P 2w= (" +y) e
0 1 1 _1
- (@+y)7) =3 @ +y)

Esistono le funzioni derivate parziali seconde della funzione f su A, e sono date
da

9? 1 0 1 1 3 1 3
0a” <(w2+y)2>:%((x2+y) 29’;):_5(””2“/) P2t 4 (2 +y) P = (1) Py
9? 1 0 _1 1 3
s (2 0%) = 0 (w0 0) = (24
d? 2 1 0 2 -1 2 2 -3
(@+9)?) =5 (5@ +9) 77 ) = =7 (@ +y) 72w = =5 (2 +y) 72

Queste funzioni sono tutte continue su A, cosi’ f ¢’ di classe C? su A.
Si osservi che
>*f *f

8Iay(fff,y) = Syon (z,y),  per ogni (z,y) € A.

. Teorema di Schwarz

Nell’esempio precedente abbiamo osservato un’istanza di un fenomeno generale
b
precisato dal seguente



Teorema 1. (Schwarz) Sia f : A — R una funzione definita su un aperto
A C R" sia x* € A, e siano 1,7 due indici, 1 < i,7 < n. Se ciascuna delle
funzioni derivate parziali seconde
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e’ definita in un intorno di x*, ed e’ continua in x*, allora

T oy = 2 (o)
ax]@xi N 8%8% )

In particolare, se la funzione f €’ di classe C* su A, allora D, ;. f(2) = Dy.o, f ()
per ogni x in A.

Se le ipotesi del teorema non sono soddisfatte, potrebbe perfino succedere che
una delle due derivate seconde esista in z* e 1’altra no. !

4. Formula di Taylor.

Sia data una funzione
f:A—=R

definita su un aperto A C R", e sia z* € A.

e Sia f di classe C! in un intorno di z*. Esistono le n derivate parziali prime
D, f(z*) di fin z*, che costituiscono il gradiente V f(z*) di f in 2* :

V(@) = (D f(z7),..., Ds, f(27)) .
1Sia f : R? — R la funzione definta da

1 se =0

f(x’w:{o se x#0 °

Da una parte si ha che la derivata parziale rispetto ad y della funzione f esiste ed €’
uguale a 0 in ogni punto di R?, e dunque anche la derivata parziale seconda rispetto
ad y e a z della funzione f esiste ed e’ uguale a 0 in ogni punto di R?, in particolare

0 f
0xdy

(0,0) = 0.
Dall’altra si ha che la derivata parziale rispetto ad x della funzione f non esiste in

(0,0), dunque a maggior ragione non esiste la derivata parziale seconda

0 f
0yox

(0,0).

rispetto ad x e a y della funzione f in (0,0).



In un intorno di x* possiamo approssimare la funzione f con una costante
piu’ una funzione lineare. Precisamente, si ha che

flz* +h) = +ZD f(@*)hi + Ry(z*; h)

= fz" )+Vf(w ) h+ Ri(2"; h);

I'errore Ry(x*; h) associato a questa approssimazione tende a zero piu’ velo-
cemente di ||h]|, quando I'incremento h tende al vettore nullo:

. h
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Questa approssimazione viene detta formula di Taylor del primo ordine per
la funzione f nel punto z*.

Sia f di classe C? in un intorno di x*. Esistono le n? derivate parziali seconde
D:%jxif(x*) di f in z*, che costituiscono la matrice Hessiana D*f(z*) di f
in x*

[ DI f(a) . DR f(at) ]

D*f(z") =

| D f) o DR (e

Questa matrice risulta essere simmetrica, per l'ipotesi f di classe C2. In un
intorno di z* possiamo approssimare la funzione f con una costante piu’ una
funzione lineare piu’ una forma quadratica. Precisamente, si ha che

flx*+h) = ZD Sz ZD “Vhihj + Ro(z*; h)

t,j=1
= f(z")+Vf(z") -h+ ihTD2f(x*)h + Ro(x™; h);

I'errore Ry(x*; h) associato a questa approssimazione tende a zero piu’ velo-
cemente di ||h]|?, quando I'incremento A tende al vettore nullo:

lim Ra(a”; h)
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Questa approssimazione viene detta formula di Taylor del secondo ordine
per la funzione f nel punto x*.

Sia f di classe C*¥ in un intorno di z*. Esistono le n* derivate parziali k—me

k

Ti) Tig---Tiy,

f(z*) di fin z*, con le quali possiamo costruire un polinomio omogeneo

di grado k

n

DA f(a*) (b h)y = Y DY F@ by B,

‘K
11,8250 =1
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In un intorno di z* possiamo approssimare la funzione f con un polinomio di
grado al piu’ k. Precisamente, si ha che

fla* +h) = f(z*) + ; Dy, f(z*)hi + %; D3 ., f(a")hihj + -+

1 \ .
+ 47 > D F(@*)hi, hiy - - - hy, + Ri(z*; h),

Tiy Tig---Tiy
11,82,..,1=1

in breve
FOC 4+ 1) = F°) + D)) + 5D F () () + -+
+ %Dkf(x*)(h, h,...,h) + Rp(x*; h);

I'errore Ryp(z*;h) associato a questa approssimazione tende a zero piu’ veloce-
mente di ||A||*, quando I'incremento h tende al vettore nullo:

lim Ry(x*; h)

= 0.
h=0 |[[|*

Questa approssimazione viene detta formula di Taylor del ordine k per la funzione
f nel punto z*.

. Esempio

Counsideriamo di nuovo la funzione
1
flz,y) = (=" +y)*?,

definita sui punti (x,y) tali che 2% +y > 0, che costituiscono un insieme aperto
A. Abbiamo visto che f e’ di classe C? su A; in ogni punto il gradiente e’ dato da

Vi(z,y) = ((zlcQ—Fy)é z, %(ﬁ +y);) :

e la matrice Hessiana e’ data da

(a2 +y) 7y —5 (a*+y) 2a
D*f(x,y) = ) )
—3 (@ +y) 2 —3 (@ +y)?
Nel punto (z*,y*) = (2, —3) si ha
f(27 _3) = 17
1
vf(27 _3) = (2a 5) 3
-3 -1
sz(27 _3) =
-1 _%
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La formula di Taylor del secondo ordine di f nel punto (2, —3) e

1 1 1 1
(z+h)+y—+k)> = 1+2h+§k+ 3 (—3h3 — 2hk — Zk2> + Ry(2,—3; h, k),

con

R2(27 _3; h7 k)

li =0.
(h,k)lE%0,0) h? 4 k2

. Formula di Taylor in una variabile

Dato un polinomio in una variabile

plx) = cjal,

J=0

si ha

= chxj = ZC"E (93]) = ch]x]_l
. = :

& = _d
=0
dxz ZCJJJ—l (j =it 12

Dunque in x = 0 si ha

di
dxt

p(0) =c¢ii(i—1)---1=¢l.

Possiamo allora leggere direttamente su un polinomio i valori di tutte le sue
derivate in x = 0.

Sia ora f : I — R una funzione definita su un intervallo aperto I C R contenente
0, tale che esistano tutte le derivate f'(0), f/(0),..., f*)(0). L'unico polinomio

k
x) = Z cjxj
j=0

tale che p(0) = f(0), p'(0) = f(0), p"(0) = f"(0), ..., pM(0) = fM(0) e il

k—mo polinomio di Taylor di finxz=0:

p(x) = f(0) + f’(O)x + %f’(o)xQ 44 —f(k)(())xk.



Un analogo significato hanno i polinomi di Taylor per le funzioni di piu’ variabili.

La formula di Taylor di ordine n in x = 0 per il polinomio (1 + z)" ¢’ data da

(1—|—x)”:an_l)”_‘(n_i—i_l)xi.

7!
i=0

Questo €’ il teorema binomiale nella sua forma piu’ elementare.

La sua formula di Taylor di ordine £ in x = 0 per la funzione esponenziale e’ data
da

=0
con A
lim ’“Sf) — 0.
x—0
Riferimenti.

SB, Cap. 4, par. 4.8 p.87-95.



