Lezione del 10 novembre. Integrali

1. Calcolo dell’area del “segmento di parabola” (Fermat)

Consideriamo la parte di piano P compresa fra: I’arco di parabola y = x? (con
0<x<1),lasse x,larettax = 1.

Per ognin = 1,2,3, ... possiamo "approssimare dal di sotto” I'insieme P con
I'insieme P, costruito nel modo seguente

dividiamo l'intervallo [0, 1] in # intervalli uguali,

0,1/n], [1/n,2/n], [2/n,3/n], ..., [(n—1)/n,1];
ciascun sottointervallo e’ la base di un rettangolo massimo contenuto in P;
prendiamo P, come l'insieme unione di questi n rettangoli.

A questa approssimazione dal di sotto di P con P, corrisponde un’approssimazione
dal di sotto dell’area di P con l’area di P,.

Al tendere di n a +o0, I'insieme P, tende ad invadere 'insieme P, e ’area di
P, tende all’area di P.

L’area di P, e’ la somma delle aree del primo, secondo, terzo, ..., n—mo rettan-
golo

14224+ (n—1)2
= > .

Si prova (non e’ immediato) che

2 _ (n—1)n(2n —1)

, Vn=123....
G n

124224 ... +(n—-1)

Dunque l'area di P, €’
(n—1)n(2n—1)
6n3
Passando al limite per n — +-co si ha

. mn-)m2n-1) . (1-1/m)2-1/n) 1.2 1
L 613 = A, 6 B

e questa e’ I'area di P.

2. Descrizione sintetica dei punti successivi

Sia f : [a,b] — R una funzione definita su un intervallo chiuso e limitato [a, b].
Sotto la condizione f(x) > 0 per ogni x € [a,b], si ha che il grafico di f, ’asse



x elerette x = a e x = b delimitano una parte di piano, che si dice “trapezoide
di f su [a,b]”.

Nel caso generale, in cui f assume sia valori positivi che negativi,

-i punti del piano che stanno al di sotto del grafico di f, al di sopra dell’asse x,
e nella fascia compresa fra le rette x = 2 e x = b formano una parte di piano,
che si puo’ dire "trapezoide positivo di f su [a, b]”.
-i punti del piano che stanno al di sopra del grafico di f, al di sotto dell’asse x,
e nella fascia compresa fra le rette x = 2 e x = b formano una parte di piano,
che si puo’ dire “trapezoide negativo di f su [a,b]”.

Di seguito mostriamo come a ciascuna funzione f : [2,b] — R di un’ampia
classe di funzioni si possa associare un numero reale, detto “integrale (di Rie-
mann) di f su [a,b]” ed indicato con

[ fa,

che per f non negativa dia 'area del trapezoide di f su [a, b]; in generale tale
integrale dara’ la differenza fra 'area del trapezoide positivo di f e 1’area del
trapezoide negativo di f.

Il punto di partenza e’ il fatto che per certe funzioni non negative, quelle
costanti a tratti, il trapezoide e’ in realta” un’unione di rettangoli e quindi per
tali funzioni l'integrale deve essere dato dalla somma dei prodotti delle basi
per le corrispondenti altezze; tale formula si estende all’integrale di funzioni
costanti a tratti qualsiasi. Le funzioni costanti a tratti vengono dette ”funzioni
a gradini”.

Ciascuna funzione f : [4,b] — R definita su un intervallo chiuso e limitato
[a,b] puo’ essere approssimata dal di sotto e dal di sopra con funzioni a gra-
dini, e cosi’ si vengono a definire l'integrale inferiore e I'integrale superiore di
f. Quando tali integrali coincidono, si dice che la funzione f e’ integrabile su
[a,b] e il loro valore comune si dice integrale di f su [a, b].

In realta’ in questo modo si da una definzione di area, che estende la definizione
della geometria elementare.

Ogni funzione continua f e’ integrabile, e il suo integrale puo’ essere espresso
come limite di una successione di somme, le “somme di Cauchy-Riemann” di

f.

Questi punti vengono precisati e sviluppati di seguito.



3. Suddivisioni di un intervallo

Diciamo ”n—suddivisione di un intervallo [4,b]” una qualsiasi sequenza di
n + 1 punti

(a=)ag<m<ap<..<ay,1<a,(=Dh),
e diciamo che [ag, a1], [a1,a2], - .., [a4—1, ax] sono il primo, secondo, ..., n—mo
sottointervallo della n—suddivisione di [a, b].
Diciamo che una n—suddivisione di [, b] e’ uniforme se gli n + 1 punti sono

equidistanziati, o che e’ lo stesso se gli n sottointervalli hanno tutti la stessa
ampiezza; in tal caso si ha

I _b—a
i -1 — " s
da cui
b—a b n—1a b—a 2b n—2)a
a; =a-+ = it ), ay = a4 + = * ),
n n n
b—a 3b n—23)a
az = ax + = all ),

4. Funzioni a gradini

Una funzione ¢ : [a,b] — R si dice “"funzione a gradini” se e solo se esiste una
suddivisione di [a, b] tale che ¢ sia costante su ciscun sottointervallo.

In altri termini, le funzioni a gradini su un intervallo [4, b] sono tutte e sole le
funzioni ¢ : [a,b] — R del tipo

(1 perag < x<m
o pera; < x<a
p(x) =

Cn peraz—1 < x <ay

dovea =a9g <a; <ap <...<a,1<a, =">be unasuddivisione di [4,]], e
c1,C2,...,Cy sONO costanti in IR.
Definiamo l'integrale di una tale funzione ¢ a gradini sull’intervallo [a, b], ed

indichiamo con [ ab ¢(x) dx la somma dei valori assunti da ¢ sui vari sottoint-
ervalli, pesati con le ampiezze dei sottointervalli:



5. Integrale di Riemann
Sia f : [a,b] — R una funzione limitata, nel senso che esistono due costanti
m, M tali che m < f(x) < M, per ogni x € [a,b].

-L'estremo superiore degli integrali delle funzioni a gradini su [a, b] che sono
minori-uguali ad f si dice “integrale (di Riemann) inferiore di f su [a,b]” e si
indica con | ab f(x) dx; in simboli:

b b
/ f(x)dx=sup [ ¢(x)dx
= p=f 74

-L’estremo inferiore degli integrali delle funzioni a gradini su [a, b] che sono
maggiori-uguali ad f si dice “integrale (di Riemann) superiore di f su [a,b]”
e si indica con [ ab f(x) dx; in simboli:

b b
dx = inf d
/af(X) x=inf | ¢(x) dx
Osservazioni.

-Per ogni funzione a gradini ¢ < f si ha che fab ¢(x) dx < M(b — a); in altri
termini, si ha che l'insieme degli integrali di queste funzioni a gradini e’ supe-
riormente limitato; per la proprieta” di completezza dei numeri reali, un tale
insieme ha estremo superiore, dunque l'integrale inferiore e’ ben definito.

-Analoghe considerazioni valgono per l'integrale superiore.
-L'integrale inferiore di f e’ sempre minore-uguale all’integrale superiore di

Ik -
/Lbf(x) dxg/abf(x) dx.

Definizione 1 Sia f : [a,b] — R una funzione limitata. Si dice che f e’ integrabile
(secondo Riemann) se e solo se l'integrale inferiore di f e l'integrale superiore di f
coincidono, in tal caso il loro valore comune si dice integrale (di Riemann) di f e si

indica con fabf(x) dx; si pone cioe’

/Lbf(x)dx:/abf(x)dx:/abf(x)dx.

Si prova che

Teorema 1 Se una funzione f : [a,b] — R e’ continua su [a, b], allora e integrabile
su [a, b].



Esistono funzioni non integrabili secondo Riemann. !

6. Integrale e operazioni algebriche

Siano f, g : [a,b] — R due funzioni integrabili definite su uno stesso intervallo
[a,b], e sia « € R. Si prova che anche la funzione f +¢ : [a,b] — Rela
funzione af : [4,b] — R sono integrabili, e

/ab(f+8)(x)dx: /bf(x)dx+/abg(x)dx
/(“f x—cx/ f(x

Se f < gsu [a,b], allora
b b
/a flx)dx < /a g(x)dx.

Inoltre, per ogni ¢ € [a,b] si ha

[ f@axt [ fax= [ foa

!Esempio di funzione non integrabile secondo Riemann.
Sia f : [0,1] — R la funzione definita da

_J1 perxeQ
f(x){O perx ¢ Q

c1 per0<x<um

cp pera; < x <dap
Consideriamo una funzione a gradini ¢ : [0,1] = R, ¢(x) = < . tale che ¢(x) <

cn peray—1 <x<1
f(x) per ogni x € [0,1]; ora, in ogni sottointervallo esiste qualche numero irrazionale (in realta’
infiniti), cioe’ in ogni sottointervallo si ha f(x) = 0 per qualche x (in realta’ infiniti), dunque ¢; < 0,

perognii=1,2,...,n; dacio’ segue fab ¢(x) dx = Y/ ¢i(a; — aj_1) < 0. Abbiamo provato che per

ogni funzione a gradini ¢ su [4, b] che sia minore-uguale ad f siha | ub ¢(x) dx < 0; da cio’ segue
b b
/ f(x)dx=sup [ ¢(x)dx <0.
4 p<f 74

In modo analogo si prova che per ogni funzione a gradini ¢ su [a, b] che sia maggiore-uguale ad f si
ha fab ¢(x) dx > 1; da cio’ segue

b b
/ f(x) dx = inf @(x) dx > 1.

o>f Ja

Dunque



7. Diseguito descriviamo come l'integrale di una funzione continua possa essere
visto come limite di una successione di somme.

Sia f : [a,b] — R una funzione continua. Costruiamo una successione

P P2 Py

di funzioni a gradini ¢; : [2,b] — R nel modo seguente.

1- 1 €’ una qualsiasi funzione costante su [a, b, soggetta all’'unica condizione
che il suo valore costante sia uno dei valori assunti da f su [a, b];

2- ¢, €’ una qualsiasi funzione costante su ciascuno dei sottointervalli della
2—suddivisione uniforme di [a, b], soggetta all'unica condizione che il valore
costante di ¢, su ciascun sottointervallo sia uno dei valori assunti da f su quel
sottointervallo.

n- ¢, e una qualsiasi funzione costante su ciascuno dei sottointervalli della
n—suddivisione uniforme di [a, b], soggetta all'unica condizione che il valore
costante di ¢, su ciascun sottointervallo sia uno dei valori assunti da f su quel
sottointervallo.

Equivalentemente, in simboli:
per ogni intero positivo n

-consideriamo la n—suddivisione uniforme

a:an0<an1<an2<...<an,n_1<ann:b,
(n—i)a+ib

dove ani:f per i=0,1,...,n

dell’intervallo [a, ]
-scegliamo n punti, G,1,Cn2, ..., Cun UNO in ciascun sottointervallo, nel senso
che

a=10p0 <Cn1 <y <Cnp < app <...< Apn—1 < (:n,n <ap, =0,
-definiamo la funzione a gradini ¢, : [4,b] — R ponendo

f(Cu1) peran <x <apn

f(gnZ) per ax <x< an2
Pn(x) =

f(énn) per a; n—1 <x < au

Si prova che



la successione degli integrali su [4, b] delle funzioni a gradini ¢4, @7,
.ee, @n,...converge all'integrale di f su [a,]] :

b
lim b(pn(x) dx = /a f(x) dx.

n—-+oo Jg
Osserviamo che l'integrale della funzione a gradini ¢, €’

/ab q)n(x) dx = if(gni)(ani - an,i—l) = b—a if(gm)

i=1 i=1

n

L’espressione centrale viene detta “somma di Cauchy-Riemann della funzione
f relativa alla suddivisione a,,; (i = 0,1,...,n) e ai punti intermedi §,; (i =
1,...,n).

Dunque possiamo scrivere

/ab f(x)dx = lim if(gni)(am i)

n—>—&-ool.:1

oppure

/abf(x)dx: lim b—a

n—+oc 1N

éf(gni)/

e possiamo dire che l'integrale di f e’ il limite di una qualsiasi successione di
somme di Cauchy-Riemann di f.

. Teorema fondamentale del calcolo integrale

Definizione 2 Si dice che una funzione F : [a,b] — R e’ una primitiva di una
funzione f : [a,b] — R se e solo se

F'(x) = f(x), Vx € [a,b].

Esempio. Per la funzione f : R — R, f(x) = x?

. 3
funzione F : R — R, f(x) = .

Siamo ora in una posizione per stabilire il I teorema fondamentale del calcolo
integrale:

, una primitiva e’ data dalla

Teorema 2 Sia f : [a,b] — R una funzione continua, e sia F : [a,b] — R una
primitiva di f su [a,b]. Allora

/abf(x) dx = F(b) — F(a).



9.

10.

Calcolo dell’area del segmento di parabola. II

Essendo F(x) = %3 una primitiva di f(x) = x?, dal I teorema fondamentale
delcalcolo integrale si ha

1 3 3
froe(),- ()3
0 3 x=1 3 x=0 3

Dimostrazione del Teorema.

Possiamo esprimere l'integrale di f come limite di una qualsiasi successione
di somme di Cauchy-Riemann di f; consideriamo I’ennesima di tali somme

n

Zf Cni) ani_an,i—l)}

i=1

essendo F una primitiva di f questa somma si puo” scrivere come

F'(&ni)(ani — ani-1);

1=

i=1

ora, perognii = 1,2,...,n si ha che la funzione F soddisfa le ipotesi del teo-
rema del valor medio sull’intervallo [a,;_1,,i], dunque possiamo scegliere
Cni €layi—1,a,;[ in modo che
F(a,;)—F(a,;_
F(&y) = (ani) (an, 1),_

Api — Ani—1

I’ennesima somma di Cauchy-Riemann diviene allora
n

Z anz - an,ifl))

i=1
e questa somma e’

F (anl) —F ([Zn()) + F (anz) —F (anl) + F (an3) —F (llnz) +
+ PO + F (ann) - F (an’n_l)
che a sua volta si semplifica a
F(b) — F(a).

Infine si ha
b
/u f(x) dx = nngZf i) (Ani — an,i—l)

— lim (F(b) — F(a)) = F(b) — F(a).

n—+oo



