Lezioni del 8 ottobre e 10 ottobre.

1. Per proseguire in modo piu’ spedito, introduciamo una definizione di lim-
ite verbalmente diversa ma logicamente equivalente alla definizione di limite
data in precedenza.

Definizione 1 Diciamo che “ la successione (a,) tende al numero reale 1 ” e scriv-
iamo “ a, — 17, 0 che " il limite di (a,) e’ | ” e scriviamo “ lima, =1 ” se e solo
se per ogni ¢ > 0 si ha che la disequazione |a, — 1| < e e’ soddisfatta per ogni n
maggiore o uguale ad un opportuno N.

Piu’ in breve, scriviamo la condizione di sopra come segue: per ogni ¢ > 0, la
disequazione |a, — I| < ¢ e’ soddisfatta definitivamente. Ancora piu’ in breve:

per ogni ¢ > 0 si ha che

lan — 1| < e (definitivamente).

Definizione 2 Diciamo che “ la successione (a,) tende a piu” infinito " e scriviamo
“ap — +o00”, 0 che ” il limite di (a,) e piu’ infinito ” e scriviamo “ lima, = +o0
" se e solo se per ogni H € R si ha che a, > H per ogni n maggiore o uguale ad un
opportuno N.

Piu’ in breve, scriviamo la condizione di sopra come:

per ogni H € R si ha che
ap > H (definitivamente).

Analogamente per la definizione di limite —oo.
Diciamo che una successione e’ “convergente” se ha limite finito, “divergente”
se ha limite +o00 0 —co, e “regolare” se ha limite (finito o infinito).

2. Limiti e operazioni aritmetiche. Somma.

L’operazione di limite si comporta bene rispetto all’'operazione di somma, nel
caso di successioni convergenti.

Proposizione 1 Siano (a,) e (by) due successioni reali convergenti, (a, ) abbia lim-
ite w € R e (by) abbia limite B € R. Allora anche la successione somma (a, + by) €’
convergente, ed ha limite « + B. In simboli:

lima, =«
limb, = B

} = lim(a, + b,) = a + B.



In altri termini, si ha

ap — «

bn—>,3} =a,+by, = a+p,

O ancora.:

sotto la condizione che lim(ay,), lim(b,) esistano e siano € R.
Lo stesso risultato vale per 'operazione di differenza.

Esempio:

1 =1 1
L } - T S1-0=1.
T — 0 n+1 n+1

. La proposizione del punto precdente puo’ essere dimostrata come segue.
Osserviamo che
|an + by — (a+ B)| = |an — a4+ by — )| < |an — a| + [bn — )|,

per la disuguaglianza triangolare.

Dato ¢ > 0, si ha che

|

=

A
NI o N o

|an (definitivamente)

by — B| <

(definitivamente)

Dunque

s

5 =¢ (definitivamente).

@+ b — (@ +B)| < 5 +

. L'operazione di limite si comporta bene rispetto all’operazione di somma, an-
che nel caso di una successione convergente ed una divergente.

Proposizione 2 Siano (a,) e (b,) due successioni reali regolari, (a,) abbia limite
« € R e (by) abbia limite 4+oco. Allora anche la successione somma (a, + by) e’
regolare, ed ha limite +o0. In simboli:

lima, =«

limb, = +oco } = lim(ay + by) = 0.

Si ha anche un’altra proposizione, sostituendo il simbolo +oo col simbolo —oco.



Il comportamento dell’operazione di limite rispetto all’'operazione di somma
nel caso di successioni regolari puo” essere riassunto nella tabella

limay, | limb, | lim(a, + by)
o B a+p
lh4 —+o00 “+o00
o —0 —oco
400 —+oo —+o0
— Q0 —Q0 —oQ0
+o00 —0 ?

Nell'ultima riga si e’ messo un punto di domanda in quanto per due succes-
sioni divergenti, una a +oco0 ed una —oo, la successione somma puo’ essere
divergente a +oo, divergente a —oo, convergente, oppure non regolare, come
mostrato dagli esempi seguenti

a b, |a,+ by,

2n —n n

n —2n —n

n —n 0
n+ (=" —n | (=1)"

Si dice che per due successioni divergenti, una a +o0 ed una —oo, il compor-
tamento della successione somma e’ una forma di indecisione.

. La considerazione delle successioni regolari suggerisce di aggiungere all'insieme
dei numeri reali i simboli +co e —c0.

L’insieme ottenuto e’ detto “ insieme dei numeri reali ” estesi ed e’ indicato
con R*, dunque

R* = RU{—o00, +o0}.

L'insieme R si puo’ pensare come l'insieme dei punti di una retta r; I'insieme
R* si puo’ pensare come l'insieme dei punti di una semicirconferenza C, com-
presi gli estremi, tale che C sia tangente ad r e la retta per gli estremi di C
sia parallela ad r; 'immersione dell’insieme R nell’insieme IR* si puo” pensare
come la corrispondenza che a ciascun punto P di r associa il punto P’ di C tale
che P e P’ siano allineati col centro di C; i simboli +oc0 e —o0 si possono pen-
sare come gli estremi di C. Ciascuna successione di numeri reali divergente
a +oo si puo’ pensare come una successione di punti della retta r che si al-
lontana indefinitamente in verso di r; I'immersione di r in C a crea allora una
successione di punti di C che si avvicina indefintamente ad un estremo di C.

. La considerazione della realzione fra i limiti di due successioni regolari e
I'eventuale limite della successione loro somma suggerisce la seguente definzione



di somma nell’insieme R* dei numeri reali estesi.

+ ‘ —o0 B +o0
—00 | —00 —o0 ?
x | —o0 a+f Hoo
+oo | ? +00  +oo

Si tratta di un’operazione parziale; le somme che corrispondono alle forme di
indecisione, cioe’ +0c0 + (—00) e —oo + (4-00) non sono definite.

Possiamo allora riassumere quanto sopra detto riguardo al comportamento
dell’operazione di limite rispetto all’operazione di somma come segue.

Proposizione 3 Siano (ay,) e (by) successioni regolari. Se la somma lim a,, + lim b,
e’ definita in R*, allora anche (a, + by,) €’ regolare, e

lim(a, + b,) = lima, + limb,.

. Limiti e operazioni aritmetiche. Prodotto.

L’operazione di limite si comporta bene rispetto all’operazione di prodotto,
nel caso di successioni convergenti.

Proposizione 4 Siano (a,) e (b,) due successioni reali convergenti, (a,) abbia lim-
ite w € R e (by) abbia limite B € R. Allora anche la successione prodotto (a,by) e’
convergente, ed ha limite af. In simboli:

lima, =«
limb, = B

} = lim(a,b,) = ap.

In altri termini, si ha

bn—>,3} = apyby, — ap,

0 ancora:
lim(a,by,) = lim(a,) lim(by,)
sotto la condizione che lim(a,), lim(b,) esistano e siano € R.

. La proposizione del punto precdente puo’ essere dimostrata a partire dalla
seguente osservazione.

< |anbn — anp| + [anp — af|
= |an| [bn — Bl + |an — o |B|



9. L'operazione di limite si comporta bene rispetto all’operazione di prodotto,
anche nel caso di una successione convergente a un numero diverso da zero
ed una divergente.

Proposizione 5 Siano (ay,) e (by) due successioni reali regolari, (ay,) abbia limite
« € Rcona > 0,e (by) abbia limite +oo. Allora anche la successione prodotto
(anby) e’ regolare, ed ha limite +oo. In simboli:

lima, =a >0 : _
lim b, — oo } = lim(a,b,) = +oo.

Si hanno quattro proposizioni simili a questa; riassunte dalla seguente.

Proposizione 6 Siano (ay,) e (by) due successioni reali regolari, lima, = a # 0,
elimb, = oo, con un dato segno che non indichiamo. Allora anche la successione
prodotto (a,by) €’ regolare, e lim(a,b,) = oo, col segno dato dall’usuale regola.

Il comportamento dell’operazione di limite rispetto all’operazione di prodotto
nel caso di successioni regolari puo’ essere riassunto nella tabella

lima, | limb, | lim(a,b,)
0 0 0
0 B 0
0 00 ?
« B xp
« ) 00
(e,0) (0,0] (e8]

I segni non sono scritti; il segno del prodotto e” dato dall’usuale regola.

Nella terza riga si ¢’ messo un punto di domanda in quanto per una succes-
sione convergente a 0 ed una divergente a oo, la successione prodotto puo’
essere convergente a 0, convergente a un numero # 0, divergente a co, oppure
non regolare, come mostrato dagli esempi seguenti

a, | by | a,by,

1/n? | n| 1/n
1/n| n 1
1/n | n? n

(=1)/n | n | (~1)"

Si dice che per una successione convergente a 0 ed una divergente a oo, il
comportamento della successione prodotto e’ una forma di indecisione.



10.

11.

12.

La considerazione della realzione fra i limiti di due successioni regolari e
I'eventuale limite della successione loro prodotto suggerisce la seguente definzione
di prodotto nell’insieme IR* dei numeri reali estesi.

0
(14
00

~ o olo
3 2 o=
8 8 ~| 3

I segni non sono scritti; il segno del prodotto e” dato dall’usuale regola.

Si tratta di un’operazione parziale; i prodotti che corrispondono alle forme di
indecisione, in sostanza

0-00
non sono definiti.

Possiamo riassumere quanto sopra detto riguardo al comportamento dell’operazione
di limite rispetto all’operazione di prodotto come segue.

Proposizione 7 Siano (ay) e (by,) successioni regolari. Se il prodotto (lim a, ) (lim b,,)
e’ definito in R*, allora anche (a,by,) e’ regolare, e

lim(a,b,) = (lima,)(lim by,).

Convergenza dal di sotto, dal di sopra

Diciamo che la successione (a,) tende al numero reale ! dal di sotto e scrivi-
amo a, — =, o che il limite di (a,) €' I~ e scriviamo lima,, = [, se e solo se
per ogni ¢ > 0 si ha che

an €|l —¢, 1] (definitivamente).

Diciamo che la successione (a,) tende al numero reale ! dal di sopra e scrivi-
amo a, — [, o che il limite di (a,) e’ I e scriviamo lima, = I, se e solo se
per ogni ¢ > 0 si ha che

an € [I,1+¢[ (definitivamente).

Alcuni esempi:

1 (N C O (-1, (=D
- =0, —=—=0; -0, —— A0, —— A0,
n n n n 7L> n 7L>

Limiti e operazioni aritmetiche. Inversione, divisione.

Per ciascuna successione (¢;;) con ¢, # 0 definitivamente, consideriamo la

successione (Cl) degli inversi. Il comportamento dell’operazione di limite

n



13.

14.

rispetto all’operazione di inversione nel caso di successioni regolari puo” es-
sere riassunto nella tabella

lime, | 0~ of

lim (%) ‘ —00 oo

—00 —+o0

0~ 0"

RN | R

Per una successione convergente a 0, manon a0~ o a 0" la successione degli
inversi puo’ non essere regolare; ad esempio, la successione (—1)"/n con-
verge a 0, la successione degli inversi e’ (—1)"n, che non e’ regolare. In realta’
si prova che per ogni successione convergente a 0, manona 0~ oa 0" la suc-
cessione degli inversi non e’ mai regolare.

Per ciascuna successione (a,,) ed per ciascuna successione (b,) con b, # 0

definitivamente, consideriamo la successione (Z—”) delle divisioni.
n

Il comportamento dell’operazione di limite rispetto all’operazione di divi-
sione nel caso di successioni regolari puo’ essere riassunto nella tabella

lima, | imb, | lim <Z—Z>
0

0
0
lé
(14
lé
00
00

3o mo @™o
V3 3 owmerg oo

o0

Ogni 0 si intende che sia uno 0~ o uno 07; ogni oo si intende che sia un —o 0
un +o0; il segno della divisione e” dato dall’usuale regola.

Nella prima e ultima riga si e’ messo un punto di domanda in quanto in tali
casi la successione divisione puo” essere convergente a 0, convergente a un
numero # 0, divergente a oo, oppure non regolare ( si costruiscano degli es-
empi ). Si dice che per due successioni convergenti a 0 e per due successioni
divergenti il comportamento della successione divisione e’ una forma di in-
decisione.

La considerazione della relazione fra i limiti di due successioni regolari e

I'eventuale limite della successione loro divisione suggerisce la seguente definzione

di divisione nell’insieme R* dei numeri reali estesi.

‘ 0 B o
0|? 0 O
x| oo % 0
0|l oo ?



15.

I segni non sono scritti; il segno del prodotto e” dato dall’usuale regola.

Si tratta di un’operazione parziale; le divisioni che corrispondono alle forme
di indecisione, cioe’

0 o)
0 ¢ =

non sono definite.

Possiamo riassumere quanto sopra detto riguardo al comportamento dell’operazione
di limite rispetto all’operazione di prodotto come segue.

Proposizione 8 Siano (a,) e (by,) successioni regolari, con b, definitivamente # 0.

lima,
lim by,

Se la divisione e’ definita in R*, allora anche la successione (Z—Z) e’ regolare, e

lim an\ _ lima,
b,) limb,

Esempi

Consideriamo la successione
n%—n, n=20,1,2,...

Si ha

lim (n? — n) = lim (n?) — limn = +o0 — oo,
una forma di indecisione.

Mettiamo in evidenza 1'addendo di grado massimo
nz—n:n2<1—%).

Siha
lim <n2 (1 — l))) = lim (n?) - lim <1 - %) = 4o00-1= +co.

n

Consideriamo una successione della forma

_an*+bn+c

= =0,1,2,...
rTl dn+€ 7 n O///

dove a,d # 0. Si ha
an*+bn+c _ lim (an® +bn +c) o0

dn+e  lim(dn+e) oo

limr, = lim

4

una forma di indecisione.

Mettiamo in evidenza gli addendi di grado massimo

an2+bn+c_n2<”+%+#> _”(“""%‘l‘%)
dn+e —  n(d+¢) (d+9)

n




Si ha
”(‘H‘%‘I'%) +oo-a

limr, = lim =

@y AT
dove il segno di co e’ quello di a/d.

onsideriamo una successione r,;, n = 0,1,2,... dove r, €’ la frazione di un
C d 0,1,2 d "la f d
polinomio di grado p su un polinomio di grado g :

_gnp+bnp_1_|_...

= , =0,1,2,...
T dnt T 1 !

dove a,c # 0. Mettiamo in evidenza gli addendi di grado massimo

np(a—i—%—i—-~> p—qa—i_%—{—'”
Ty = =nP "
n(c+d+) CHht
Si ha
by .. 00 p>q
limr, = lim nrHiHn—Jr . p=gq
_|_d_|_... c
CTa 0 p<4q
il segnodiccediOe’ quellodia/c.
Consideriamo la successione
11-2"412-5"
= = 12...
hn=1aya 0L

Si ha

11-27412-5"  lim (11-2" 4 12.5")

lim g, = i =
M = A3 3y 147~ Tim (133" + 14 - 77)

813

4

una forma di indecisione.

Mettiamo in evidenza gli addendi di piu” pesanti

)"

11-2"4+12-5" 5" (12+11(3)") (5)” 12 +11(3
14+13(3)

13-3"+14-7" 70 (14 +13(3)") 7

7
5\" 12 +11(%)" 12
1. :1. —= —_— = - —_ =
1m gy 1m<<7) 14+ 13( )n> 0 1 0

Si ha

AN([eS]{6;1] o)



16.

17.

18.

Confronto fra successioni divergenti

Siano (a,) e (by) successioni divergenti. Diciamo che

piu’ velocemente di . 0o
a, diverge come b, sse lim (b—") ={ una #0
piu’ lentamente di " 0

Teorema 1 Fra le successioni divergenti, ciascunua successione esponenziale diverge
piu” velocemente di ciascuna successione potenza, e ciascunua successione potenza
iverge piu’ velocemente di ciascuna successione logaritmo:
d
n an
— — 4o0; - S 4o (0 >0,b>1)
e log, (1)

Questo teorema si puo” dimostrare usando lo sviluppo del binomio di New-
ton.

Limiti e operazioni aritmetiche. Potenze

Dato un numero reale positivo b > 0 ed una successione (c;,), consideriamo
la successione delle potenze (b°") .

Il comportamento dell’operazione di limite rispetto all’operazione di espo-
nenziale nel caso di successioni regolari puo’ essere riassunto nelle tabelle
seguenti

lim ¢, —00 « —+oo

fim (b5) | 07 B° foo o (071
limc —c0 a oo

im (65 [ Too B% 0 (0<b<1).

Piu’ in generale, si puo’ considerare I'operazione di elevamento di una suc-
cessione a potenza con esponente un’altra successione. Ma in realta’ cio’ non
e’ necessario, in quanto ci si puo’” sempre ricondurre al caso di elevamento di
una costante a potenza una successione.

Un esempio. Consideriamo la successione

(/)™ = (L,v2,¥3,V4,..).

Si ha che

1
1 n log(n)
=i = (oB) T = e 0 =1,

Limiti e ordinamento

L’operazione di limite si comporta bene, senza eccezioni, rispetto all’ordinamento
parziale delle successioni indotto dall’ordinamento totale dei numeri reali.
Precisamente:



date due successioni convergenti (a,) e (by) se a, < by, definitiva-
mente, allora
lim(a,) < lim(b,).

In particolare, prendendo come (a,) la successione costante uguale a 0, si ha

se una successione convergente (b, ) ha termini definitivamente maggiori-
uguali a 0, allora
lim(b,) > 0.

Sinoti che se una successione convergente ha termini definitivamente positivi,

il suo limite non e0” necessarioamnete positivo: basti pensare alla successione
1

.
L’ordinamento totale dell’insieme IR dei numeri reali si estende in modo natu-
rale ad un ordinamento totale dell'insieme IR* dei numeri reali estesi ponendo

—00 < o < 400, Va € R.

L’operazione di limite si comporta bene rispetto all’ordinamento per quanto
riguarda tutte le successioni regolari:

Proposizione 9 Date due successioni regolari (a,) e (by) se a, < by definitiva-
mente, allora
lim(a,) < lim(by).



