Algebra delle matrici

Vettori riga, vettori colonna Sia 7 un intero positivo fissato. Ciascun vettore di
R" puo’ essere pensato come una matrice riga oppure come una matrice colonna
(con n elementi).

Per convenzione, identifichiamo ciascun vettore con una la corrispondente matrice
colonna, dunque si avra’

a1
a=(ay,...,an), a=|: , a1 ... ap] =a
an

Usiamo il termine “vettore riga” come sinonimo “matrice riga” e usiamo il termine
“vettore colonna” come sinonimo “matrice colonna”. L’insieme dei vettori riga
viene indicato con R1*", e I'insieme dei vettori colonna viene indicato con R"*1.
Come conseguenza dell’identificazione sopra descritta, talvolta scriveremo R" al
posto di R"*! e scriveremo (IR")" al posto di R'*".

Prodotto di una riga per una colonna. Definiamo il prodotto di un vettore riga a”
per un vettore colonna b aventi lo stesso numero di componenti, come il numero
reale ottenuto moltiplicando ciascuna componente di a’ per la corrispondente com-
ponente di b, e poi sommando. Ad esempio

5
[234]| 6 | =2-5+3-6+4-7=056
7
In generale, si ha
by
T b -
ab:[a1a2...an] : :a1b1+a2b2+-~~+anbn:Zajbj.
: j=1
by

La moltiplicazione di una riga per una colonna aventi diversi numeri di componenti
non viene definita.

Questa operazione puo’ essere utilizzata per rappresentare sinteticamente le equazioni
lineari. Ciascuna equazione lineare nelle incognite x1, ..., x, reali

a1x1 +asxs + - +apx, = b, ay,...,a;,b € R

puo’ essere scritta come
X1
X2
[a1az ... an] | . =D

Xn



e rappresentata sinteticamente come 'equazione lineare nell’incognita x in IR"”

alx = b, al € (R™")*, b € R.

Matrici. Terminologia, notazioni. Siano m ed n due interi positivi fissati. Una
matrice di tipo m X n su R e’ una tabella di m - n numeri reali disposti su m righe
ed n colonne; I'elemento della i—ma riga e j—ma colonna di una matrice si dice in
breve “elemento di posto (i,j)” della matrice. Le matrici di solito vengono indicate
con lettere maiuscole; per indicare che una matrice A ha tipo m X n si usa scrivere
n{ln. L'insieme delle matrici di tipo m X n su R si indica con

]Rmxn

La generica matrice A di tipo m X n viene solitamente rappresentata

a1 412 ... A
A— a1 adx ... 4zp ’
Am1 Am2 --- Amn
oppure, piu’ brevemente,
A= [ﬂi]'}zzl ..... m

0A = [ai]} quando il tipo e’ chiaro dal contesto. Si noti che i e j non hanno alcun
particolare significato, potrebbero essere sostituiti da altri due simboli, come / e k.

Noi useremo talvolta una notazione un po’ diversa, suggerita dai linguaggi di al-
cune applicazioni per il calcolo come Matlab e Octave. Una volta scelto un sim-
bolo, nel nostro caso A, per indicare una matrice, useremo il simbolo Ajj per indi-
care l’elemento di posto (i, ) in A; inoltre, useremo i simboli A;, e A, j per indicare
rispettivamente la riga i—ma e la colonna j—ma di A.

Ad esempio, per

1 2 3 4
A=1|5 6 7 8|,
9 10 11 12
si ha:
3
Ay =7, Awn=1[5 6 7 8], Aa=|7



Prodotto di due matrici. Se il numero delle colonne di una matrice A e’ uguale al
numero delle righe di una matrice B, allora possiamo moltiplicare ciascuna riga di A
per ciascuna colonna di B, ed organizzare questi prodotti in una tabella; otteniamo
cosi’ una matrice detta matrice prodotto (righe per colonne) di A per B, ed indicata
con AB. Ad esempio, si ha

1 o1
- (1-1+2-4 1-24+2-5 1-3+2-6
= 2 071|2|8] _ [3-1+4-4 3:2+4-5 3-3+4-6
s o |L4l5]6] 7 |51+6:452+6:553+6:6
20 | 7-14+8-4 7.24+8-5 7-3+8-6
_7 8_
[ 9 12 15
|19 26 33
~ |29 40 51
| 39 54 69

In simboli, il prodotto di una matrice A di tipo m X n per una matrice B ditipon x p
e’ la matrice AB di tipom x p

A - B = AB

mxn nuxp — mxp

data dalla tabella dei prodotti delle m righe di A per le p colonne di B : 1’elemento
di posto (i,j) in AB e’ dato dal prodotto della riga i—ma di A per la colonna j—ma
diB:

(AB)ZJZAZ*B*], iZl,...,ﬂ’l,jZl,...,p.

Con riferimento agli elementi, si ha

B»;
= [AnAn ... Aw] | 7
By
= AnBij+ ApByj+ -+ AiuByj
n
= ), AuBy.
=1

~~~~~~~~~~

n
cij = ) @iubn.
h=1



La moltiplicazione di matrici estende la moltiplicazione dei numeri reali, nel senso
che le matrici di tipo 1 - 1 sono numeri reali, e la moltiplicazione di matrici di tipo
1-1 e’ la moltiplicazione di numeri reali.

Rappresentazione sintetica di sistemi lineari La moltiplicazione di matrici puo’
essere utilizzata per rappresentare sinteticamente i sistemi lineari. Ad esempio,
ciascun sistema lineare di 3 equazioni in 2 incognite x1, x, in R

apxy+apxy = b
a»1x1 +anx, = by , (al-]-,b € IR)
az1x1 +apxy; = b3

puo’ essere riscritto come

an A ” by
ay1 A { X ] =\ b |,
az1  asp b3

e rappresentato sinteticamente come un’equazione lineare nell’incognita x in IR?
Ax=b, AcR”? beR’

In generale, ciascun sistema lineare di m equazioni in n incognite x1, xp,...,x; in R

(apxyFapxo+ - 4apx, = by
ap1X1 +apxo + -+ ayux, = b
L X1 + ameXo + -+ ApnXn = by

puo’ essere rappresentato sinteticamente come un’equazione lineare nell'incognita
x in R"
Ax=b, AcR"™" bcR"

Matrici unita’. Le matrici quadrate che hanno 1 sulla diagonale discendente e 0
altrove svolgono il ruolo del numero 1, e per questa ragione vengono dette “matrici
unita” ”. Esplicitamente, queste matrici sono

100
L =[1], b:[égy L=|010], ..;
001

la matrice I, unita” di ordine n e” la matrice quadrata di ordine n data da

A | sei=]| .
(In)(z,])—{0 sei Vi,j=1,...,n.



La proprieta’ di queste matrici e’ che
InA=A=Al,

per ogni m, n e per ogni matrice A di tipo m x n.

Verifichiamo la prima parte di questa proprieta’ per m = 2 e n = 3. Per ogni matrice

it

(1 0 ab ¢
LA = 0 1Hdef]

[ 1a+0d 1b+0e 1c+0f
| 0a+1d Ob+1e Oc+1f

a b ¢
= | efl_A'

In generale, la proprieta’ si puo” mostrare come segue. Da una parte si ha

(InA)j= ), (Im)inArj = (In)iAij = Ajj,
h=1,...,m

di tipo 2 x 3 si ha

per ogni i e j; dunque [,,A = A. La dimostrazione dall’altra parte e¢” analoga.

Associativita” Date tre matrici A, B, C di tipi rispettivamente m x n,n x p,p X g,
abbiamo due modi di moltiplicarle per ottenere una matrice, che sara’ di tipom x g :

B)C,  A(BC).

Ad esempio, per A = ] 2},eC:{%},siha

|2 ) [3]-| = 5 |[3]- | 2]

’ 5 [ 40

([3 2] {J): 4|/ =|32|
3 | 24

Quello che abbiamo visto su questo esempio vale in generale. La moltiplicazione di

matrici possiede la proprieta’ associativa: comunque siano date tre matrici A, B,C
di tipi rispettivamente m X n,n X p, p X g, si ha

5
4
3
5
4
3

(AB)C = [
5
A(BC) = | 4
3

(AB)C = A(BC).



Questa affermazione si puo” dimostrare come segue. Da un lato si ha

p

=Y (AB)iCy;
h=1

p

- L

n
Y AiBu,
k=1

Cpj = Z Z A BknCrj;

dall’altro si ha

n

(A(BC))jj = hzl Ain(BC)y;

n
=) Au
=1

p
Y. Bhkckj] Z Z AinBukCy;s
k=1

=1 k=1

si osservi che scambiando 'ordine delle sommatorie e rinominando gli indici di
sommatoria un’espressione si trasforma nell’altra.

Potremo cosi” scrivere un prodotto di piu” matrici senza usare parentesi. Gli ele-
menti
(ABC);;,

della matrice ABC sono dati da

i=1,....mj=1,...,q,

(ABC)jj= ) AuBuCyj.

h=1,..n

Non commutativita’” Sappiamo che il prodotto di due numeri reali non cambia
invertendo l'ordine dei fattori, cioe” la moltiplicazione di numeri reali possiede la
proprieta’” commutativa. Questa proprieta’ non vale per la moltiplicazione di ma-
trici, anzi in generale ci si aspetta che

AB # BA.

Puo’ succedere che un prodotto esista e che 1’altro prodotto non esista:

1 4 5
2[4 5]=] 8 10
3 12 15
e
1

(4 5]]2 non esiste.



Un esempio in cui i due prodotti sono definiti ma diversi:
10 01} |01
00 00| [0O0]
01 101 _ |00
00 00| [0O0]



