Autovettori e autovalori

In questa parte studiamo le funzioni lineari R” — IR"; per quanto visto nella
lezione scorsa, queste sono le funzioni del tipo

X1 a1 ... Qin X1

xn anl PN ann xn
(con a;j costanti in RR), in breve
X — Ax, (x e R")

dove A e’ una matrice quadrata di ordine n. Fra queste, le funzioni piu” semplici
sono quelle del tipo

(con dj, costanti in R), in breve
x — Dx, (x e R")

dove D e’ una matrice quadrata diagonale di ordine n. Vedremo come si possa even-
tualmente ricondurre lo studio di una funzione lineare associata ad una matrice
quadrata allo studio di una funzione lineare associata ad una matrice diagonale.

Autovettori e autovalori

(1) Consideriamo la matrice diagonale
2 0
=165
e la funzione lineare R? — R? x — Ax ad essa associata. Osserviamo che
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Dunque, si hanno le relazioni

Ae; =2e1, Aer = 3ey;



queste relazioni caratterizano completamente la funzione, e si si ha

Ax = A(x1e1 + xpep) = x1Ae; + xpAep = 2x1e1 + 3xze;.
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e la funzione lineare R? — R? x — Ax ad essa associata. Si ha
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(2) Consideriamo la matrice

Dunque, posto
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si hanno le relazioni
AV1 = 5V1, AV2 = 2V2.

I vettori v; e v, sono una base di R?, cosi’ ogni vettore x € IR? si puo’ scrivere in
uno ed un solo modo come

X = Zz1V] + 22V9 (Zi S ]R)
Allora le relazioni di sopra caratterizano completamente la funzione, e si ha
Ax = A(21V1 + 22V2) = z1Avy 4+ 20 Avy = 5z1vq + 225,

Definizione 1 Sia A una matrice quadrata di ordine n. Un vettore v.e R", con v # 0, si
dice autovettore di A se e solo se il vettore Av e’ un multiplo scalare di v. In tal caso, esiste
uno ed un solo scalare A € R tale che

Av = Av;

questo scalare si dice autovalore di A associato all’autovettore v. Uno scalare A € IR si dice
autovalore di A se e solo se e’ I'autovalore di A associato a un qualche autovettore di A.

L’'unicita” dell’autovalore associato ad un autovettore v # 0 si prova come segue:
Av=Ave Av=uv = Av=puv, A—pu)jv=0dacui A—pu=0, A=npu.

Riconsideriamo gli esempi precedenti in base a questa definizione.

(1”) I vettori eq, e sono autovettori della matrice diagonale

2 0
=los)



con autovalori associati 2 e 3, rispettivamente.

(2) I vettori vq, vp sono autovettori della matrice
4 1

A=l2s)
con autovalori associati 5 e 2, rispettivamente.

Polinomio caratteristico

Teorema 1 Sia A una matrice quadrata di ordine n; per uno scalare A € R le sequenti
condizioni sono equivalenti

(1) A e’ un autovalore di A;
(2) 'equazione (A — Al,)x = 0 ha qualche soluzione # 0;
(3) det (AL, — A) = 0.

Dimostrazione
Equivalenza fra le condizioni (1) e la (2). A ¢’ un autovalore di A se e solo se

esisteunv # 0 taleche Av = Av, cioe’
esisteunv # 0 taleche (A, —A)v=0, cioe
I'equazione (A, — A)x =0 ha qualche soluzione # 0.

Equivalenza fra le condizioni (2) e la (3). Dal teorema di caratterizazione delle ma-
trici non singolari si ha in particolare che un’equazione Bx = 0 ha qualche soluzione
# 0 se e solo se det B = 0.

Definizione 2 Per ogni matrice A quadrata di ordine n, e il polinomio
det (Al, — A)
(nell'indeterminata A) si dice polinomio caratteristico di A.

Per una qualsiasi matrice A quadrata di ordine 2 si ha

A0 ap] ap } { A—ayn  —anp }
A — A= — = ;
2 { 0 A ] { ax a2 —ay A —ax

e il polinomio caratteristico di A e’
det (AL, — A) = det [ A—an o }
—ay1 A —ap
= (A —a11)(A —axp) —axan

2
= A" — (a11 + axn)A + a11a2 — a1a1;.



Per una qualsiasi matrice A quadrata di ordine 7, il polinomio caratteristico di A ha
grado n, con coefficiente di A" ugualea 1,

det (AL, —A) = A"+ A" Lo A +cp,
inoltre il termine costante e’ ¢, = (—1)" det A. In particolare, I'equazione
det (AL —A) = A"+ A" T4 A +¢, =0
ha al piu’ n radici (reali o complesse). Dunque

Una matrice quadrata di ordine 7 ha al piu’ n autovalori (reali o comp-
lessi).

Esempio

(2”) Consideriamo la matrice

4 1
a=|3 3]
Il suo polinomio caratteristico e’

A—4 -1
-2 A-=3

I suoi autovalori sono le soluzioni dell’equazione nell’incognita A
A2 —71+10=0,

det(Mz—A):det{ }:(A—4)(A—3)—2:A2—7A+10.

cioe’ sono A1 =5e Ay, = 2.
Gli autovettori cui e” associato I'autovalore A; = 5 sono le soluzioni dell’equazione

nell'incognita x € R?
Ax=5x, (5, —A)x=0,

1 -1 x1| _|O x1—x2=0
-2 2 x| | 0]’ —2x1+2x, =0
sono dunque tutti e soli i vettori del tipo
| _ | P L —
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Gli autovettori cui e’ associato ’autovalore A, = 2 sono le soluzioni dell’equazione
nell’incognita x € R?

7

cioe

Ax=2x, (2L,—A)x=0,

-2 -1 X1 . 0 _ A
= ale]=[o) e

sono dunque tutti e soli i vettori del tipo

{2}:[_22}:4—;} =qvy, q€R-{0}.

4



Autospazi Sia A una matrice quadrata di ordine #n, e sia A, un suo autovalore.
Allora l'insieme costituito degli autovettori di A cui e’ associato ’autovalore A, e
dal vettore nullo

Vi, ={xeR": Ax=Ax}=={xeR": (AL, —A)x =10}

e’ un sottospazio di IR"” non ridotto al vettore nullo, che si dice “autospazio di A
associato all’autovalore A.”



