Matematica Discreta - Principio di Inclusione-Esclusione

1. Si puo’ dire che il principio di inclusione-esclusione descrive un modo in cui si
puo’ ricavare la cardinalita’ dell’insieme unione in funzione delle cardinalita’ delle
intersezioni degli insiemi unendi.

Per due insiemi A, B afferma che

|[AUB| = |A[+|B| - |AN BJ;

e per tre insiemi A, B, C'

|JAUBUC| =|A|+ |B|+|C]—=|ANB|—|ANC|—|BNC|+|AnBNC|.

In generale, per n insiemi Aq, Ag, ..., A, afferma che
n n
|UAi|:Z(_1)h_1 Z |Ai1mAi2m"'mAih|a
i=1 h=1 1<i1 <iz<--<ip<n

in altra forma,
n

Jal=> =0 > 104l

i€[n] h=1 SC[n]: |S|=h i€S
oppure
Jal= > 0 Al
i€[n] 0#SC(n] i€S
dove [n] indica l'insieme {1,2,...,n}.
Si osservi che, se gli n insiemi Ay, As, ..., A, sono contenuti in un insieme finito
), allora

|Q\UAJ = [Q| - ’UAJ =
i=1 i=1
=121 — Y DAL= DD (=DF) Al
0#SC[n] €S SCln] €S
dove si intende che [,y A; = Q. E’ proprio questa forma
€2\ UAZ| = Z (—1)|Sl| ﬂAz|
i=1 5C[n] i€s
ad essere piu’ usata nelle applicazioni.
2. Il primo caso significativo del principio di inclusione-esclusione
’Al U AQ‘ — ’A1’ + ’AQ’ — ’Al ﬂ AQ‘

puo’ essere giustificato dicendo che, cosi’ come al primo membro anche al secondo
membro ciascun elemento di A; U A, viene contato esattamente una volta: quelli
che appartengono solo ad A; danno contributo 1 + 0 + 0 = 1, quelli che ap-
partengono solo ad Ay danno contributo 0 + 1 + 0 = 1, quelli che appartengono
ad A; N Ay danno contributo 1 +1-1 = 1.



3. Questo punto di vista puo’ essere formalizzato opportunamente per dare una
dimostrazione del principio di inclusione-esclusione nel caso generale.

Sia €2 un insieme finito. Ogni sottinsieme A C ) puo’ essere rappresentato da
una funzione

xa:Q—{0,1}

definita da
1 se z€ A

XA(x):{O se v¢& A’

detta funzione caratteristica di A in ). Si noti che la cardinalita’ di un sottinsieme
e’ la somma dei valori delle sua funzione caratteristica:

Al =D xala).

€

Piu’ in generale, possiamo considerare le funzioni
Q=7

dall’insieme ) verso gli interi relativi, e porre:

1= fl@).

z€Q

Si noti che, per ogni sottinsieme A di €2, si ha

Al = [xal-

Possiamo definire la somma due funzioni

fig:Q—1Z,

come la funzione

f+9:Q—2Z, data da (f+9)(x) = f(x)+g(x), Vre.

Questa operazione gode delle usauli proprieta’ associativa e commutativa; il ruolo
del numero zero e’ giocato dalla funzione identicamente nulla

0:Q—Z, 0(z) =0, Vo € Q;

I'opposta di una funzione f €’ la funzione
—f:Q—=7Z, (=f)(z) =—f(z), Vo € .
Si osservi che

|f +al=1f]+lgl,

inoltre
| = fl=—Ifl

4. Siano dunque Aj, A,, ..., A, sottinsiemi di €2. Proveremo l'identita’ fra funzioni
catteristiche

S
X(owpa) = Z[](_l)l Xues o
SC[n



dalla quale il principio di inclusione-esclusione segue direttamente:
[\ UL A =

|X(Q\U?Ai>| = Z (_1)‘S‘X(mi€SAi)
]

SCln

- Z (_1)|S| X(niesay)

SCln]
= Z (=DM Nies Al
SC[n]

5. Diamo ora una dimostrazione di quanto affermato nel punto precedente. In fondo,
questa dimostrazione si basa sul fatto che comunque sia dato un insieme finito

R, si ha
_pel_J 1 se R=0
Z( b _{O se R#0D "’

QCR
che €’ equivalente al fatto che per ogni intero naturale n si ha
B Cwf(m_J 1 se n=0
Z( 1) (h>_{0 se n>0"
h=0
che a sua volta e’ una conseguenza del teorema binomiale.

Per ogni « € Q, consideriamo 'insieme di tutti gli indici i € [n] tali che z € A;,
insieme che indichiamo con S,. !

Si noti che
T E ﬂAi se e solo se S CS,,

€8

IE€<Q\UAZ> se e solo se S, = (.
i=1

Proviamo che, per ogni x € €2, si ha

e che

X<Q\U?Ai) (x) B SCZ[”](_1>ISIX(WQSA1') (33')

Distinguiamo due casi:
e per x ¢ UTA,, si ha
X(a\upar) (@) =1,
e, essendo in questo caso S, = 0,

Z (_1)IS|X(W€SA¢)(:U) = Z (—1)|S| = (—1)0 =1.

LAd esempio, per
Q={a,b,c,d,e}, Ai={cd}, Ay=1{d, e},
si ha

Sa = Sb = (07 SC = {1}7 Sd = {1a2}v Se = {2}



e per z € UTA;, si ha
X(Q\U?Ai)(x) =0,
e, essendo in questo caso S, # 0,

Z <_1)|S|X(mieSAi)(x) = Z (—1)

SCh] SCSs



