Matematica Discreta - Principio di Inversione di Moebius

1. Principio di inversione di Moebius (insiemistico). Si puo’ dire che il prin-
cipio di inversione di Moebius afferma che, comunque sia dato un insieme finito
S ed una funzione g : P(S) — R dall’insieme P(S) delle parti di S verso i numeri
reali, il sistema lineare

Y f(A)=g(B), BeP(S)

ACB

che ha per incognite i valori di una funzione f : P(S) — R, ha una ed una sola
soluzione, data da

f(B) =) (=1)P\Vg(4),  BeP(S).

ACB

Si noti che il numero delle equazioni cosi’ come il numero delle incognite e’ dato
dal numero dei sottinsiemi di S cioe’ 291

2. Dimostrazione. Per ogni B € P(S), 'equazione

S f(4) = g(B)

ACB

si puo’ scrivere nella forma

S €(B,A)f(4) = g(B),
AeP(S)
dove
1 se BDA
g(B7A) =
0 se B2A

Scegliamo ad arbitrio un ordine totale sui sottinsiemi di S.!

Indicate con
=@  &=EB,4)), g=I[9B),

la colonna delle incognite f(A), la matrice costituita dai coefficienti delle incognite
nelle varie equazioni, la colonna dei termini noti g(B), possiamo rappresentare il
sistema sinteticamente nella forma

§f=y

Noi proveremo che la matrice ¢ e’ invertibile, e che la matrice inversa ! ha
elementi
(-1)BMI se BD A
n(B,A) =
0 se B2A

IQue scelta e’ necessaria per potere rappresentare le matrici come tabelle; in realta’ il concetto
di matrice e l'intero calcolo matriciale si possono dare in una forma che non preseuppone alcun
ordinamenteo totale sugli indici.



Da cio’ segue che il sistema ha una ed una sola soluzione, data da
f=¢&"y

cosi’ che per ogni B € P(S) si ha

f(B) =) (=1)"Vg(4).

ACB

. Proviamo ora che la matrice & e’ invertibile e che la sua inversa £€~* ha 1 valori
P he 1 t ’ tibil he 1 I'h 1
previsti; proviamo cioe’ che

pE=1=¢u,

dove I e’ la matrice unita’, che ha elementi

1 se B=A
I(B’A):{O se B#A -~

La dimostrazione si basa sul fatto che, comunque siano dati due insiemi finiti
R,P,con R D P, si ha

1 se R=P
_1)l@Q\Pl — _\IR\Ql —
D N (1
conseguenza del fatto che per ogni intero naturale n, si ha
n_hn_n_n_hn_lsen:()
Bon()-£om() -

conseguenza a sua volta del teorema binomiale.

Da un lato si ha

(Nf) (Bv A) = Z N(Bu C)f(ca A)

-3 (—1)3\0':{3 w g;ﬁ}zum

BDCDA

e dall’altro si ha

(§p)(B, A) = ZﬁBC A)

= D (—1)C\A':{ . g;ﬁ }:I(B,A).

BDCDA



