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Chapter 1

Dinamica del punto

1.1 Forze, momenti, lavoro, potenziale

1.1.1 Forze. Quiete dei punti

La nozione di forza e intuitiva: si tratta di qualcosa di analogo agli sforzi muscolari
che producono effetti meccanici, quali fare passare un corpo dalla quiete al moto,
alterarne la velocita se gia si muove, deformarlo se si tratta di un corpo deformabile;
anche il peso puo essere immaginato come qualcosa di analogo ad uno sforzo muscolare
che tende a trascinare il corpo verso il basso. Si tratta di formalizzare matematica-
mente questa intuizione. Se esercitiamo uno sforzo muscolare, possiamo graduarne
'intensita, scegliere la direzione lungo la quale esercitarlo, e decidere il verso (sp-
ingere o tirare); inoltre gli effetti meccanici potranno essere anche molto diversi a
seconda del punto sul quale lo sforzo muscolare viene esercitato. Basti pensare ad
una leva: la potenza ¢ proporzionale alla lunghezza del braccio, che ¢ la distanza del

punto d’applicazione della forza dal fulcro. Tutto cio porta ad ammettere la seguente:
Definizione 1.1 (Forza come vettore applicato)

1. Per vettore applicato si intende una coppia (A,u), dove A é un punto dello
spazio affine tridimensionale Sz e u un vettore in R3 dove abbiamo fissato la

consueta base orientata.

2. Una forza é univocamente determinata da un vettore applicato (A, F). Il punto
A si dice punto di applicazione della forza; il modulo |F|| := F >0 di F si dice
intensita della forza, la direzione di F linea d’azione della forza, e [’orientamento

di F verso della forza.

Esempio 1 (Forza elastica)
Sia P un punto in S3. Una forza (P, F) applicata in P, di intensita F' = k|| P — O],



diretta secondo P — O, con verso da P a O si dice forza elastica di costante elastica

(o costante di richiamo) k > 0. Possiamo abbreviare scrivendo: (P, F) := —k(P —O).

Dalla definizione precedente risulta immediatamente che la somma di due vettori
applicati e definibile se e solo se i due punti di applicazione coincidono. In tal caso si
pone:

(P,wy) + (Puy) := (P,u; + uy) (1.1.1)

dove u; + uy ¢ 'usuale somma vettoriale. Pertanto:
Due forze possono essere sommate se e solo se hanno lo stesso punto di applicazione.

In tal caso vale la formula:
(P,F1)+<P,F2) = (P,F1+F2> = (P,F) (112)

dove F ¢ lusuale somma vettoriale ¥1 + Fo = F (ottenibile, ad esempio, con la
regola del parallelogramma). Il vettore applicato (P,F) si dice forza risultante di
(PF)), (P,Fs).

Procedendo allo stesso modo possiamo definire la forza risultante di n forze (P, F;) .. .,

(P,F,,) applicate al medesimo punto P:
(P,F))+...+(P,F,)=(P,R), R=)>_F,
i=1

Il vettore R si dice anche vettore risultante del sistema di forze (P, Fy),..., (P, F,) .
Ammettiamo ora come postulato alcune importanti proprieta delle forze. Il primo
e implicitamente contenuto nella nozione stessa di forza. Il secondo ¢ motivato dalle

esperienze pitl comuni.

Postulati sulle forze

I Per alterare lo stato di quiete o di moto di un punto materiale ¢ necessario e

sufficiente applicargli o rimuovergli almeno una forza non nulla.

IT Le variazioni dello stato di quiete o di moto di un punto dovute all’azione di un
numero arbitrario di forze ad esso applicate non cambiano sostituendo alle forze

la oro risultante.
Possiamo quindi dare la seguente definizione

Definizione 1.2 (Sistema di forze in equilibrio) Un sistema di forze si dice in equili-
brio su un punto materiale P se, una volta applicatolo o rimosso da P, non ne altera
le condizioni di quiete o di moto, indipendentemente da qualunqgue altro sistema di

forze agisca su P medesimo.



Ne segue:
Proposizione 1.1 (Equilibrio e quiete)

1. Un sistema di forze applicate ad un punto materiale P ¢é in equilibrio se e solo

se la loro forza risultante é nulla.

2. Se un punto materiale P ¢ in quiete in un certo istante, lo rimane se e solo se

la risultante (P, F) delle forze ad esso applicate é nulla, F = 0.

Osservazione

Caso particolare: il sistema composto da due forze uguali ed opposte in P ¢ sempre in
equilibrio. E fondamentale, per I’equilibrio e la quiete, che il punto di applicazione sia
il medesimo; due forze con vettori uguali ed opposti ma punti di applicazione differenti
non sono affatto in equilibrio! Si prenda una sbarra rigida, e si applichino agli estremi
due forze con vettori uguali ed opposti. Il vettore risultante R € nullo, ma il sistema

si muove eccome!

Dunque il moto & generato dall’applicazione delle forze. La seconda legge della di-

namica, che enunceremo in seguito, rende quantitativa questa affermazione.

1.1.2 Momenti. Quiete dei sistemi

A. Momenti
Sia dato un vettore applicato (A,u), A € S5, u € R3, ed un un punto O € Ss.

Definizione 1.3 Dicesi momento del vettore applicato (A,u) rispetto al punto O
(detto polo) il vettore:

Q0) :=un(0O—-A)=(A-0)Au (1.1.3)

Se il vettore applicato ¢ una forza (P, F), il suo momento Q = (P — O) A F si dice
momento della forza rispetto al polo O; detto a I'angolo fra P — O e F, la quantita
d := (P — O)sina, cioe¢ la distanza fra O e la linea d’azione di F, si dice braccio della
forza. Allora Q = Fd (il valore assoluto del momendo vale 'intensita della forza per
il braccio).

Le seguenti proprieta del momento di una forza (o, piu in generale, del momento di

un qualsiasi vettore applicato) sono evidenti:

1. Il momento di una forza (non nulla) rispetto ad un punto ¢ nullo se e solo se il
punto appartiene alla sua linea d’azione. Intatti il prodotto vettore (P —O) A F

¢ nullo in quel caso e solo in quello.



2. L’operazione di scorrimento di una forza (cioe lo spostamento del suo punto di
applicazione lungo la linea d’azione) lascia invariato il momento di una forza.

Infatti detto P’ il nuovo punto di applicazione si ha
QO)=(P -O)NF=(P —P+P—-0O)ANF=(P-0)\F
perche i vettori P — P e F sono paralleli.

Data una n — pla di vettori applicati (A;,u1), ..., (An, u,), il suo momento risultante

rispetto al punto O & per definizione:

k=1 k=1
Se i vettori applicati sono un sistema di forze (Py, Fy) : k= 1,...,n, il loro momento
risultante rispetto al punto O e:
=Y (P, - O) AFy (1.1.5)
k=1

Osservazione
Se cambiamo il polo da O a Oy # O i momenti risultanti Q(O) e 2(O;) stanno nella

relazione sequente:

Q(0;) = QO)+R A (0, — O) (1.1.6)

Infatti:

Z Ak—Ol /\uk—Z(Ak—Ol+O—O)/\uk:
k=1

k=1

zn:(Ak—O)/\ukﬂL(O—Oﬁ/\Xn:uk:Q(O)+(O—Ol)/\R

k=1
Pertanto, per l'arbitrarieta del vettore O — Oy: wun sistema di forze ha momento

risultante indipendente dal polo di riduzione se e solo se il suo vettore risultante R e

nullo.

B. Sistemi di punti. Forze esterne ed interne

Consideriamo non pit un solo punto materiale, ma un sistema di punti materiali, che
a priori possono essere infiniti (si pensi ad un corpo rigido, o a un corpo continuo
elastico, o fluido). Useremo spesso la parola corpo come sinonimo di sistema di punti
materiali; il caso considereremo maggiormente sara quello di n punti materiali. Ad
esso si riconducono, come vedremo, i corpi rigidi. Per i sistemi di punti si ammette

senz’altro 'affermazione seguente



Postulato (Principio di azione e reazione di Newton)

Se sul punto materiale P agisce una forza dovuta all’azione di un altro punto Q) allora
P esercita su Q) una forza uguale e contraria, con linea d’azione coincidente con la
retta PQ).

Esempio

Se P esercita una forza di attrazione su (), allora () ne esercita una uguale e contraria
su P.

Sia dato ora un generico punto P : kK = 1,...,n di un sistema di n punti materiali.
Sia (Py, Fy) la risultante delle forze ad esso applicate. (P, Fy) sara la risultante fra
le forze interne, cioe quelle dovute all’azione di tutti gli altri punti del sistema, e le

forze esterne,

Definizione 1.4 Si dicono forze interne agenti su Py le forze dovute all’azione degli

altri punti del sistema; forze esterne, tutte le altre. In formule:
(P Fy) = (P FY + FY))

Per il principio di reazione e reazione le forze interne e i loro momenti si cancellano
due a due. Pertanto:
n .
Lemma 1.1 [ vettore risultante R := > F,(;) e il momento risultante (rispetto ad
k=1

un punto O qualsiasi) Q9 (0) := > (P, —0) A F,(f) sono entrambi nulli.
=1

o

Come nel caso del punto materiale, si puo s questo punto dimostrare:

Proposizione 1.2 Condizione necessaria per la quiete di un sistema di n punti ma-
teriali ¢ 'annullarst del vettore risultante e del momento risultante delle forze esterne.

In formule

RC=0, Q€0O)=0 (1.1.7)

Osservazione
Se ripensiamo all’esempio della sbarra ai cui estremi agiscono due forze con vettori
uguali ed opposti, 'annullarsi del momento da la condizione aggiuntiva per assicurare

la quiete.

1.1.3 Lavoro

Una forza (P, F(P, P;t)) si dice costante se cambiando il punto d’applicazione l'intensita

non cambias:

F(P,P;t) =F(Q,Q;t), VYQ#P



Sappiamo dalla fisica elementare che il lavoro di una forza costante e il "prodotto

scalare della forza per lo spostamento”, cioe:
L=F-(Q-P)
Vediamo di generalizzare questo concetto a forze e spostamenti arbitrari.

A. Leggi di forza

Sia data una forza (P, F). Assumiamo che il punto di applicazione P si sposti per-
correndo una traiettoria assegnata v in R® di equazioni parametriche x = z(t),y =
y(t),z = z(t), cioe sia P = P(t) := (z(t),y(t),2(t)). Equivalentemente, SP(t) =
z(t)i+ y(t)j + z(t)k. In generale l'intensita F dipendera non solo da P(¢) ma anche
da P, cige dalla velocita col quale il punto di applicazione percorre la curva, e anche
esplicitamente dal tempo.

Per legge di forza generale intenderemo quindi un’applicazione
(P,P,t) — (P,F(P, P,t)) (1.1.8)

dal prodotto cartesiano dell’insieme delle curve regolari in R? col tempo a valori nei
vettori applicati in R3.

Per legge di forza generale autonoma intenderemo invece un’applicazione
(P, P) — (P,F(P, P)) (1.1.9)

dall’insieme delle curve regolari in R? col tempo a valori nei vettori applicati in R3.

Per legge di forza posizionale non autonoma intenderemo 1’applicazione
(P, t) — (P,F(P,t)) (1.1.10)

Quest’ultima applicazione si dice anche campo vettoriale applicato non autonomo: ad
ogni punto P, che possiamo sempre identificare con un vettore, e ad ogni istante ¢,
associa il vettore applicato (P, F).

La legge di forza posizionale sara ’applicazione
(P) — (P,F(P)) (1.1.11)

Allo stesso modo questa applicazione si dice anche campo vettoriale autonomo, o

semplicemente campo vettoriale.

Esempi



1. Un esempio di legge di forza generale autonoma e la legge di attrito lineare: un
punto che si muove su una curva soggetto a una forza proporzionale alla sua

velocita con segno opposto. In formule:

(P, P) — (P,—\P), A>0

2. Un esempio di campo vettoriale ¢ la forza peso: un punto materiale che si muove

e soggetto a una forza costante. In formule:

B. Lavoro come integrale curvilineo

Sia assegnata la legge di forza generale (P, P,t) (P, F(P, P,t)) e sia assegnata
la traiettoria + del punto di applicazione P. Siano cioe¢ assegnate le componenti
x(t),y(t), 2(t) : t1 <t <ty del vettore P(t) — 0.

Definizione 1.5 [l lavoro L., compiuto dalla forza (P,F(P, P.t) nello spostamento

del punto di applicazione P lungo vy alla velocita P wvale:
L, ;:/ F(P,P,1)-dP (1.1.12)
il
Osservazioni

1. Scriviamo per esteso la (1.1.12). Usando le decomposizioni sulla base canonica
F(-)=F,(-)i+ F,()j+ F.(-)k, dP = [#i + yj + k] dt si trova:

<
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L = /:[Fx(x(t)
+ Fy(m(t),
+ F

y(t), =( £);t)y(t) + (1.1.13)
2(x(t), y(1), 2( (

In questo integrale, ripetiamo, le X (¢),y(t), y(t) sono le equazioni parametriche
della traiettoria v del punto di applicazione P e vanno pertanto considerate

note.
2. Consideriamo il caso di una forza posizionale. L’espressione:
dL:=F -dP = Fy(x,y,z)dzx + F,(z,y,2)dy + F,(z,y, 2) dz (1.1.14)

si dice lavoro elementare o infinitesimo compiuto dalla forza (P,F) quando il
punto di applicazione fa uno spostamento infinitesimo da P a P + dP. Mate-

maticamente, il lavoro elementare ¢ un esempio di 1—forma differenziale. Allora
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per le (1.1.12,1.1.13) si ha

L,=

/t2 [Fo((t), y(t), 2(8))(t) + Fy(2(2), y(8), 2(0))g(t) + F=(x(t), y(1), 2(t)) ()] dt

t1

—

dL, =

dove l'integrale ultimo scritto e il consueto integrale curvilineo di una 1—forma

differenziale.

3. Se lo spostamento del punto d’applicazione si mantiene sempre ortogonale alla
linea d’azione della forza quest’ultima compie lavoro nullo. Questo ¢ vero per
la forza peso se il punto di applicazione viene spostato orizzontalmente. Un
esempio notevole nel caso generale, di forza che compie sempre lavoro nullo pur
dipendendo anche dalla velocita ¢ la forza di Lorentz (P,Fp), cioe la forza che
un campo magnetico P +— (P, H) esercita su un corpuscolo elettrico di carica e.
Si ha infatti

(P,F.) = (P,P AH) = (P,dP A Hdt)

Quindi si ha sempre F L dP e pertanto L, =0 V.

1.1.4 Potenziale

Consideriamo una legge di forza posizionale autonoma (P,F(P)) (campo di forze

posizionali).

Definizione 1.6 Se esiste una funzione differenziabile V : R® — R tale che il lavoro

elementare dL ¢ l'opposto del differenziale di V', cioé se

dL:—dV<:>dex+Fydy+dez:—a—vdx—a—vdy—a—vdz (1.1.15)
ox dy 0z

allora il campo di forze (P, F(P)) si dice conservativo. La funzione V si dice potenziale
del campo di forze.

Esempi

1. La forza peso: (P,F) = (P,—mg). Allora V' = mgz. Poiche di solito si orienta
I’asse verticale verso I’alto, la convenzione del segno — sul potenziale corrisponde

ad assegnare, per la forza peso, valori piu elevati del potenziale a quote piu

elevate.
2. La forza elastica: (P,F) = (P,—A(P — O)), A > 0. Allora
Mo A2 e
V= 2HP O|* = 2(1‘ +y° 4 2%) (1.1.16)
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Osservazione Introduciamo 'operatore differenziale detto gradiente che ad ogni fun-

zione f : R® — R associa le componenti del suo differenziale, calcolate in P:

f(P)— Vpf(P):= (afi Lo, afk)

it 9,0 5 (1.1.17)

Allora condizione di potenzialita (1.1.15) del campo di forze posizionale (P, F(P)) si
riscrive cosl:

F=_V,V(P) (1.1.18)

C. Condizioni affinché un campo di forze sia conservativo.

Teorema 1.1 Un campo di vettori applicati (P, F) ¢é conservativo se e solo se il suo
lavoro su una curva qualsiasi v di estremi P, € R®, Py, € R® dipende soltanto dagli
estremi e non dalla curva, cioe se L, assume lo stesso valore se calcolato lungo ogni

curva vy aventi gli estremi Py e Ps.

Dimostrazione.
Sia Py — O := (x(to),y(to), 2(t0)), P — O := (x(t),y(t), 2(t)). Poniamo:
Ve [CEap =~ [M[EO0) + BO#) + RO d

Po to

jo

Il lavoro del campo (P,F) e F - dP. Se non dipende dalla curva, l'integrale ¢
Py

funzione del solo estremo superiore e V' ¢ in effetti una funzione del solo punto P,

V = V/(P). Verifichiamo ora che in effetti si ha
F = —V,V(P)

cioe il campo e conservativo e V' e la sua energia potenziale. (E del tutto eviddente che
I'energia potenziale ¢ definita a meno dell’addizione di una costante additiva V' (Pp),
che si puo scegliere arbitrariamente). Siccome il punto P & arbitrario, scegliamolo
dapprima sotto la forma P — O = (x(t),yo = y(to), 20 = 2(ty)). Allora g(t) = 2(t) =0
e sl trova:

V= —/t Fo(x(T), 20, y0)&(T) dT

to
Eseguiamo la sostituzione z(7) = y, 7 = z~'(y). Si ha dy = (1) dr, (1) = yo,
z(t) = e pertanto:

V= /t Fo(a(r), v, 20)ic(7) dr = — /y Fu(y, o, 20) dy

to 0

e quindi per il teorema fondamentale del calcolo integrale

8‘/(1‘; Yo, Zo)
ox

Fx(l', Yo, ZO) =
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Scegliendo poi successivamente P sotto la forma P—O = (zg = z(to),y(t), z0 = 2z(to)),
P — O = (w0 = z(to), yo = y(to), 2(t) si trova

8V(m0, Y, ZO)

8V(m0, Yo, Z)
oy ’ '

Fz($07y07z) = - aZ

Fy(x(b Y, ZO) = -

Data larbitrarieta di Py possiamo concludere che F = —VpV(P).
Inversamente, (P, F) un campo di forze conservativo e sia V' la sua energia potenziale.
Allora si ha
/ il = — [ av = —V(P)+ V(Py)
v Po

cioe il lavoro non dipende dalla curva, e cio conclude la dimostrazione del Teorema.

Osservazione.

Notiamo che se l'integrale scritto sopra non dipende dal cammino allora l'integrale
fatto lungo un cammino chiuso ¢ nullo. E’ facile anche mostrare il viceversa. Dunque
una condizione necessaria e sufficiente affinché il campo F sia conservativo ¢ anche

che il lavoro lungo un qualsiasi cammino chiuso sia uguale a zero.

Esercizio.

Mostrare che il campo (P,F) = (F,,F,) : R* — R* con F, = y, F, = —x non &
conservativo.

Soluzione

Consideriamo due curve distinte 7, e 9 congiungenti i due punti Py = (0,0) e P, =
(0,1) nel piano (x,y) come segue: < unisce Py a P, con un segmento verticale;
Yo = 5 UL, dove +4 ¢ il segmento che congiunge Py con il punto (0, —1), mentre 4
congiunge (0, —1) con P; per mezzo della semicirconferenza di raggio unitario, centro

(0,0), passante per (—1,0). Allora si ha

01) _
00) =0

F-dP:/ [ydx—xdy]:—/ xdy=—1xy
71 71 71

Analogamente si trova

/ F.dP -0
Y5

Per calcolare il lavoro del campo lungo 74 passiamo a coordinate polari: = cosyp,
y = sinp. Quando P percorre la curva v 'angolo ¢ varia fra 37/2 e w/2. D’altra
parte, dv = —sinpdyp, dy = cospdyp, da cui ydr — xzdy = —(sin’p + cos®p) dp.

Otteniamo quindi:

w/2
/ F-dP:—/ dp = .
vy 3m/2

Dunque il lavoro dipende dalla curva e cio dimostra 1’asserto.
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Esercizio.
Stabilire se ammette potenziale il campo (P, F), definito sul piano R? privato dell’origine
(0,0), le cui componenti sono

I
T (2 +y?) (2 +y?)

Dimostrare che una condizione necessaria e sufficiente affinche questo campo ammetta

potenziale e che il suo lavoro su un cammino chiuso sia nullo.

Soluzione
Possiamo verificare facilmente che questo campo non ¢ conservativo calcolando il suo
lavoro lungo la circonferenza unitaria con centro 1’origine, denotata sempre . Infatti,
passando come sopra alle coordinate polari x = cosp, y = sinp si trova
7{ PP — ?{ x dg x dy
% 4+ y?
_ ]{cosgo—l—smgpd _ 2m

dp =2 0
cos2y + sinp p=2m#

D’altra parte se restringiamo il dominio di definizione del campo di forze ad un qual-
siasi dominio semplicemente connesso che esclude l'origine si puo dimostrate che il
lavoro lungo qualsiasi curva ivi compresa sara nullo. Il campo di forze ammettera

dunque potenziale.

1.2 Le leggi della dinamica e le grandezze mecca-
niche fondamentali

Le tre leggi della dinamica, dette anche leggi di Newton! sono postulati basati sull’e-

sperienza.

Tsaac Newton, nato nella contea di Lincoln nel 1642, morto a Londra nel 1727. Fu Professore
di Geometria all’Universita di Cambrige, ed in seguito Direttore della Zecca a Londra. Le leggi
sono enunciate nel trattato Philosophiae Naturalis Principia Mathematica, apparso nel 1687. L’altro
suo contributo assolutamente fondamentale alla scienza ¢ ’elaborazione del calcolo infinitesimale, che
ottenne contemporaneamente a Gottfried Wilhelm Leibnitz (Lipsia 1646- Hannover 1716) (e in aspra
concorrenza con lui). Elaboro anche la teoria corpuscolare della luce. Le impostazioni di Newton e di
Leibnitz erano differenti. Il calcolo infinitesimale come e insegnato oggi deriva da quella di Leibnitz
e dei suoi allievi e continuatori (principalmente Johann (Giovanni) Bernoulli (Basilea 1667-Basilea
1748) e Leonhard Euler (italianizzato in Leonardo Eulero: Basilea 1707-S.Pietroburgo 1783).
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1.2.1 Le leggi

A. Enunciato

La prima legge e la legge d’inerzia, enunciata per la prima volta con chiarezza da
Galileo? in una pagina famosa del Dialogo dei massimi sistemi (1632). Noi la enunce-
remo cosl (si noti che nell’enunciato delle tre leggi che seguono le nozioni di corpo e

punto materiale sono identificate):

LEGGE I: (Legge d’inerzia)

Esistono degli osservatori, detti inerziali, rispetto ai quali un corpo P qualsiasi in
assenza di forze ad esso applicate si muove di moto rettilineo uniforme.
Conseguenza di questa legge € che in un sistema inerziale un corpo puo variare la
propria velocita solo se sottoposto all’azione di una forza, come peraltro avevamo gia

postulato. La seconda legge fornisce I'espressione quantitativa di tale variazione.

LEGGE II: (Legge del moto)

In un osservatore inerziale la forza risultante (P, F) che agisce su un corpo P di massa
m gli itmprime un’accelerazione ad essa proporzionale, e inversamente proporzionale
alla massa. In formule:

a=— ovvero F=ma (1.2.19)
m

L’affermazione della proporzionalita fra forza e accelerazione segna il distacco defini-
tivo dalla scienza del moto antica, dominata dalla concezione aristotelica della pro-

porzionalitd fra forza impressa al corpo e velocita da quest’ultimo acquisita.?

2Galileo Galilei (Pisa 1564-Firenze 1642). Studid a Pisa, fu poi Professore di matematica
all’Universita di Padova dal 1593 al 1610. In seguito Matematico presso la corte Granducale a
Firenze. Scopri i satelliti di Giove, gli anelli di Saturno, le fasi di Venere; le leggi della caduta dei
gravi e dell’isocronia del pendolo. A lui si attribuisce anche la codificazione del metodo sperimentale.
Convinto sostenitore della realta fisica del sistema eliocentrico copernicano, fu ammonito nel 1616
dall'Inquisizione a non occuparsi mai piu della questione. La Chiesa aveva infatti decretato contraria
alle Sacre Scritture l'affermazione, come fatto vero, che la terra orbitasse attorno al Sole (mentre
consentiva di ammetterla ex suppositione, cioé in via di mera ipotesi matematica). Nel 1632 pub-
blico il Dialogo dei massimi sistemi ritenendo di non essere venuto meno all’ammonizione. Fu invece
processato dall’Inquisizione, e condannato non solo all’abiura, che pronuncio il 22 giugno 1633, ma
anche alla reclusione perpetua. Gli fu concesso di scontarla nella propria abitazione di Arcetri. Negli
ultimi anni di vita redasse i Discorsi e dimostrazioni matematiche sopra due nuove scienze.

3Ci si pud domandare come mai Aristotele, scienziato rigoroso che cercava di seguire il metodo
sperimentale, sia arrivato alla conclusione sbagliata mentre Newton sia arrivato a quella giusta senza
fare esperienze dirette. La risposta migliore, a mio parere, € contenuta in un brano della prolusione
al primo corso di Matematica tenutosi all’Ecole Normale Superieure a Parigi, letta da J.L.Lagrange,
con a fianco P.S.Laplace (si dira in seguito di questi due grandi matematici) il I piovoso dell’anno
IIT (20 gennaio 1795):

E negli spazi celesti che le leggi del moto si osservano con maggior precisione. Sono
tante le circostanze che ne complicano i risultati sulla terra, che é difficile districarsene,
e piu difficile ancora sottometterle al calcolo. Ma i corpi del sistema solare sottoposti
all’azione di una forza universale, di cui ¢ facile calcolare gli effetti, sono perturbati, nei
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LEGGE III (Principio di azione e reazione)
Si tratta del principio di azione e reazione gia enunciato in precedenza, che si assume
valido in condizioni sia di quiete che di moto.

Osservazioni

1. L’enunciato da noi scelto delle leggi del moto e quello classico, o assoluto. Esso
riflette la concezione assoluta delle forze che agiscono su un corpo qualsiasi,
cioe I'ipotesi che esse non dipendano dal sistema di riferimento e siano dovute
sempre e comunque ad azioni dirette (per contatto), o a distanza, di altri corpi.
Ne segue che le forze che agiscono su un corpo dovranno tendere a zero quando
le distanze fra questo e tutti gli altri corpi tendono all’infinito. Un sistema
inerziale sara quindi quello in cui le distanze fra i corpi in esame e tutti gli altri
si possono considerare infinite. Esempi sono i sistemi stellari e tutti quelli a loro
equivalenti. Sistemi stellari sono quelli con origine in una stella fissa e con assi

orientati verso altre stelle fisse.

2. La Il legge da una possibile definizione di massa di un corpo (punto materiale, in
questa circostanza): e la costante di proporzionalita fra massa e accelerazione.

Piu grande la massa, piu piccola l'accelerazione impressa al corpo dalla forza.

B: Seconda legge ed equazioni differenziali

Consideriamo un punto materiale P di massa m in moto sotto l'azione di legge di
forza generale nel senso della (2.11). Riferiamo il moto ad un sistema inerziale. Sia

P(t) — O la posizione del punto. La seconda legge da:
ma = F(P, P,t)

da cui, per definizione di accelerazione:
d*P

mi

dt?

loro moti reciproci, solo da forze ben note, e sempre cosi piccole affinché l’analisi possa

determinare le variazioni che il trascorrere del tempo ha prodotto e produrra ancora in
questo sistema.

=F(P,P,t) (1.2.20)

Newton infatti trovo la sua legge cercando di dedurre la I legge di Keplero sulle orbite ellittiche dei
pianeti (che ricaveremo in seguito) a partire dalla legge di attrazione universale secondo gli inversi dei
quadrati delle distanze (nota fin dall’antichita, ed infatti egli stesso la attribuisce a Numa Pompilio.
La leggenda della mela compare per la prima volta nelle Lettere filosofiche di Voltaire, il massimo
divulgatore delle idee di Newton negli ambienti illuministici francesi). Aristotele invece eseguiva
esperienze terrestri in cui doveva tenere conto dell’attrito e di tanti altri fattori che complicavano il
fenomeno oggetto di studio.
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Passando poi alle componenti cartesiane otteniamo:

mi(t) = Fy(x(t), y(t), 2(t); &(t), y(t), 2(t); 1)

mij(t) = F,((t), y(t), z(1); 2(2), y(t), 2(1); 1) (1.2.21)

mZ(t) = F(x(t), y(t), 2(1); 2(t), y(t), 2(t); 1)
Si tratta di un sistema di tre equazioni differenziali del secondo ordine, (secondo perche
la derivata di ordine piu elevato & la derivata seconda) scritto in forma normale, cioe
risolto rispetto alle derivate di ordine piu elevato. Le incognite sono le tre funzioni
z(t),y(t), z(t), cioe le componenti cartesiane di P(t) — O, come funzioni del tempo ¢.
A questo proposito notiamo quanto segue:
Assumiamo che le funzioni F,, F}, F, siano funzioni almeno Lipschitziane di tutti i
loro argomenti (cio sara in particolare vero se queste funzioni sono sempre continue
assieme alle loro derivate parziali prime)*. Sia ¢, € R un istante di tempo fissato
arbitrario, dal quale misuriamo il futuro (t > ty) e il passato (t < to). to si dice istante
imiziale. Dal teorema di esistenza e unicita di Cauchy per le equazioni differenziali

ordinarie, valido in queste condizioni, segue il risultato fondamentale seguente:

Teorema 1.2 (Esistenza e unicita del moto)

Siano i punti Py := (x¢,%0,20) € R e Py = (Voz, Voy, vo-) € R arbitrari. Allora
nelle ipotesi precedenti su F esiste (5(P0,P0,t0) > 0 tale che nell’intervallo aperto
Is := (to — 6,to + 0) il sistema di equazioni differenziali (1.2.21) ammette una ed una

sola soluzione x(t),y(t), z(t) tale che

z(to) = %o ito) = Voa
Yto) = Yo Y(to) = voy (1.2.22)
Z(t()) =20 Z(to) = Voz

Osservazioni

1. Le (1.2.22) si dicono condizioni iniziali. Dunque il teorema afferma che esiste
una ed una sola soluzione del sistema che verifica ogni data scelta di condizioni

iniziali.

2. Il teorema sopra enunciato ¢ locale nel tempo, cioe assicura l'esistenza e 'unicita
delle soluzione solo per un intervallo di tempo limitato. Sotto ipotesi piu par-
ticolari sulle componenti di F si puo dimostrare che la soluzione e in effetti
globale nel tempo, cioe esiste V¢ € R. Salvo avvertenza contraria, supporremo

che questo sia sempre il caso. Vedremo pero in seguito un esempio in cui manca

4Una funzione f(z) : I C R — R & Lipschitziana in I se esiste una costante C' > 0 tale che,
V(z,y) € It |f(z) — f(y)] < Clx — y|, cioe se il rapporto incrementale ¢ limitato. Una funzione
Lipschitziana € continua, ma il viceversa non é vero. Se la derivata prima esiste in I , la funzione &
certamente ivi Lipschitziana perche cio equivale all’esistenza del limite del rapporto incrementale.
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I’esistenza globale, perche la soluzione corrisponde ad un moto che raggiunge

I'infinito in un tempo finito.

3. Fissare Py e P, cio¢ le condizioni inziali, significa fissare posizione e velocit
del punto mobile all’istante iniziale. Il teorema afferma quindi che il moto e
univocamente determinato, nel futuro e nel passato, se e solo se oltre alla legge
di forza sono note anche la posizione e la velocita iniziali. Posizione e velocita di
un punto definiscono il suo stato, posizioni e velocita di ogni punto di un sistema
definiscono lo stato del sistema. Quindi la seconda legge della dinamica afferma
che, conosciuto lo stato del sistema in un istante arbitrario, sara determinato lo
stato in ogni altro istante successivo e precedente. Il cosiddetto determinismo

della meccanica classica consiste esattamente in tale affermazione.?

4. 1l passaggio dalla formulazione della II legge come proporzionalita fra forza e
accelerazione e la formulazione in termini di equazioni differenziali con con-
dizioni iniziali non ¢ dovuto a Newton. Esso ha richiesto piu di cinquant’anni
dopo la pubblicazione dei Principia. La traduzione della II legge in termini
delle equazioni differenziali (1.2.21) corredata dalle condizioni iniziali (1.2.22)
¢ dovuta a Eulero (1740), nella sua soluzione del problema dei due corpi che

presenteremo qui di seguito.

1.2.2 Esempi

1. La caduta libera dei gravi. In questo caso la legge di forza ¢ (P, F); F = —mgk.

Pertanto le equazioni differenziali (1.2.21) generate dalla II legge diventano:

mz =0
my =0 (1.2.23)
mzZ = —mg

Scegliamo le condizioni iniziali che descrivano la caduta lungo la verticale di un
grave che parte da fermo. La verticale ¢ collocata lungo 'asse z. Scegliamo

Iistante iniziale nell’origine dei tempi: ty = 0. Esse saranno quindi

zo=10=020=h; &(0)=y(0)=20)=0

5Qui si sta ammettendo implictamente che posizione e velocitd di un punto qualsiasi possano
essere conosciute con precisione arbitraria in ogni istante. La meccanica quantistica nega alla radice
questa possibilita (principio di indeterminazione) ed ¢ in questo senso indeterministica.
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La risoluzione, o integrazione®, delle equazioni (1.2.23) ¢ immediata:

z(t) = azt + b,

x(t) = a,t + b,

2(t) = —3gt* + at + b,
dove ay, by, ay, by, a.,b, sono costanti. Queste soluzioni determinano tutti i pos-
sibili moti che il punto puo fare; quello particolare che cerchiamo va determi-
nato tramite le condizioni iniziali (in gergo: imponendo le condizioni iniziali).
Se infatti si richiede che la soluzione soddisfi le condizioni iniziali si trova:
2(0) =0 = by #(0) =0 = a,; y(0) =0 =by; y(0) =0 = ay; 2(0) = h = by;
2(0) = 0 = a,. Riassumendo: a, = b, = a, = b, = a, = 0;b, = h. Quindi la

soluzione unica, cioe il moto che cercavamo, sara:
L,
) =y(t) =0 () = 5ot +h

che ¢ la legge di Galileo sulla caduta dei gravi. La traiettoria e l'asse z.
Immaginiamo ora che all’istante iniziale il grave possieda una certa velocita, ad
esempio diretta lungo 1’asse delle z (si pensi ad una bomba gettata da un aereo).
In questo caso avremo a, # 0 e il moto corrispondente sara:

1
x(t) = azt; y(t)=0; =z(t)= _ith +h

x
Il moto si svolge dunque nel piano zz. Poiche t = — la traiettoria sara
Ay

o g 2

Quando il grave tocca terra (z = 0) sara gz? = 2ah da cui, facendo a, > 0,

2h

v

2. Caduta dei gravi tendo conto della resistenza dell’aria. Nel problema precedente
abbiamo trascurato la resistenza dell’aria. Si ammette che la resistenza dell’aria
equivalga ad una forza che agisce sul grave che cade, proporzionale alla sua
velocita ma con segno opposto (forza che si oppone al moto), e alla sua massa.
Questa forza di resistenza si aggiunge alla gravitaLa forza risultante che agisce
sul grave sara (P, F) = (P, —mfg — AmP), A > 0 e quindi 'equazione del moto
diventa:

mzZ=-mg—Imz = Z+Ae+g=0.

5La locuzione integrare un’equazione differenziale & del tutto equivalente alla locuzione risolvere
un’equazione differenziale.
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Ad essa associamo le condizioni iniziali di caduta verticale z(0) = zq; 2(0) = vp;
y(0) = 5(0) = 2(0) = 2(0) = 0.
Questa e un’equazione differenziale del primo ordine nell’incognita 2. Per inte-
grarla, riscriviamola cosi:

dz

i \2
a9V

Un’equazione del primo ordine autonoma come questa la si puo integrare tramite
il metodo della separazione delle variabili. Cio significa portare tutta la dipen-
denza dalla variabile ¢ in un membro e tutta la dipendenza della funzione 2

nell’altro. Si ha dunque, moltiplicando per dt e dividendo per g — A2

dz
——— =dt
—g— A2

Integriamo ora ambo i membri rispetto alla loro variabile. Otterremo:

1
—Xlog(g +A2) =t+C = log(g+ A2) = =\t + C) = g+ A3 = ¢ MO

Imponendo la condizione iniziale 2(0) = 0 troviamo:

1
g+ = = C = —Xlog(g + Avg)

da cui
ogg—i_)\z:—)\t:>g+)\z':(g—|—)\’l))€f>‘t:>
g+>\U0 0
.9 gty _ g9, gtAu _y
i=-3 N :>z(t)——xt— 2 ¢ +D

Per determinare la costante D, imponiamo la condizione z(0) = zy. Si trova:

+ v + v _
D=z+2 = O:>z(t):—gt—<g = 0—1>e”

Poiche tliin e ™ = 0, se si aspetta abbastanza a lungo (¢ >> \) il secondo
— 100

addendo sia in z(t) che in Z(t) diventa trascurabile e il moto diventa pressoche

uniforme:

2(t) = —%t, i = —%

L’interpretazione meccanica e la seguente: alla lunga la resistenza dell’aria, che
fa diminuire la velocita, e il peso, che la fa aumentare, si faranno equilibrio.

Infatti, imponiamo 1’equilibrio fra forza peso e resistenza dell’aria. Otteniamo:
—mg— Az =0

.. g
da cul 2 = —=t.
A
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3. Le oscillazioni lineari. Consideriamo, per semplicita nel piano R?, un punto di

massa m mobile sotto 'azione di una forza di richiamo elastica proporzionale
alla sua distanza dall’origine con verso opposto (in gergo, una molla). La legge

di forza sara:
(P,F):=—-k(P—-0)=—k(zi+vyj), k>0

La costante positiva k si dice costante di richiamo. Le equazioni (1.2.21) diven-

tano qui:
mi = —kx
{ mij = —ky (1.2.24)
e le condizioni iniziali:
I’(to) = 2o ZL’(t()) = Voz (1 2 25)
Yycto) = Yo Ycto) = Voy

Per 'integrazione, possiamo limitarci a considerare la prima delle (1.2.24), perche

si tratta di due equazioni identiche. Essa € nota anche come I’equazione del moto

armonico’ .

Le (1.2.24) sono equazioni differenziali lineari. Cio significa che se xy(t), x2(t)

risolvono (ad esempio) la prima allora qualsiasi loro combinazione lineare a co-

efficienti costanti axy(t) + Bx2(t), o € C, 5 € C ¢ ancora una soluzione. Infatti:
2

d ) )
m— (0 () + Bra(t)) = amin(t) + Bmia(t) =

—akz(t) — fkxa(t) = —k(axi(t) + Bra(t)).
Cerchiamone delle soluzioni sotto la forma:
z(t)y=eM Nec (1.2.26)
Sostituendo nell’equazione troviamo
(mA* + k)M =0

Pertanto la (1.2.26) soddisfa la (1.2.24) se e solo se A soddisfa la corrispondente
equazione caratteristica
mA* + k=0 (1.2.27)

Questa e un’equazione algebrica di secondo grado le cui soluzioni sono

Mg = Fiw, w:i=\| L3 (1.2.28)
m

7Oscillatore armonico e oscillatore lineare sono sinonimi.



21

Pertanto le funzioni z(t) := ™!, x5 := ¢! sono soluzione, e per la linearita

anche la funzione
z(t) = a1e™ + ape™™ Va; €C,ap €C (1.2.29)

¢ una soluzione. Si puo dimostrare che in effetti la (1.2.29) e 'integrale gen-
erale dell’equazione, nel senso che ogni soluzione puo essere scritta sotto questa
forma. Per determinare il moto corrispondente alle assegnate condizioni iniziali
(1.2.25) imponiamo che la soluzione generale (1.2.29) soddisfi le condizioni in-
iziali (1.2.25) . Poche z(0) = a3 + a9, ©(0) = iwa; — iway otteniamo il sistema
lineare non omogeneo di due equazioni nelle incognite ay, as (abbreviamo vy,
con yp):
{ a + Qg = o
wa — iwag = v

Poiche o € R, vy € R, w € R le due equazioni precedenti implicano @, = ;.

Pertanto, dalla prima e dalla seconda:

ZTo Vo
§R = — 2 = —_——
a7 2 s NYoA) 2(,‘)
e quindi:
To V0 <l‘0 .UO> —iwt Vo .
x(t)=(——1— e — 41— e = xocoswt + —sinwt
®) (2 Qw) g Ty 0 t o

dove l'ultimo passaggio segue dalle formule di Eulero. Si verifica subito che in

effetti (0) = 2o e #(0) = vg. Ridefinendo le costanti iniziali nel modo seguente:

2
zo = Acosp, vy = —2wAsing <= A = \|x§ + U—O, Y= —arctgﬂ (1.2.30)
2w? Wo

si ottiene

z(t) = Acos(wt + ) (1.2.31)

Questa ¢ la rappresentazione pit consueta delle soluzioni dell’equazione, dette

anche oscillazioni lineari o armoniche, di ampiezza A, pulsazione w, fase ¢.
s

L’oscillazione & un moto periodico, di periodo T := —: infatti z(t + T) =
w

Acos(wt+2m+¢) = z(t); la frequenza v dell’oscillazione vale I'inverso del periodo,

e quindi v = 7 ovvero w = 2mr. Si noti che il periodo delle oscillaziont non

0
dipende dalle condizioni inziali, ovvero 1tutti i modi oscillatori hanno lo stesso

periodo. E questa la proprieta di isocronia delle oscillazioni lineari, o legge di
Galileo.
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Ritornando alle oscillazioni lineari nel piano, potremo scrivere le soluzioni delle
equazioni (1.2.24) nel modo seguente:

it 122

dove le ampiezze Ay, Aj e le fasi ¢1, 5 sono legate alle condizioni iniziali (1.2.25)

dalla relazione (1.2.30). Queste sono le equazioni parametriche della traiettoria

descritta da P. Dunque le proiezioni di P lungo gli assi coordinati descrivono

oscillazioni armoniche della medesima pulsazione. Consideriamo alcuni casi par-

ticolari.

1. ¢1 = @2 + /2. In tal caso le oscillazioni si dicono in fase.

2. 1 = w9 + 3pi/2 In tal caso le oscillazioni si dicono in opposizione di fase.

In ambedue i casi la traiettoria e 'ellisse:
2 2

3. Ampiezze sono uguali, A; = A,, oscillazioni sono in fase o in opposzione

=1

di fase: si ritrova il moto circolare uniforme, e si puo concludere che il moto
circolare uniforme € la composizione di due moti armonici di uguale ampiezza,
frequenza e in fase sui due assi ortogonali.

4. Ampiezze uguali, A; = A,, e fasi uguali. Allora z(t) = y(¢) e le oscillazioni
sono le proiezioni sugli assi x e y di un moto oscillatorio della medesima frequenza

sulla retta y = z.

Esercizio
Determinare la traiettoria nel caso generale.
Soluzione Dalle (1.2.32):

T

. (Wt + 1) = wi + ()
— = cos(w w = arccos(—
Al ¥1 ¥1 Al
x
y = Ascos(wt + o — 1 + 1) = Agarccos(A— + 2 — 1)
1
= Ay [cos(arccos(%))cos(@ — 1) — sin(arccos(%))sin(gpz — 1)
1 1

€T A )
= A2[(E)COS(@2 — 1) — ﬁ\/ A} - x2sin (g — ¢1)*

Poniamo ora:
A | ;
E =D, COS(902 - 901) = q,sm(gpg - 901) =1—q
Allora:
y = paz — py/(1 — ¢)(A} — 22) = (y — pqz)® = p*(1 — ¢*)(A? — 2?)

che e ancora ’equazione di un’ellisse.
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4. Le oscillazioni smorzate Consideriamo, per semplicita sulla retta R, il moto di
un punto soggetto alla forza richiamo elastica di costante £ > 0 e ad una forza
di attrito proporzionale alla velocita che si oppone al moto. In altre parole la

legge di forza sara la seguente:
(P,F) = (P,—k(P —O) —2\P), A>0

Poiche P — O = z, P = & la seconda legge si traduce qui nella singola equazione

differenziale mz = F', e si ha:
mi = —kx — 2\t <= mi+ 2\t + kxr =0 (1.2.33)

alla quale assegnamo le condizioni iniziali x(0) = z(,%(0) = vy. Procediamo
anche qui alla soluzione ponendo x(t) = e**. Sostituendo nella (1.2.33) troviamo
I’equazione caratteristica:

—|—27u+w2:0

12
k A

dove ancora w := {/ —, e 7 := —. Dunque:
m m

pi2 ==y £4/7* — w?

Distinguiamo ora tre casi.

Primo caso: smorzamento supercritico. v > w. In tal caso l'equazione caratteristica
ha due radici reali e negative. Le funzioni z1(t) = e " e zo(t) = e " | 119 = —p112 >

0, risolvono I’equazione, e come sopra l'integrale generale e

2(t) = aje™ + age™

Imponendo le condizioni iniziali per determinare a; e as si ottiene il sistema

-I(O) =1+ a2 =2 V10 — V2Zp V1o — Vol
. — = g = —
£(0) = =11 — ey = 1y V1 — Uy V] — Vs
da cui
1
z(t) = [(r1v9 — szo)e_”lt + (rzo — z/gvo)e‘”2t]
vV — 1

Poiche v15 > 0, si ha tli+m x(t) = 0V (xg,vg). Per di pitu, si vede facilmente che la
— 100

soluzione non si annulla mai se vy > 0, oppurte una volta sola se vy < 0. Il moto

corrispondente si chiama moto aperiodico smorzato.

Secondo caso: smorzamento critico. v = 0. L’equazione caratteristica ha due soluzioni
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reali negative coincidenti: py9 := p = —v. Le funzioni z;(t) = e ™" e x(t) = te™*

risolvono l'equazione, e si puo dimostrare che I'integrale generale e:
_ —vt —vt
z(t) = are™" + agte

da cui, imponendo come sopra le condizioni iniziali:

{ 2(0) = ay = xg

(0) = —vag + ag = vg = ap = Vg + VT

Pertanto:

z(t) = e "xg + (vo + vag)t]

e anche qui la soluzione tende a 0 per ¢t — 400 dopo avere cambiato segno al piti una

volta: moto aperiodico con smorzamento critico.

Terzo caso: moto oscillatorio smorzato. Sia ora w > ~. Allora:

pag ==y ki, ni=yjw?—9%>0.

L’integrale generale sara:
z(t) = are’ + aget = e M (e + age M)

Imponiamo ancora le condizioni iniziali

x(O) = a1 + g = I
£(0) = —(y —in)oa — (v +in)as = vg
(v +in)zo — vo o+ (v —in)xo
2in ’ 2in

:>041:

2:

Procedendo come nel caso delle oscillatori lineari si trova che z(t) puo essere scritto
sotto la forma:

x(t) = e " Acos(nt + )

Dove A e ¢ si esprimono in termini di x,, vy. Si vede dunque che il moto ¢ oscillatorio,
di periodo 27 /1, ma smorzato: dopo ogni periodp 'apmiezza viene infatti diminuita

del fattore e 27/t ¢ tligl z(t) = 0V (29, v9) € R%

1.2.3 Le grandezze meccaniche fondamentali: quantita di mo-
to, momento della quantita di moto, energia cinetica

A. la quantita di moto

Consideriamo la II legge F = ma ovvero, in forma cartesiana:

mi=1F, mj=F, mi=F, (1.2.34)
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Se ad esempio F, = 0, allora

d
—mr=0=—=x=0
dt

Pertanto

Proposizione 1.3 Se la componente della forza che agisce su un punto materiale P
¢ nulla lungo una certa direzione, allora la proiezione di P lungo quella direzione si

muove di moto rettilineo uniforme.
Si definisce ora

Definizione 1.7 Si dice quantita di moto del punto P di massa m il prodotto della

sua massa per la sua velocita:

dP
Q:= m— =mv (1.2.35)
Applicando la seconda legge otteniamo
dQ
X _F 1.2.36

e pertanto la seguente:

Proposizione 1.4 La derivata della quantia di moto del punto P é uguale alla forza

totale ad esso applicata.

Corollario 1.1 Se la forza che agisce su P é nulla la sua quantita di moto si conserva:

Q= Q(O) = Tmvo
dove vq e la velocita all’istante iniziale.

Osservazione
La formulazione (1.2.36) della seconda legge in termini della quantita di moto e piu
generale della formulazioni in termini del prodotto di massa per accelerazione. Essa

rimane infatti valida nel caso in cui il punto abbia massa variabile col tempo.

B. Il momento della quantita di moto

Definizione 1.8 Si definisce momento della quantita di moto di un punto mobile P

di massa m relativo al punto O € R? il vettore:

K,(0) := (P(t) — O) AQ = m(P(t) — O) A v (1.2.37)
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Scriviamo espicitamente, perche ci torneranno utili nel seguito, le componenti carte-
siane del momento della quantita di moto (omettiamo per semplicita di indicare la

dipendenza da t):

Applicando ora la regola di Leibnitz si trova subito:

Lemma 1.2 Siano a e b due vettori che variano come funzioni del tempo nello spazio

euclideo orientato R3. Allora

ia@) AB(0) = 4(0) AB(O) +a(0) Ab(O)

Pertanto, ricordando la definzione di momento di una forza:

Proposizione 1.5 La derivata temporale del momento della quantita di moto di P(t)
rispetto a O é uguale al momento della forza risultante (P, F) ad esso applicata rispetto
al medesimo punto O:

dK+(0)
dt

—,(0), 2(0):=(P(t)—O)AF (1.2.38)

Dimostrazione
Si ha, applicando il Lemma precedente, la definizione (1.8) e la seconda legge:
IK(0) _ d
dt dt
= (P(t)—O)Ama=(P(t)—O)ANF = Q0)

P(t)—O)Amv=vAmv+(P(t)—0)Ama=

il che prova l'asserto.

Pertanto:

Corollario 1.2 Se il momento Q:(O) della forza risultante (P, F) risultante ¢ nullo

allora il momento della quantita di moto K;(O) é costante nel tempo.

Vedremo in seguito un esempio notevole di campi di forze che godono della proprieta

precedente: i campi centrali.

C. L’energia

Dato il punto materiale P di massa m mobile in R?, la sua energia cinetica & per

definizione la quantita:

T(P(#)) = ;m (C;f) _ ;mv2 (1.2.39)
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Sia ora t — P(t) : I — R® un moto effettivo compiuto da P nell’intervallo di tempo

I := [t1, t5] sotto I'azione di una legge di forza generale (P, F). Si ha allora:

Teorema 1.3 (Teorema della forze vive per il punto materiale libero)® I lavoro com-
piuto da (P(t),F) lungo la traiettoria v descritta dal moto P(t) : t € I vale la vari-

azione dell’energia cinetica lungo il moto medesimo. In formule
/ F.dP = T(P(ty)) — TP((t))). (1.2.40)
.

Dimostrazione
Sappiamo che dL., = F - dP. Quindi basta mostrare che, quale che sia la traiettoria ~y
descritta dal moto P(t), si ha

dL., =dT (1.2.41)

Questa equazione e I'espressione differenziale del teorema delle forze vive per il punto

materiale libero. Si ha infatti, per la II legge:

dT'= —md prall 7y ——dt = —  -Fdt=F-dP =dL,

1 dpP\? AP  dP? dP
2 dt ~ de dt

Integrando questa equazione si ottiene la (1.2.40) e cio conclude la dimostrazione.

Corollario 1.3 Supponiamo che il campo di forze (P, F(P)) sia conservativo: F(P) =
—VV(P). Siat — P(t) : I — R un moto qualsiasi. Allora:

T(P(t2)) —TP((t1)) = V(P(t1)) — V(P(t2)) (1.2.42)

Dimostrazione
Dal teorema precedente sappiamo che dL, = dT'. D’altra parte il campo ¢ conserva-
tivo; quindi dL. non dipende da v, e dL = —dV. Integrando otteniamo la (1.2.42).

Cio dimostra 'asserto.

Consideriamo il moto di un punto materiale P sotto l'azione di un campo di forze
conservativo di potenziale V' (P). Definiamo energia totale meccanica, o semplicemente
energia del punto sul moto P(t) la somma della sua energia cinetica e della sua energia

potenziale:

B(t) = 5m (‘Z;) +V(P() (1.2.43)

Allora la (1.2.42) implica immediatamente, per larbitrarieta di ¢; e to:

8Questo teorema fu trovato da Leibnitz nel 1695, correggendo un errore di Cartesio (René
Descartes, La Haye di Tours 1596, Stoccolma 1650), il quale aveva affermato che il lavoro com-
piuto dalla forza valeva la variazione della quantita di moto. Leibnitz definiva vis viva o vis motriz il
doppio dell’energia cinetica. Altra fondamentale scoperta di Leibnitz (la mente pit possente di tutta
la filosofia euro-occidentale, secondo Oswald Spengler) in matematica, oltre al calcolo infinitesimale,
fu il sistema di numerazione binario.
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Teorema 1.4 (Teorema di conservazione dell’energia)
L’energia di un punto materiale in moto in un campo di forze conservativo é costante
nel tempo:

E(t1) = E(ts), Vi, <ty

D. Integrali primi

Sia f(x,v):R® = R, f(x,v) = f(z,y,2;v : vy, v,,v,) una funzione regolare. Sia poi
P(t) = z(t)i+y(t)j + z(¢)k il moto generato dalla legge di forza (P, F) con condizioni
iniziali P(0) = zoi + yoj + 20k, Py = v = vo,d + Voyd + vo:k.

Allora le le leggi di conservazioni esposte in precedenza possono essere formulate in

un linguaggio leggermente differente. Poniamo la seguente:

Definizione 1.9 La funzione f(x,v) = f(x,y,2;v : vz, vy, v,) st dice integrale primo

per i moti dell’equazione mP = F se:

f(l’(t), y(t)v Z(t), ZE(t), y(t)a Z(t)) = f(x07 Yo, 20, Voz, Yoy, U()z)
ovvero se [ rimane costante sui moti.
Esempi

1. Gli integrali primi della quantita di moto: ), := muv, € un integrale primo se
F, =0, Qy := mv, & un integrale primo se F}, = 0, @), := muv, ¢ un integrale

primo se F, =0,

2. Gli integrali primi del momento della quantita di moto:

K, (O) := m(yv, — zv,) costante se ,(0) =0
K,(O) := m(2v, — xv,) costante se €2,(0) =0
K.(O) :=m(zv, — zv,) costante se §2,(0) =0

3. L’integrale primo dell’energia:
1
E = §m(v§ + vg +v?) + V(z,y,2) costante se F=—-VV
cioe se il campo di forze e conservativo.

Vedremo nel prossimo capitolo 1'utilita degli integrali primi.
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1.2.4 Dimensioni delle grandezze meccaniche

Assumiamo come unita di misura fondamentali quelle delle seguenti quantita fisiche:

Grandezze fondamentali

1.

2.

3.

Lunghezza. Simbolo: [¢]. Unita di misura: metro.
Massa. Simbolo: [m]. Unita di misura: chilogrammo.

Tempo. Simbolo: [t]. Unita di misura: secondo.

Queste unita di misura corrispondono al sistema M KS. Assumendo come unita di

lunghezza il centimetro, come unita di massa il grammo, e come unita di tempo il

secondo si ottiene il sistema CGS.

Grandezze derivate

10.

11.

. Superficie. Simbolo: [S]. Dimensione: [S] = [¢?].

Volume. Simbolo: [V]. Dimensione: [V] = [¢3].

ds

Velocita. Definizione: v = e Simbolo: [v]. Dimensione: [v] = [/]t™].
) . d’s . . . L
Accelerazione. Definizione: v = prol Simbolo: [a]. Dimensione: [v] = [¢t™7].

d
Velocita angolare. Definizione: v = d—f Simbolo: [w]. Dimensione: [w] = [t™1].

Forza. Definizione: F = ma. Simbolo: [F]. Dimensione: [F] = [mft?].

Lavoro. Definizione: L = F's = ma - s. Simbolo: [L]. Dimensione: [L] =
[ml?t=2].

Energia. Definizione: E = mv?/2 = Fs = ma - s. Simbolo: [E]. Dimensione:
[F] = [ml*t2).

. Potenza. Definizione: W = L/t = F -v. Simbolo: [W]. Dimensione: [W] =

[me2t3].

Azione. Definizione: A = E -t = ma - s-t. Simbolo: [F]. Dimensione:
[A] = [mt1].

Momento (di una forza). Definizione: Q = F -s = ma -s. Simbolo: [Q].

Dimensione: [Q] = [m¢*t?].
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12. Quantita di moto. Definizione: @) = mv = chj Simbolo: [@]. Dimensione:
Q] = [met™1].

d
13. Momento della quantita di moto. Definizione: K = mv -s = msd—j. Simbolo:
[K]. Dimensione: [K] = [mf*t~1].

Un’equazione che collega fra di loro grandezze fisiche si dice dimensionalmente omo-
genea se tutti i termini che vi compaiono hanno le stesse dimensioni. E ovvio che
equazioni che mettono in relazione grandezze dimensionali (come le grandezze fisiche)
e che non siano dimensionalmente omogenee non possono essere corrette. Questa os-
servazione banale ¢ perdo molto importante, e sta alla base del cosiddetto controllo
dimensionale, che va sempre fatto al termine della soluzione di qualsiasi problema.
L’omogeneita dimensionale ¢ infatti condizione mecessaria per la correttezza della

soluzione.
Esempio
Controlliamo la correttezza dimensionale di alcune delle leggi che abbiamo ricavato

sopra.

1. Teorema del momento della quantita di moto (1.2.38). Il primo membro ha

dimensione [K]/t = [m¢*t~?]. 1l secondo membro ha dimensione Q-s = [mf*t2].

2. Teorema delle forze vive: dL = dT'. Il primo memebro ha dimensione [L] =

[m(?t~2]. Tl secondo membro ha dimensione m - v? = [mf*t2].
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1.3 Due sistemi notevoli: i1 moti rettilinei sotto
I’azione di una forza conservativa e il problema
dei due corpi

1.3.1 Moti rettilinei sotto ’azione di una forza posizionale
A. Definizione.
Consideriamo un punto materiale P in moto sotto ’azione di una forza posizionale

(P,F(P)) diretta lungo I'asse x e che dipende dalla sola coordinata x: F = F(x)i.

Supponiamo inoltre che valgano le seguenti condizioni iniziali:
y(0) = 2(0) =0; woy =1v9, =0

Allora il moto ha luogo lungo 'asse x. Possiamo quindi considerare come problema
a se stante quello di studiare il moto di un punto su una retta sotto l’azione di una

forza posizionale. Si ha subito:

Proposizione 1.6 Una forza posizionale (x, F(x)) definita sulla retta R & sempre

conservativa, purché x — F(z) sia una funzione decente (ad esempio, continua).

Dimostrazione

Poniamo:

Allora —V,V = =V'(z) = F(x) per il teorema fondamentale del calcolo integrale.

Definizione 1.10 Si dice moto rettilineo di un punto materiale sotto ’azione di una

forza posizionale il sistema descritto dall’equazione differenziale
mi = F(x) (1.3.44)

dove © € R e il campo di forze x — F(x) € una funzione differenziabile su un certo

intervallo I C R.

Al solito, ogni soluzione della (1.3.44) con assegnate condizioni iniziali (z¢,vy) indi-
vidua un moto ed uno solo. Nel seguito le nozioni di soluzione della (1.3.44) e di moto

saranno senz’altro identificate.

L’ energia cinetica ¢ la forma quadratica

1
T = —mi?
2
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L’ energia potenziale e la funzione

Via) == [ F(©)d

0

L’energia potenziale V' definisce la forza F'. Dunque per specificare il sistema (1.3.44)
e sufficiente assegnare la sua energia potenziale.

L’energia totale ¢ la somma dell’energia cinetica e dell’energia potenziale:
E=T+V

ed ¢ dunque una funzione E(z, ) delle due variabili (x, %).

Dall’espressione dell’energia meccanica totale
1
E= 5m:;z;(t)2 + V() (1.3.45)

si puo dedurne una per la velocita risolvendo rispetto a &(t):

ﬂﬂ:i%iw—vuam (1.3.46)
Questa espressione, come vedremo ampiamente in seguito, costituisce il punto di
partenza della teoria qualitativa delle equazioni del moto (1.3.44), che analizzeremo
nel seguito. Per ‘teoria qualitativa’ si intende I’analisi di quelle proprieta dei moti che
sono valide indipendentemente dalla particolare forma di f, almeno per classi abbas-
tanza vaste di funzioni F'.

La forma dell’equazione (1.3.44) permette di caratterizzare subito le soluzioni di equi-

librio, o di quiete, definite nel modo seguente:

Definizione 1.11 Una soluzione © = x indipendente dal tempo della (1.5.44) si dice

soluzione di quiete, o di equilibrio, o posizione di equilibrio.
Allora si ha la seguente caratterizzazioni:

Teorema 1.5 Le soluzioni di quiete della (1.3.44) sono tutte e sole le soluzioni t —

x(t) di condizioni iniziali x(0), ©(0) tali che
V'(x(0)) =0, #(0)=0 (1.3.47)

Osservazione
In altre parole: se si colloca un punto all’istante iniziale con velocita nulla nell’ascissa
di un punto critico del potenziale V' esso vi rimane per sempre; viceversa, la soluzione

costante uguale all’ascissa di un punto critico ¢ una soluzione di quiete.
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Dimostrazione

Sia g € R un punto critico del potenziale: V'(xy) = 0. Sia xz(t) = 2oVt. Allora
mi(t) = F(z(t)) = F(z(t)) = =V'(z(t)) = =V'(x9) = 0. Quindi z(t) = zo + v_t.
D’altra parte #(0) = 0 implica z(t) = 2oVt € R.

Inversamente, se z(tf) = z( ¢ soluzione, allora ovviamente #(0) = 0 e 0 = mi =

F(zo) = V'(x0), e quindi xy ¢ un punto critico di V.

B. Esempi

Esempio 1
L’equazione delle oscillazioni lineari, detta anche equazione fondamentale della teoria

delle oscillazioni:

k
i=—-wlr, Ww=-—
m
Si ha in questo caso (fig.9)
i w?r? P2 wir?
T=2, v= E=2
2’ 2 2 * 2

Gli insiemi di livello di energia sono dei delle ellissi con centro all’origine delle coor-
dinate. L’unico punto critico del potenziale ¢ o = 0, e quindi la z(f) = 0Vt € R
e la sola soluzione di quiete. Equivalentemente, zo = 0 e la sola configurazione di

equilibrio.

Esempio 2

Supponiamo che 'energia potenziale sia data dal suo grafico (fig.10). Tracciamo le
curve di livello dei energia §mi2 +V(z) = E.

figg.10 e 11

Le soluzioni di equilibrio sono tutti e soli i punti x tali che V'(z) = 0, cioé i punti di

stazionarieta, o critici, del potenziale V.

Quando si studiano le curve di livello dell’energia, per comodita e utile immaginare
una biglia che rotoli in una buca di potenziale V: in altri termini, una biglia che rotoli
sul profilo del grafico di V(x) nel piano verticale, immaginato come il profilo verticale
di una catena di monti e valli. L’energia cinetica non ¢ mai negativa. Dunque I'energia
potenziale non puo superare ’energia totale. La legge della conservazione dell’energia
permette di determinare facilmente i moti. Infatti su moto I'energia totale e costante.
La (1.3.45) mostra che piu I'energia potenziale ¢ piccola piu il valore assoluto della
velocita e elevato. Infatti in tal caso cresce la differenza fra F e V' nel radicando. Nel

linguaggio della biglia che rotola sul profilo, I’affermazione equivalente ¢ ”la biglia non
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puo uscire dalla buca raggiungendo un livello di energia superiore a quello iniziale.

Rotolando nella buca, la biglia acquista velocita.”

Poiche I’energia potenziale non puo essere piu grande dell’energia totale, le linee di
livello dell’energia hanno come proiezione sull’asse z, dove ha luogo il moto, I'insieme

M(E) dei punti in cui il valore di V' & non superiore di F, cioe
M(E) ={x : V(z) < E}

L’insieme M(E) ¢ 'insieme ”accessibile”, cioe¢ composto da tutti e soli i punti nei
quali i moti possono avere luogo. Abbiamo gia osservato che quanto piu ’energia
potenziale ¢ piccola tanto piu € grande (in valore assoluto) la velocita in accordo con
la (1.3.45) (scendendo nella buca la sferetta acquista velocita mentre la perde quando

risale).

Definizione 1.12 Fiassato un valore di E, dicesi punto di inversione qualsiasi punto
x €R tale che V(x) = E, con V'(x) # 0.

Osservazione
Un punto d’inversione si chiama cosi perche ivi la velocita e nulla, e quindi il moto
inverte la sua direzione.
Ora si ha
FIGURA 3 (A2, p. 96)
Supponiamo ora che ’energia potenziale sia definita su tutto ’asse x. Sia F un valore
non critico dell’energia.
curva potenziale, A2 p.101
Poiché la funzione V' ¢ continua 'insieme M(FE) ¢ costituito da un numero finito, o
al pitt numerabile, di intervalli disgiunti (Fig. 7).

Negli estremi degli intervalli si ha V(z) = E; di conseguenza V'(z) # 0 perché
E ¢ un valore non critico per ipotesi. Per questa ragione ogni punto dell’insieme
OM(E) ={z : V(z) = E} ¢ l'estremo di un solo intervallo aperto in M(FE). Quindi
tutto I'insieme M(E) = {z : V(2) < E} ¢ l'unione, al pitt numerabile, di segmenti
a due a due disgiunti, con, eventualmente, uno o due estremi, tendenti all’infinito,
oppure coincide con tutto 'asse x.
Consideriamo (Fig. ?) uno di tali segmenti, —oo < a(E) < z < b(E) < o0,
V(a) = V(b) = E, V(z) < E per a < x < b. Si noti che se —oo < a(F) e/o
b(E) < +00. a(FE) e b(F) sono punti di inversione.

Proposizione 1.7 Si consideri ’equazione

mi+V'(z) =0, a(E) <z <b(F) (1.3.48)
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con qualsiasi dato iniziale zo tale che a(E) < zo < b(E). Allora, quale che sia la

velocita iniziale vy:

1. Se —o0 < a(FE) < b(E) < oo il sistema (1.3.51) si muove periodicamente, con

periodo

b dx
T(E) =2 1.3.49
0=2) T v )

Per la dimostrazione premettiamo il seguente

Lemma 1.3 Sia a < 11 < 19 < b. Se all’istante t; il mobile passa per x1 con velocita

positiva, il tempo che impiega per arrivare a To vale

2 d£
tg - tl -
/“1 Vi (B =V(g))

mentre se all’istante t; passa per xo con velocita negativa arrivera a xri nel medesimo

(1.3.50)

tempo.

Dimostrazione
Come abbiamo visto, la legge di conservazione dell’energia permette di risolvere in
modo esplicito 1'equazione di Newton (1.3.44). Infatti, per un valore fissato dell’e-

nergia totale F, la grandezza (ma non il segno) della velocita risulta definita dall’e-

i(t) = i,/;(E ~ V(). (1.3.51)

Questa equazione ¢ una ‘formula di quadratura’, nel senso che riduce il problema della

spressione

determinazione del moto t — x(t) a quello del calcolo dell’area di figure piane. Per
essere piu precisi, il procedimento di quadratura ¢ il seguente: dalla (1.3.51) ricaviamo

una soluzione z(t) della (1.3.44) nella forma implicita (per valori di ¢ vicini a ¢y):

t—t[):
L@MmE—W®>

Quindi ’area che sottende il grafico della curva di equazione

(1.3.52)

= v = (2(E-vE)

tra i punti x(to) e z(t) & uguale al tempo che il punto materiale impiega per raggiungere
x(t) partendo da z(ty) all’istante to con velocita positiva ed energia F, finché la velocita

rimane dello stesso segno. Cio e chiaramente sufficiente a dimostrare il Lemma.
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Dimostrazione della proposizione.

Cominciamo col provare che l'integrale generalizzato

b dx
T=2
Z;\/i(E-—VY$»

¢ convergente, essendo V'(a) # 0, V'(b) # 0 (per la precisione si ha V'(a) < 0 e

(1.3.53)

V'(b) > 0). Infatti per b — x > 0 sufficientemente piccolo? possiamo approssimare la
funzione integranda con il suo sviluppo di Taylor attorno a x = b troncato al primo

ordine (incluso):

E—V(z)=E—V{b) — V' 0)(x—b)+O0((x —b)%) = V'b)(b— )+ O((z — b)?)

Quindi l'integrando si comporta come per x — b e cio assicura la conver-

genza dell’integrale generalizzato all’estremg % Il medesimo ragionamento assicura
I'esistenza dell’integrale generalizzato all’estremo a. Dall’esistenza dell’integrale gen-
eralizzato (1.3.53) segue che la formula (1.3.52) definisce una funzione differenziabile
x— t(x) : [a,b] — [t1,t2 = t1 +T/2]. Questa funzione ¢ ovviamente invertibile perche
e > 0 per costruzione. La funzione i ¢ — z(t) ¢ definita e continua nell’intervallo
[t1,t2 = t1 + T/2] e tale che z(t;) = a, z(ty) = b (Fig.4)

FIGURA 4 (A2 p.102)

Facciamo ora vedere che questa funzione soddisfa ’equazione di Newton su tutto ’asse

T
dei tempi. Prolunghiamola innanzitutto nel successivo intervallo di lunghezza 3 per

mezzo della simmetria: x(to +7) = 2(ta —7), 0 <7 < g, che segue immediatamente
dal fatto che 'energia e pari rispetto ad © e dunque ogni linea di livello & simmet-
rica rispetto all’asse x. E’ chiaro che, una volta raggiunto il punto z = a al tempo
ty + g, il moto si ripetera identico a prima, cioe x(t +7T') = x(t), per ogni ¢t > 0. La
funzione x(t), costruita adesso su tutta la retta, soddisfa ovunque I’equazione di New-
ton. Questa soluzione & periodica, con periodo T' dato dalla (1.3.53). Cio conclude la

dimostrazione.
I casi in cui a(E) = —o0 0 b(F) = 400 richiedono una trattazione particolare.
Proposizione 1.8 Sia a(E) > —oo, b(E) = +o00. Allora
1. Se esistono costanti C' > 0, D > 0 tali che
V(r) > -C2* -~ D, VreR (1.3.54)
allora:

lim z(t) = +o0

t—+00

9Cioe per z in un opportuno intorno di b, necessariamente sinistro perche z < b
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dopo al piu un’inversione se vy < 0, e senza inversioni se vy > 0;

2. Se da > 0 tale che
V(z) < —Cx*™* x — +o0

allora ¥ (xg,v9) 30 < t(0, vo) < +00 such that

}E% z(t) = 400
3. Affermazioni speculari valgono se a(E) = —o0, b(E) =< 4+00. Combinando i
due risultati si classifica anche il caso a(E) = —00,b(E) =< +00.

Osservazione
II caso 2) rappresenta un esempio in cui 'equazione del moto non ammette una
soluzione globale nel tempo. Infatti essa tende all’infinito, cioe diventa singolare,

in un tempo finito perche #(xg, vg) < +oo.

Dimostrazione

Riprendiamo la formula (1.3.52). Supponiamo vy > 0. Poiche b(F) = 400 la velocita
non cambia mai segno e il moto procede verso +00. Proviamo ora che ci arriva ma che
ci mette un tempo infinitto ad arrivarci come affermato dalla proposizione. Sempre

per la (1.3.52) abbiamo, data Iipotesi su V'

t—t0>/x d<
~ S\ [2(E + C2? + D))

Questo integrale diverge per x — +oo V E e quindi V (xg, v9). Dunque z — co =
t — +oo, e passando alla funzione inversa si conclude che tlgrnoox(t) = +00. Se
poi v < 0, il moto si invertira a a(E); dopo l'inversione la velocita sara positiva, e
ricadiamo nel caso precedente.

Per dimostrare la seconda affermazione, sempre per la (1.3.52) e I'ipotesi sul potenziale

otteniamo ora:

x d
t—ms/ 3
am¢%u&+0ﬁﬂt+D»

L’integrale ultimo scritto converge per x — +o00. Sia t — t; il suo valore. Passando
alla funzione inversa troviamo lim z(t) = +oo. Pertanto il moto raggiunge I'infinito in

t—t
un tempo finito, e 'equazione differenziale non ha una soluzione globale nel tempo.

Consideriamo ora il caso in cui il livello di energia sia critico, cioe corrisponda ad un

punto critico del potenziale. Si ha:
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Proposizione 1.9 Sia —oco < T < 400 un punto critico del potenziale, V'(T) =0, e
51a

E:=V(7)
il corrispondente livello critico di energia. Allora:

1. Sia T un punto di minimo stretto. Allora M(E) = {T}, ex =T ¢ una soluzione

di quiete.

Sia T un punto di massimo stretto, e siano (xy,vy) condizioni iniziali con xo € M(E).
Allora:

2. Sexy<T, evyg >0, allora
3. Sexqg>7T, evyg <0, allora

Dimostrazione
1. Sappiamo gia che z(t) = T ¢ una soluzione di equilibrio. Il fatto che risulti
M(E) = {T} ¢ ovvio.
2. Consideriamo ancora la formula di quadratura (1.3.52) e dimostriamo che

lim

L T

Infatti, sviluppando in serie di Taylor V(&) attorno a £ = 7, troviamo:

(1.3.55)

E-V(€) = B~ E-V/(®)~ V" @)F &+ OF~&)* = —V'(@) -+ O &)’

Dato che V”(Z), in un intorno sinistro di Z) 'integrando si comporta come —
x _—
pertanto 'integrale diverge positivamente. Dunque ancora per la (1.3.52), e passando

(S

alla funzione inversa, possiamo concludere che

3. Si procede in maniera del tutto analoga.

Osservazione
Le considerazioni precedenti bastano ad esaurire i casi rimanenti nella situazione di

livello di energia critico.
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1. a(E) = —o00, T = b(E).

Se vy < 0, allora non si ha mai inversione e lim z(t) = —oo. Se vy > 0,

t—o0

lim; 4o z(t) = T.

2. —oo < a(FE), V'(a(E)) < 0,7 =b(E).
Se vy < 0, il moto z(t) inverte la sua direzione in a(F) e lim;_ o z(t) = Z. Se

vo > 0, lim;_., o, (t) = T senza alcuna inversione.

3. —x < a(E), V'(a(E)) =0, V"(a(E)) < 0; T = b(E).

Se vy < 0, limy— o0 2(t) = a(E); se vg > 0, limy, 1o () = 7.
4. Se T = a(F), la discusssione ¢ completamente analoga.
Si noti infine che se uno almeno dei punti per cui V(z) = E ¢ un massimo di V il

moto sul livello di energia E non potra mai essere periodico.

1.3.2 1l problema dei due corpi e le leggi di Keplero

A. Problema dei due corpi. Separazione del moto del baricentro

Siano dati due punti P, e P, di masse m; e msy che si muovono in R? sotto 1'azione di
un campo di forze conservativo di potenziale V(P; — O, P, — O). In altre parole, su

P agisce il campo di forze (P, F1) e su P il campo di forze (P, Fy).

Qui abbiamo riferito il moto ad un sistema inerziale orientato di origine O, e assi
(i,j,k). Pertanto P, — O = xii + y1j + 21k, P, — O = z9i + yoj + 20k.  Allora
V(P —O,P,— 0) =V(x1,y1, 21; T2, Y2, 22), € I'espressione esplicita dei due campi di

forze come gradienti del potenziale eé:
Fi=—VVp =———i— —j— —
Fy:=—VVp=——+i-—j— —k.

Ammettiamo ora che il potenziale V' dipenda solo dalla distanza reciproca dei due

punti:

V(PL=0,h-0)=V([|P - ) = (1.3.56)
V(21— 22) + (1 — 1)* + (21 — 22)?)

Le equazioni del moto sono allora:

d’P, d’P.
my dt21 =-—=VVp, my =

= —VVhp,. (1.3.57)
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Il problema mecccanico definito da queste equazioni del moto si chiama problema dei

due corpi.
Definizione 1.13 Si definisce:

1. Baricentro, o centro di massa dei punti Py e Py, il punto G di coordinate:

_ my (P — O) + ma(P, — O)

G-0: (1.3.58)
mi + mo
2. massa ridotta la massa
mims
mi= ————
mi1 +mao

3. Coordinata relativa il vettore P = Py, — P,. Denotando:
X1 — X=X, Y1—Y2:=Y, 21— 2y:=2
si trova P — O = i+ yj + zk.
Allora si ha:

Teorema 1.6 Consideriamo il baricentro G, e il punto di massa ridotta m e coordi-

nata relativa P. Allora:
1. Il baricentro G si muove di moto rettilineo uniforme;

2. Il moto del punto di massa m e coordinata relativa P é generato dall’applicazione
della forza di potenziale di V(||P — O||), cioé:

d*P
m—z = =VpV(|P = Ol) = ~VV(y/a? + y* + %) (1.3.59)

Dimostrazione

1. Si ha, ponendo M := mq + ms:

2G PP, P,
M —
az = Mg T e

= —VVp —VVp =0

perche, per la (1.3.56), VV p = —VVp,. Dunque G ha accelerazione nulla e il suo
moto ¢ rettilineo uniforme.
2. Consideriamo ora il vettore P = P, — P;. Moltiplicando la prima delle equazioni

del moto (1.3.57) per may, la seconda per m; e sottraendo si trova facilmente

d*P
mlmgﬁ = —(m1 + mg)va (1360)

e cio conclude la dimostrazione.
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Osservazione
Noti i moti G(t) e P(t), i moti Pi(t) e P(t) si ricavano subito. Si ha infatti, dalle
definizioni precedenti:
{ G-o=""r -0+ (P-0)
mo mq
P=(R-0)~ (P -0

da cui
Pi(t) = 0 = (G(t) = 0) = —2—(P(t) = 0)
m M T My (1.3.61)
Py(t) = 0 = (P(t) = 0) + (G(t) = )

mi + mao

B. Conservazione del momento della quantita di moto. II Legge di Keplero.

Definizione 1.14 Un campo di forze posizionale (P, ¥ (P)) si dice centrale con centro
O se l'intensita |F(P)|| dipende solo dalla distanza di P dall’origine, cioé da ||P—O||,

e la direzione ¢ quella di P — O.

Detto dunque r := ||P — O] = \/2? + y? + 22, esistera una funzione r — P(r) :
10, +00[— R tale che potremo scrivere

P—-0
F=3>o(r)e,; e := P=oj (1.3.62)
In altri termini, e, e il versore radiale.
Esempio
Il campo di forze generato dal potenziale V(||P — O||) = V(r) ¢ centrale. Infatti:

v (P 2 ) v (B Y k) = vy 2O
VeV (r) = V'(r) <8xl+ it 8zk> =) (Fi+ L+ 2k) =V 5ol

Inversamente, si ha per verifica diretta:

Proposizione 1.10 Ogni campo di forze centrale é conservativo. Il potenziale vale:

Esercizio.
Calcolare 'energia potenziale del campo newtoniano.
Soluzione

Si ha " "
Vi(r)= —/ ——dr = -

Consideriamo ora il momento della quantita di moto del punto P rispetto a O:

dP
K,(0) = m(P(t) = O) A .
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Proposizione 1.11 In un campo di forze centrale il momento della quantita di moto

K:(O) si conserva lungo il moto:

at
Dimostrazione
dK,(O) B dP dP AP

=m(P(t) —O)ANP(r(t))(P(t) —0)=0

Dunque K;(O) non dipende da ¢. Un campo di forze centrale ammette quindi I'integrale

primo K;(O) = K(O) del momento della quantita di moto.

Corollario 1.4 [l motot — P(t)— O di un punto sotto l'azione di un campo di forze

centrale giace sempre in un piano.

Dimostrazione
Sia K(O) > 0. Possiamo scegliere il sistema di riferimento in modo tale da fare
coincidere l'asse z con la direzione costante di K(O). Denotando K il valore assoluto
di K(O), si avra:

K(0) = K,(O)k = Gk (1.3.63)

o dpP - . . dP .

Poiche (P(t) — O) A i Gk, e il piano sotteso dai vettori P(t) — O e —p ¢ per-
pendicolare a k, posizione e velocita giacciono sullo stesso piano V¢. Il moto di P ¢
piano; piu precisamente, contenuto nel piano zy. Sia ora K = 0. In tal caso P(t) — O
e g sono paralleli; poiche g e tangente a P — O essi giacciono sulla stessa retta.

Cio conclude la dimostrazione.

D’ora in poi, considereremo solo i moti per i quali G # 0, escludendo cosi i moti

rettilinei.

Riferiamo il moto piano ad un sistema di coordinate polari (Cinematica, §1.1.5), con

polo O e raggio vettore P — O = re,. Calcoliamo l’espressione di K. Si ha, essendo

P(t) — O =r(t)e,, ar

=re, pe,:
o re, + rye,

K(0) = me, A (e, +r¢e,) = mr’pk = K = mr?¢
Definiamo ora welocita areolare la quantita
(1.3.64)

Allora si puo affermare:
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Proposizione 1.12 La velocita areolare di un punto in moto sotto l'azione di un

campo di forze centrale ¢ costante.”

Questa proposizione ¢ un modo di formulare la II legge di Keplero. Tuttavia la
velocita areolare ha un’interpretazione geometrica semplice, che sta alla base della
formulazione originale di Keplero che ora otterremo.

Osserviamo anzitutto che la dimensioni di A sono 2t~1, cioé un’area nell’'unita di
tempo. In effetti, 'area dS descritta da P nel tempo dt vale (a meno di infinitesimi
di ordine superiore) 2A. L’area dS e pari, infatti, all’area del triangolo di base dP,
lati r(t), r(t 4+ dt) e angolo dy in O, opposto alla base dP.

figura della velocita areolare

Algebricamente: r(t + dt) = r(t) + O(dt); la base del triangolo vale r(t)sindy, e

I'altezza r(t); quindi a meno di termini di ordine almeno dpdt si avra:

1 as A
dS = —r*dp = — = =
2" YT T 2

Possiamo pertanto enunciare la IT legge di Keplero in una formulazione assai piu vicina

a quella originale:!'!

IT legge di Keplero
Il raggio vettore P(t) — O di un punto in moto in un campo di forze centrali spazza

aree uguali in intervally di tempo uguali.

C. Conservazione dell’energia. Riduzione alle quadrature.

Facciamo ora vedere che I'energia del moto del punto di massa ridotta puo essere
espressa in funzione della sola coordinata radiale del moto piano, della velocita radiale

e della velocita areolare.

Proposizione 1.13 L’energia totale di un punto di massa m mobile in un campo di

0Detta anche costante delle aree.

1 Johannes Kepler (italianizzato in Giovanni Keplero), nato a Weil nel Wiirttemberg nel
1571, morto a Regensburg (Ratisbona) nel 1630, astronomo alla corte dell’Imperatore Rodolfo II
d’Absburgo a Praga. Enuncio le sue leggi nel trattato Astronomia mova, pubblicato a Praga nel
1609. Egli riferiva le orbite planetarie ellittiche della sua I legge non al sistema copernicano, come
si fa oggi, ma al cosiddetto sistema ticonico, introdotto dal suo maestro Tycho Brahe (Skane, Dani-
marca, 1546-Praga 1601), suo predecessore nella carica di astronomo imperiale. Nel sistema ticonico
i pianeti orbitano attorno al sole, che a sua volta orbita attorno alla terra considerata fissa. Le
osservazioni che hanno condotto Keplero a enunciare le sue tre leggi, in gran parte eseguite da Tycho
Brahe, riguardavano il movimento dei pianeti, in particolare di Marte. Egli enunciava la seconda
legge cosi: le aree spazzate dal raggio che congiunge il pianeta al sole sono proporzionali ai tempi
impiegati a percorrerle. Il moto dei pianeti ¢ descritto dal potenziale newtoniano. A differenza della
prima e della terza, pero, la seconda legge ¢ valida anche nel caso di un potenziale centrale arbitrario
e pertanto oggi la si enuncia come sopra.
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forze centrale vale

1 mA?
E = gmi® +Va(r), Va(r):==V(r)+ 55

(1.3.65)

2

Il potenziale V4(r) si dice anche potenziale efficace: il termine potenziale cen-

212
trifugo.
Dimostrazione
Si ha:
1 s 1 1 A2

T = Jmlie, +r¢e,) = sm(i? +r°3%) = Sm(i* + )

Qui abbiamo usato I'integrale delle aree, A = 2, per eliminare ¢. Poiche il potenziale

eV(r),e E=T+V, la (1.3.65) ¢ dimostrata.

L’energia totale sopra si conserva. Dunque si trova la dipendenza di r da t con una
quadratura, come nei problemi unidimensionali del paragrafo precedente. Si ha infatti,

dalla conservazione dell’energia E:

;= \/2(E — Va(r))

m

dove abbiamo scelto il segno positivo della radice in accordo con la discussione del

paragrafo precedente. Pertanto:

Proposizione 1.14 Ogni moto t — 1, (t) ad energia E della coordinata radiale r

con la condizione iniziale r(0) = 1o € la funzione inversa dit — tg,,(r) definita da

u dr
tEmT =
0=, Z(B—V4(r)

(1.3.66)

Osservazione
Se oltre al raggio iniziale assegnamo anche la velocita radiale iniziale vg, ’energia del

moto corrispondente rimane determinata:

1
E=FE)= §mv§r + Va(ro)

del segno) dall’espressione precedente.

Noto il moto ¢ — r(t) (omettiamo d’ora in poi per semplicita la dipendenza dalle con-
dizioni iniziali) della coordinata radiale 'integrale delle aree fornisce immediatamente

il moto dell’anomalia. Infatti da A = r%¢ otteniamo subito:
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Corollario 1.5 Ogni moto t — @(t) dell’anomalia con la condizione iniziale p(0) =

o € dato da:

tdr 9.
t) = A/O 207 dr + ¢y, A=rido (1.3.67)

L’equazione della traiettoria si dovrebbe ottenere eliminando ¢ fra le equazioni r = r(t)
e o = p(t). Tuttavia l'esistenza dei due integrali primi permette di evitare il calcolo
esplicito di queste funzioni, che non si riesce a fare nemmeno nel caso newtoniano

come vedremo. Si ha infatti:

Proposizione 1.15 L’equazione dell’orbita in coordinate polari e

A/p?*dp
_/m% TS (1.3.68)

Dimostrazione
Si ha (con il consueto abuso di notazione)
olr) = plilr)) = £ = 2.
Pertanto, dato che ¢ = A/r?, troviamo
dp dpdt A/fr?
dr  dtdr %(E—VA(T’))

e integrando fra ry e 7 otteniamo ’equazione dell’orbita in coordinate polari (1.3.68).

D. Determinazione delle orbite del problema di Keplero.

Dicesi problema di Keplero il moto in un campo centrale con potenziale

V(T) _ _kmlmg
r
Calcoliamo anzitutto la dimensione della costante k. Poiche [kmyms/r] = [E] =
[ml?t=2], e [r~1] = [£7Y], risulta:
(K] = [m~"0%¢ ]

Osserviamo ora che se il potenziale ha questa forma, le equazioni (1.3.60) e (1.3.70)

danno
d?pP B kM
a2 2
Pertanto possiamo applicare tutte le formule precedenti facendo m = 1 e V(r) =

kM
———. Il potenziale effettivo V4 avra ora l’espressione:
,

kM N A?
r or2’

Le traiettorie generate da questo potenziale si trovano esplicitamente.

VA(T) = —
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Teorema 1.7 Comunque si scelgano l'energia E(ro,vo,) e la costante delle aree A(rg, ¢o)
I’equazione delle traiettoria é:

_ p
1 +ecos(p— o)

A e
P=uar C7 VT e

Dalla formula generale sopra dimostrata
r Adp

TOp\/ E VA

(1.3.69)

dove:

Dimostrazione

si ottiene tramite integrazione

A kM

r A

k2M2 + costante
2F +

@ = arccos

1
In dettaglio: si operi la sostituzione 2 = ~. Sex =p lsihap=a"tdp=—22¢e
p

quindi

r Adp B /; Adx

rop2\/2E+2’“7M—;‘—22_ L \2FE + 2kMx — A%x2

B / Adzx 2 Adu
VA + EE (-2 Ja-s \JepE v EE o

A

kM
con 'ulteriore sostituzione x — —— = u. Ora:

AQ

b
/ \/% = arccos(b/C') — arccos(a/C)
a — U

2F  k2M?
Pertanto, con C' := et
A kM A kM
0= arccosr—’gQ — arccosro—él2
2F + BN 2F + =Y
e quindi
A kM A kM
0= arccos—I—A__ _ arceos—ro__A

2E+k2M2 2E+k2M2




47

da cui
A kM A kM
? B A . . To A
© — g = arcCoS——————= ' P := —aIcCOS—F/———=
28 + 15 2B + B

FIGURA 26 e 27 (A1, figs. 34 e 35, p. 43)

Introduciamo le seguenti notazioni

_A72 - 1+£A2 (1.3.70)
P=mr “7 VT e -

Si ottiene cosi ¢ — o = arccos Kp — 1) / e} ovVVero
r

p

T =
1+ ecos(p — o)

che ¢ la (1.3.69). Cio conclude la dimostrazione del teorema.

Corollario 1.6 La traiettoria (1.3.69) é una sezione conica di parametro p ed eccen-

tricita e. La conica ha un fuoco nell’origine ed é:

1. Un’ellisse, se |e| < 1; in particolare una circonferenza se e = 0.
2. Una parabola, se |e| = 1.
3. Un’iperbole, se |e| > 1.

Dimostrazione
La (1.3.69) ¢ la cosiddetta equazione focale di una sezione conica. Per vedere che
in effetti definisce una conica, la trasformiamo in coordinate cartesiane: facendo

cos(p — o) = — si trova r = p — ex e quindi
r
(1 —e*)a® 4+ y* + 2epx = p?

Questa ¢ la nota equazione cartesiana di una conica con i fuochi lungo I’asse x. Essa
e chiaramente un’ellisse per |e| < 1, una parabola per |e = 1 e un’iperbole per |e| > 1.

Cid dimostra il Corollario.

Osservazioni

Sia F < 0. Allora:

1. La traiettoria ¢ sempre un’ellisse perche in tal caso |e] < 1 per la (1.3.70).

2. Nel caso della circonferenza si ha r., = p mentre I’energia vale
1 k2 M?

Eer = Va(p) = o A2
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E. L’ellisse di Keplero. La I e la III legge

La traiettoria sara dunque un’orbita nel caso in cui essa sia ellittica. Ammettendo
che l'interazione fra sole e pianeta sia data dalla forza di atttrazione newtoniana, e
assumendo il sistema di riferimento eliocentrico, abbiamo cosi dimostrato la

I legge di Keplero

Le orbite descritte dai pianeti sono ellissi di cui il sole occupa uno dei fuochi.
La quantita p si chiama parametro della conica, mentre e si chiama eccentricita .

Osservazioni

1. Se si ammette che i pianeti siano in moto in un campo centrale di gravitazione 2,
si puo dimostrare che la prima legge di Keplero implica la legge dell’attrazione

universale di Newton V' = —kM/r.

2. Un’ellisse con piccola eccentricita € molto simile a una circonferenza. In effetti,
se ¢ e un infinitesimo del primo ordine, la differenza tra i semiassi e del secondo
ordine: b = ay/1 — €2 ~ a(1 — €?/2). Ora, le eccentricita delle orbite dei pianeti
sono molto piccole. Per questo motivo la scoperta della I legge di Keplero fu

molto faticosa.

Il parametro e l’eccentricita sono legati ai semiassi a e b dalle relazioni

p D 2p
2a:(1_d—kﬂ+{):(1_é) (1.3.71)

2_b2 b2
e=-=YC T _ -2 (1.3.72)
a a a

dove ¢ = ae ¢ la distanza dal centro al fuoco (Fig.35). Infatti, le distanze radiali

minime e massime dall’origine sono determinate dai punti di inversione del moto

radiale, cioe dalle soluzioni dell’equazione E — V4(r) = 0. Esplicitamente, poiche
V=—kM/r:
kM A2
EFE4+——-——=0
+ r 2r2
da cui: Af
1 1 1+e
— = —[kM £ VE2M? +2FEA%| = ——(1+e) =
— = kM £ VI RRER] = (ke =

Qui abbiamo tenuto conto delle definizioni (1.3.70). Dunque la distanze radiali minima

e massima sono

R Z ro— p

— 4= )
1—¢’ 1+e

r_

1213 cui intensitd diminuisca con la distanza, il che permette di escludere la forza elastica di
potenziale r2.
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Esse prendono naturalmente il nome di perielio e afelio. Inoltre, ovviamente, la somma
ry + r_ vale la lunghezza dell’asse maggiore dell’ellisse, e questo prova la formula

(1.3.71).

La seconda legge di Keplero: la velocita areolare ¢ costante, ¢ valida, come abbiamo

visto, in qualsiasi campo centrale.

La terza legge di Keplero si enuncia come segue:

IIT legge di Keplero

I quadrati dei periodi di rivoluzione di due pianeti che si muovono su diverse orbite
ellittiche stanno tra loro come © cubt dei corrispondenti assi magqgiort.
Dimostrazione.

Indichiamo con 7' il periodo di rivoluzione. Si noti che, con le notazioni usate sopra,

deve essere T' =T, = T,,. Indichiamo poi con S 'area spazzata dal raggio vettore del

A
pianeta nel tempo 7. Si ha 25 = AT, dato che o) e la velocita areolare. Ora S ¢

uguale all’area dell’ellisse, che vale wab; dunque T' = 27?%. E poiché

S A?JkM kM b= A? 1 A
1—e?  2(E|A?/k2M? 2|E| kM P|E|A/KM  \/2|E|
2k M M
allora 7' = (2|7Z€|)3/2: ora 2|E| = ka' Dunque
T — 2 a3/2

VEM

e cio conclude la dimostrazione.

Si osservi che I'energia totale £ dipende unicamente dal semiasse a dell’orbita e che e
la stessa per tutta la famiglia di orbite ellittiche (dal cerchio di raggio a al segmento

di lunghezza 2a).

F. Descrizione dei moti Kepleriani

Dicesi Kepleriano il moto di un punto che descrive la sezione conica di equazione
p

—— sotto 'azione della forza di attrazione newtoniana di costante
1 + ecosp

polare r =

k.

Proposizione 1.16 L’energia totale di un moto Kepleriano qualsiasi vale
kM
E=—-—""-(1-¢%
2p
Corollario 1.7 L’energia ¢ negativa, nulla o positiva a seconda che [’'orbita sia un’el-

lisse (le| < 1), una parabola (|e| = 1) o un’iperbole (|e] > 1).
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Dimostrazione
Abbiamo L i
M M
V=—""=—-""(1+ ecosyp)
r p
lungo il moto Kepleriano. Inoltre, per la seconda legge di Keplero
. A
Y=
r
. drdp Adr Adr_l
r== = = —
de dt  r?2dy dy
1 1
Poiche — = - ccosy I’energia cinetica del moto kepleriano sara
r p

2

1 A
T = (417" = sz[GQSin% + (1 + ecosp)?]

2
Sommando con I’energia potenziale e ricordando che p = 5 si ottiene infine I’espressione

dell’energia totale

kM kM
E=T+V =——(e*+ 1 — 2ecosp + 2ecosp — 2) = ——— (1 — €?)
2p 2p
e cio prova la Proposizione.
Rimangono da ricavare le equazioni parametriche del moto, cio¢ le funzioni r(t) e ¢(t)
che esprimono la variazione temporale del raggio vettore e dell’anomalia. Ci limitiamo

a considerare i moti ellittici, 0 < |e] < 1. A questo proposito si ha:

Proposizione 1.17 Le equazioni parametriche dei motu ellittici sono:

r(t) = a[l — ecosu(t)]

(1.3.73)
@ = 2arctgy | 1 j Ztang[u(t)/ﬂ

Qui la funzione t — u(t), detta anomalia eccentrica, € la funzione inversa della u —
t(u) : [0,T] — R, dove

t(u) = a%(u — esinu).

VEM

Dimostrazione
La quadratura per il tempo vista al punto C) da, considerata la forma presente del

potenziale V()
r rdp

rain V 2Ep? + 2kMp — A?

dove al solito assumiamo il mobile nel perielio all’istante iniziale con velocita positiva.

t =

Teniamo ora conto che il moto si svolge sull’ellisse Kepleriana. Avremo quindi
kM P A? 9 k2 M>? A? 9 9

EFE=—|F|, —=—— = —_— = — _— =
ElLSm =1 =% g AEE 2B




ol

e pertanto

261 +2kMr — A* = 2|E|

EM\?  K2M?2 A2
2|E| 4|E>  2|E|

= 2|E| {CL2€2 — (r— a)ﬂ

da cui

t

1 /T rdr
B \/2|E| /rmin \/a262 —(r—a)?

Ora operiamo la sostituzione

r = a(l — ecosu) (1.3.74)

che da immediatamente (si noti che 7y, = a(1 — e) corrisponde a u = 0)

1
t=——a

VEM

Osserviamo che, nel caso ellittico |e| < 1, quest’ultima equazione pud sempre essere in-

tit tt funzi del t Infatti dt !
vertita per ottenere u come funzione del tempo. Infatti — =
p p du Tl

Inserendo la funzione u(t) nella (1.3.74) otteniamo la r = r(¢). La variabile ausiliaria

%(u — esinu) (1.3.75)

a%(l — ecosu) > 0Vu.

u si dice anomalia eccentrica per la ragione che ora vedremo. Osserviamo intanto che,

essendo 1T =

s
a%, se definiamo ¢ = T allora ¢ varia fra 0 e 27 ed € pertanto

S

un angolo, e la (1.3.75) si riscrive cosi:
0 =u — esinu (1.3.76)

Questa e 'equazione di Keplero. Essa lega I’anomalia eccentrica u all’angolo ¢, detto
anomalia media, che varia linearmente col tempo: ¢ = wt, dove w = % e la pul-
sazione del moto Kepleriano. Rimane ora da determinare la variazione temporale
dell’anomalia ¢ delle coordinate polari, detta per ragioni evidenti anomalia vera. A
tale scopo si puo ricorrere alla costruzione geometrica originale di Keplero, che motiva
il nome di anomalia eccentrica per I’angolo u

Figura dell’anomalia eccentrica

Per via puramente algebrica: 1’equazione dell’orbita implica r(1 + ecosp) = p =
a(1—€?) e cioe rcosp = a(cosu — e). Sommando e sottraendo membro a membro con

13

la r = a(1 — ecosu)! si ottiene subito

\/Fcosg =/a(l — e)cos%, \/?sing =/a(l+ e)sing

2% - SiHQ%,COSQ§ + sinzg =1

13Tenendo presente che cos?¢ = cos
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da cui, dividendo membro a membro, otteniamo la formula che lega ’anomalia eccen-

%) 1+e U
r_ — 1.3.
tang2 \/ . etang2 (1.3.77)

e cio conclude la dimostrazione.

trica all’anomalia vera

Osservazioni

1. Per determinare le equazioni parametriche del moto r(t) e ¢(t) occorre in ogni
caso invertire ’equazione di Keplero, cosa che non si puo fare esplicitamente,

ma solo tramite sviluppi in serie a piccola eccentricita'®.

2. L’anomalia media varia di 27 a ciascun ritorno del pianeta al perielio, e pertanto

si dice anche epoca del passaggio al perielio.

Conclusione: determinazione completa dei moti kepleriani

Fissate le condizioni iniziali rg, 7, o rimane fissato un valore degli integrali primi F
e A. Sia assumano rg, 7o, @ tali che F < 0, A # 0. Allora rimane fissata un’ellisse
Kepleriana con un fuoco nell’origine. I suoi semiassi a e b e il suo parametro p sono
dati dalle formule (1.3.71.1.3.72). Il moto lungo I'ellisse Kepleriana, cioe la variazione
col tempo del raggio vettore e la variazione col tempo dell’anomalia vera, e descritto

dalle equazioni parametriche (1.3.73).

Esercizio
Determinare la seconda velocita cosmica vq, cioe la velocita che un corpo deve possedere

per sfuggire all’attrazione terrestre.

Soluzione.

Per sfuggire all’attrazione terrestre il corpo deve potere descrivere un moto del prob-
lema dei due corpi di energia totale positiva, e cioe la sua velocita iniziale deve essere
tale da immetterlo su una traiettoria iperbolica. La seconda velocita cosmica vy €
pertanto la velocita iniziale di transizione fra moto ellittico e moto iperbolico: essa

corrisponde quindi ad un moto parabolico, che richiede |e| = 1, dove e & 'eccentricita
_r
1 + ecosp
funzione del valore assoluto v della velocita iniziale. Conviene scegliere come dato

iniziale uno dei due vertici della conica, perche ivi la velocita ¢ puramente trasversa'®.

della conica di equazione polare r = Esprimiamo questa condizione in

111 metodo canonico di farlo & quello di scrivere lo sviluppo in serie di e per la funzione inversa
u = u({; e) secondo il metodo di Lagrange, da lui introdotto nel 1774 proprio in questo contesto.

BInterpretando queste condizioni iniziali come quelle del lancio di un veicolo spaziale, il lancio
avviene con velocita orizzontale ad una quota di qualche decina di chilometri sopra un punto qualsiasi
della terra, raggiunta con una spinta verticale dei propulsori
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. Si trattera del ver-

La distanza del vertice dal fuoco ¢ come sappiamo rq = 7 P

+e
tice piu vicino o piu lontano a seconda che sia e > 0 o e < (0. Pertanto avremo
2
pv . .
A= = rov. D’altra parte sappiamo anche che p = ——, da cui
T+te ° P PP =M
Pty (1.3.78)
PR A _ 3.
To kM

.....

L (1.3.79)
To

(Si noti che saremmo arrivati allo stesso risultato scegliendo ry = ] b

v

e imponendo
in tal caso e = —1). Ora nel caso presente possiamo senz’altro assumgre ro = 6.3 % 106
m (raggio della terra) e kM = 9.8r3 (m?/sec?). Infatti qualche decina di chilometri
¢ una distanza trascurabile rispetto al raggio della terra, e kM = 9.8r2 ¢ la consueta
approssimazione della legge della gravitazione di Newton valida per corpi di massa
trascurabile rispetto quella della terra e distanza del pari trascurabile rispetto al raggio

della terra. Dunque
vy =2 x 9.8 x 6.3-10°m/sec ~ 11.2 km/sec

F. Soluzione del problema dei due corpi con il potenziale newtoniano

Riprendiamo 'osservazione dopo il Teorema 1.6. Assumiamo che le condizioni iniziali
del moto del baricentro siano G(0) = Go, Gy = 0. Allora G(t) — O = Gy — O.
Assumiamo inoltre che la forza di interazione fra P; e P, sia generata dal potenziale

newtoniano:
km1 mo

P - B
Sappiamo inoltre che noti i moti G(t) e P(t) sono noti anche i moti Pi(t) e Pa(t).
Riscriviamo infatti la (1.3.61):

V(I[P = Pf) :=

Pit) =0 = - (Glt) = 0) = 2 (P() = O)
Pot) =0 = -2 (P(1) = O) + 2 (G(1) ~ O)

Ora per la trattazione precedente P(t) — O = re, = r(t)[cosp(t)i + sing(t)j], dove le
funzioni t — r(t) e t — ¢(t) sono il raggio vettore e 'anomalia vera del punto P di

massa ridotta. Pertanto i moti dei due punti saranno:

Pi(t)—0 = e (G-0)-— M 7(t)[cose(t)i + sing(t)j]
mf o mytme my (1.3.80)
R(t) -0 = r(t)[cosp(t)i + sinp(t)j]) + (G -0)

mi + Mo my + me
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Le traiettorie di ambedue i punti sono delle ellissi, iperbole o parabole, a seconda

dell’energia iniziale.

Osservazione finale

Supponiamo ora che una delle due masse sia trascurabile rispetto all’altra, ad esempio
my rispetto a my. Allora P, ¢ il baricentro immobile e P; descrive una sezione conica.
Nel caso generale, se m; non e trascurabile rispetto a mso, e ammettiamo che I'energia
iniziale sia negativa, Pi(t) e Py(t) descriveranno ellissi nel medesimo piano con un
fuoco in comune nel baricentro. Se m; << my, ellisse descritta da P, sara molto piu
piccola, e percorsa molto piu lentamente, di quella descritta da P;. Se ora assumiamo
che m; sia la massa di un pianeta, e mo quella del sole, questo e il moto del sistema
sole-pianeta visto da un osservatore inerziale, ad esempio un osservatore legato alle
stelle fisse.

Un osservatore inerziale posto a grande distanza dal sistema planetario vede dunque
il corpo pesante muoversi molto lentamente su un’ellisse che si discosta poco dal
baricentro, e quello leggero muoversi molto velocemente su un’altra ellisse con un

fuoco in comune alla prima che si discosta molto di piu dal baricentro medesimo .

Questa constatazione ha fatto pendere definitivamente la bilancia a favore del sistema

copernicano eliocentrico'® nella scelta del sistema a cui riferire il moto di rivoluzione.

161] sistema eliocentrico, di cui si trova menzione gia nel Fedone di Platone, che attribuisce a Filolao
di Tebe (vissuto nel VI secolo a-C.) la considerazione della mobilita della terra e dell’immobolita
del sole, fu adottato dai due piu grandi astronomi dell’antichita prima di Tolomeo: Aristarco di
Samo (meta del IV secolo a.C.) e soprattutto Ipparco di Nicea (II secolo a.C.). L’origine di questa
concezione e del tutto naturale se si considerano i moti degli altri pianeti del sistema solare visti dalla
terra. Infatti essi appaiono talvolta retrogradi, cosa spiegabile ammettendo che possano orbitare tutti
a velocita differenti attorno ad un centro comune. Fu ripresa in modo autorevole e sistematico da
Nicolo Copernico nel trattato De revolutionibus orbium, pubblicato a Norimberga nel 1543, anno
della sua morte. Nikolaj Kopernik, latinizzato in Nicolaus Copernicus e italianizzato in Nicolo
Copernico, nacque a Torun sulla Vistola, in Polonia, nel 1473. Mori a Frauenburg (Frombork) nel
1543. Studio diritto a Bologna, Roma, Ferrara, dove si laureo in Diritto canonico (era destinato alla
carriera ecclesiastica). Negli anni fra il 1497 e il 1499, studente a Bologna, esegul molte osservazioni
astronomiche sotto la guida di Domenico Maria Novara. Rientrato in Polonia, dopo molte altre
osservazioni, specialmente sul moto di Marte, si convinse della necessita del sistema eliocentrico, e
passo il resto della vita a redigere il suo trattato.

Il sistema geocentrico consiste nell’accettare come sistema a cui riferire il moto dei pianeti il sistema
tolemaico, in cui la terra ¢ immobile, mentre il sole e i pianeti descrivono orbite costruite come
combinazioni di moti circolari uniformi, detti epicicli, a partire da un moto circolare uniforme fonda-
mentale, detto deferente, il cui centro & la terra. Questo sistema si chiama cosi perche dovuto, nella
sua forma a noi pervenuta, a Claudio Tolomeo, astronomo di Alessandria vissuto a meta del II secolo
d.C. 1l trattato di Tolomeo, intitolato Sintassi matematica, € meglio noto col nome di Almagesto,
corruzione araba dell’appellativo greco n peyiorn, Popera piu grande. L’Almagesto condivide con
gli Elementi di Euclide il primato di opera scientifica pit studiata nella storia dell’'umanita. Gli
epicicli servivano a descrivere il moto retrogrado apparente dei pianeti, che & talvolta retrogrado
come, ripetiamo, chiunque di noi puo osservare ad occhio nudo. E da notare che anche Copernico
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Infatti il sole ha una massa molto piu grande di quella di qualsiasi pianeta, ed e
naturale prenderlo come origine del riferimento per descrivere le rivoluzioni di tutti i

pianeti.!”

ammetteva che i moti potessero essere esclusivamente circolari e uniformi, e pertanto continuava a
servirsi degli epicicli.
1TA lusi i ’ i 1 i dell’eli i del i
conclusione, riporto un’osservazione sulla questione dell’eliocentrismo e del geocentrismo,
dovuta a uno dei piu grandi fisici del secolo scorso, che a me sembra particolarmente felice:

E giusto affermare con Copernico che i pianeti orbitano attorno al Sole, ma non é
sbagliato affermare con Tolomeo che sono il Sole e i pianeti ad orbitare attorno alla
Terra. (Arnold Sommerfeld)
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1.4 La dinamica relativa

1.4.1 Equazioni del moto nel sistema relativo

La seconda legge della dinamica vale in un sistema inerziale, nel quale per definizione
un punto non soggetto a forze si muove di moto rettilineo uniforme. Ricordiamo
che noi abbiamo postulato la natura assoluta della forze che agiscono su un corpo
qualsiasi, e cioe che esse siano dovute all’azione diretta, o a distanza, di altri corpi.

E un dato di esperienza comune, tuttavia, che esistono dei sistemi di riferimento in
cui cio non e vero. Se I’autobus sul quale stiamo fermi in piedi frena, cioe subisce una
decelerazione, noi subiamo una spinta in avanti che ci fa cadere se non opponiamo
un’opportuna resistenza. In altre parole, noi acquistiamo un’accelerazione, e il nostro
stato di quiete cambia, anche se su di noi non agisce alcuna forza. La II legge in
un sistema non inerziale sara quindi diversa da quella enunciata sopra, nel senso che
dovranno comparire altre forze oltre a quella assoluta, dette apparenti. Cominciamo

col definire queste forze.

Definizione 1.15 Consideriamo il punto materiale P in moto rispetto a due riferi-

menti Sy e Sy1. Sia Sy inerziale, e (P,F) la forza che agisce su P in Sy. Definiamo:

1. Moto relativo il moto osservato dal sistema S1, non necessariamente inerziale;

moto assoluto il moto osservato dal sistema inerziale Ss.

2. Forza di trascinamento che agisce su P la forza (P,F.), F, := —ma,. a, ¢
Uaccelerazione di trascinamento di P.
3. Forza di Coriolis che agisce su P la forza (P,F,.), F.:= —2mw Av,. 2w AV, é

l’accelerazione di Coriolis di P, v, la sua velocita relativa.

Osservazione

Le forze di trascinamento e di Coriolis sono indipendenti dall’osservatore inerziale,
cioé non variano al variare dell’osservatore inerziale. Cio e conseguenza del fatto, gia
osservato in cinematica, che a, e a. sono nulle nel cambiamento da un osservatore
inerziale ad un altro. Nel seguito quindi potremo parlare senz’altro di forze di trasci-
namento e di forza di Coriolis senza menzionare la trasformazione da un particolare

osservatore inerziale a quello non inerziale che stiamo considerando.

Denotando al solito a, ’accelerazione relativa, possiamo allora trovare la seconda legge

della dinamica in un sistema di riferimento relativo:
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Teorema 1.8 L’equazione del moto di un punto materiale di massa m vista da un

osservatore relativo € la sequente:
ma, =F+F, +F, (1.4.81)

cioe 'equazione del moto che competerebbe al punto visto da un osservatore inerziale,

purché si facciano agire sul punto, oltre alla forza assoluta, anche le forze apparenti.
Osservazioni

1. Si tenga presente che la (1.4.81) va scritta nel sistema relativo Sy; in altre parole,
la legge di forza assoluta F(P, P, t) e le forze apparenti F, F. vanno riespresse
in termini delle coordinate del sistema S;. Non bisogna confondere i sistemi S

e Sy per non incorrere in errori grossolani.

2. Dalla (1.4.81) segue immediatamente la condizione necessria di equilibrio re-
lativo, cioe la condizione necessaria affinche P sia in quiete rispetto all’osservatore

S
F+F, +F.=0. (1.4.82)

Come sempre, la forza risultante applicata a P deve essere nulla se P deve essere
in quiete. Se poi la velocita inziale relativa € nulla, la condizione (1.4.82) ¢ anche

sufficiente per la quiete relativa.
3. Calcoliamo 'espressione delle forze apparenti. La forza di Coriolis vale
F.:= —ma, = —2mw A v,. (1.4.83)

D’altra parte, tenendo conto dell’espressione (1.2.37) dell’accelerazione di trasci-

namento, che qui riscriviamo nel modo seguente

d*0,
rot, tr —
v A dt?
a=u0AP—-0)+wAwA(P-0)

T

a, =a" +a

si ha
_ Ttr rot .__ tr rot
F,=F"+F" :=—ma] —ma (1.4.84)
dove F" = —ma!" & la forza di trascinamento di traslazione e 7" = —ma’® ¢

la forza di trascinamento di rotazione.

4. La componente —mw A w A (P — Oy) di F° vale mw?(P — O;) per quanto
abbiamo visto in cinematica. Essa e diretta da O; verso P e pertanto si chiama

forza centrifuga.
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5. Si noti che se la velocita angolare ¢ nulla sono sempre nulle tanto la forza di

Coriolis quanto la forza di trascinamento di rotazione.

Esempio
Torniamo ai passeggeri in piedi sull’autobus che accelera da fermo. Supponiamo che
d*0O, 0
m——r
dtQ ) 1
I'origine del sistema solidale all’autobus. I passeggeri subiscono quindi una forza nella

il moto dell’autobus sia rettilineo. In tal caso F. = 0, e F, = th = —

direzione del moto ma nel verso opposto, e quindi cadranno all’indietro se questa forza
di trascinamento non viene compensata da un appoggio, mentre cadranno in avanti

se l'autobus frena.

Esercizio

Dimostrare che nell’emisfero boreale la forza di Coriolis devia verso est ogni corpo in
caduta libera.

Soluzione

La verticale e I’asse terrestre individuano un piano (verticale). €2 ¢ diretta lungo 1’asse
terrestre, orientata verso nord, e P & orientata in senso discendente. Il vettore @ A P
giace nel piano tangente alla sfera terrestre in P (si assume che altezza dalla quale
il corpo cade sia trascurabile rispetto al raggio della terra). Prendiamo 'origine in P
e allineiamo gli assi y e x secondo il parallelo e il meridiano in P, rispettivamente.
Se poi come di consueto orientiamo 1’asse x con versore i verso nord, e ’asse z con
versore k verso 'alto, il versore j dell’asse y sara orientato verso ovest (regola della

mano destra). Ora €2 ha componente nulla lungo I'asse y e pertanto:
QAP = (Qi+ Q.k) A (—vk) = Q0]
D’altra parte, per definizione:
F. = —2mQA P = —2Q,vj

La forza di Coriolis e cosi diretta verso est e pertanto il moto viene deviato in tale

direzione.

1.4.2 Effetti della rotazione terrestre: la deviazione dei gravi
in caduta e il pendolo di Foucault

A. Riduzione alla sola forza di Coriolis

Studiamo in maggior dettaglio I'influenza della rotazione della terra sulle esperienze

di laboratorio. Poiche la terra ruota in modo praticamente uniforme, si puo supporre
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Q = 0. Consideriamo ora la forza centrifuga. Fissiamo un sistema di riferimento
terrestre (cioe solidale nella terra), collocando 'origine nel centro della terra, I'asse z
lungo la verticale, e gli assi x,y ortogonali a z e quindi diretti come gli assi nel piano

tangente alla superficie terrestre in P. Si ha allora:

Proposizione 1.18 [ valore assoluto F...;, della forza centrifuga che agisce su un

punto P di massa m che si trova sulla superficie terrestre alla latitudine Ny vale:
Fcentr = mQ2PCOS)\0

dove p ¢ il raggio della terra.

Dimostrazione
L’angolo fra P — O; e Q ¢ evidentemente m/2 — A\, mentre ||[P — Oy = p. Per

definizione di forza centrifuga si ha:
|Fcentr|| = [MQAQA (P —O))| = mQPpsin(7/2 — N\g) = mQ?pcosAg

e cio dimostra la proposizione.

Osservazioni

1. La forza centrifuga assume il suo valore pitt massimo all’equatore dove, A\g = 0.
Calcoliamo la sua proporzione rispetto alla forza peso in simili condizioni. Poiche

la massa ¢ la stessa, questo rapporto ¢ il quoziente fra accelerazione centrifuga
2

e accelerazione di gravita, e quindi —p. D’altra parte:

02  (7.3-1079)2-6.4-10° 3

g 9.8 ~ 1000

3
Quindi la forza centrifuga non supera, in valore assoluto, i 1000 del peso.

2. La forza centrifuga e nulla ai poli. Questo effetto rende conto dello schiaccia-

mento del geoide ai poli, dato che la terra non ¢ perfettamente rigida.

3. La forza centrifuga e diretta come P—(Q7, anche se in verso opposto, e non supera
i 3 millesimi del peso. Pertanto potremo scrivere il valore assoluto della risul-
tante fra il peso e il valore massimo forza centrifuga, raggiunto all’equatore, come
mg[l — Q*pcos)g/g], che con abuso di notazione indicheremo ancora con myg.
Quindi si tiene conto anche della forza centrifuga semplicemente correggendo

mg.
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Inoltre la distanza dall’asse terrestre varia pochissimo nelle dimensioni di qualunque
laboratorio; pertanto anche la forza centrifuga varia pochissimo. Per osservarne delle
variazioni occorre viaggiare.

Dunque in laboratorio la rotazione terrestre si manifesta solo attraverso la forza di
Coriolis: rispetto ad un sistema di coordinate solidale con la terra, in cui orientiamo
come sopra l'asse z lungo la verticale, ma lo dirigiamo verso il basso, si ha dunque
con grande precisione

mP = mg + 2mP A Q

e cloe

P=g+2PAQ

Questa equazione si chiama talvolta equazione fondamentale della dinamica terrestre.

B. Deviazione di gravi in caduta

Esercizio
Si lascia cadere una pietra in un pozzo di profondita 50 metri alla latitudine di Stoc-
colma (A = 60°). Determinare la sua deviazione rispetto alla verticale quando colpisce
il fondo.
Soluzione
nulla. Risolviamo l’equazione

P=g+2PAQ (1.4.85)

per approssimazioni successive tenendo conto del fatto che || ¢ trascurabile rispetto
al.

Qui e stato fissato un sistema di riferimento con 'asse z; lungo il pozzo e asse y;
diretto verso est. Facciamo cosi perche gia sappiamo che la deviazione avverra verso
est. Esso e solidale con la terra, e dunque per quanto precede dobbiamo risolvere
I'equazione della dinamica relativa. Sappiamo che possiamo trascurare la forza di

trascinamento, che in questo caso si riduce a quella centrifuga.

Poniamo (fig.109)

P(t) = z1(t) ki + y1(t)j1, dove 31(0) =21(0) =0, e z(t) =2(0)+

Per la coordinata y;(t) otterremo la soluzione:

t3 2t 12
i1 =28t A+ 0(Q?), w(t) = S8A2~ThAQ h= %
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Si vede dunque che il grave scarta verso l'est circa di

2 2.7 1
gthosA =5 250-7-107° - 3~ 4em

Ricaviamo ora la soluzione procedendo per approssimazioni successive, cercando cioe
di costruire la soluzione tramite uno sviluppo in serie di potenze di 2. In approssi-
mazione zero trascuriamo per definizione il termine di Coriolis (fig.109) che ¢ pro-

porzionale a ). Otterremo allora

P(t) = z1(t)ky, z1(t) = z1(0) + 92252

Ora la (1.4.85) proiettata sull’asse y; da l’equazione per la componente y(t); le con-
dizioni iniziali sono ovviamente y;(0) = 71(0) = 0. Secondo il procedimento delle
approssimazioni successive, per ottenere un temine noto del primo ordine in 2 dob-

biamo mettere al posto di P la soluzione all’ordine 0. Avremo pertanto
i1 = 2P A Q4 0(02) = 2gtk; A Q + O(Q?)

perche il prodotto vettoriale k; A € & diretto lungo j;. Inoltre |k; A 2| = QcosA
e quindi, integrando l’equazione differenziale ultima scritta otteniamo, a meno di

termini quadratici in €:

3 2t t?
yi(t) = gchos)\ = gthos)\, h = % (1.4.86)
gt?
La legge di Galileo del moto uniformemente accelerato h = =—— = 50m fissa il tempo

t che la pietra impiega a raggiungere il fondo del pozzo. Risolvendo per ¢ infatti si

trova t ~ 3.3sec. e quindi lo scartamento sara

2.33 1
ylzT-50-7-10—5~§m~40m

figg.109 e 110
Esercizio
Un obice sparato verticalmente a Stoccolma raggiunge un altezza di un chilometro.

Di quanto sara deviato dall’asse dell’affusto dalla forza di Coriolis?

Soluzione

Basta usare la formula (1.4.86), stavolta con h = 1000m. Si ottiene t ~ 14sec e quindi

2-14 5 1
ylzT-IOOO-TlO -§m~320m
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C. 1l pendolo di Foucault

(fig.110).

Consideriamo le piccole oscillazioni del pendolo matematico di frequenza propria w
tenendo conto della forza di Coriolis. Siano iy, ji,k; i vettori unitari di un sistema
di coordinate rigidamente collegato alla terra, e che pertanto partecipa del suo moto
di rotazione. Sia k; diretto verticalmente verso ’alto, e i; e j; situati in un piano
orizzontale tangente alla superficie terrestre sul quale si muove I’estremo del pendolo
P: (P — Oy) = z1i; + y1j1. Nell’approssimazione delle piccole oscillazioni 2; = 0 (cioe
Z) € trascurabile rispetto a @ e 9;); dunque la componente della forza di Coriolis
sul piano orizzontale sara 2mS2,, (911, — ©j1). Ora, come noto (e come ritroveremo
nel prossimo Capitolo) le piccole oscillazioni del pendolo sono descritte dalla forza di

richiamo lineare F = —mw?(P — 0;). L’equazione del moto nel sistema S; &
mP = —mw?(P — 0,) + F.
Proiettando sugli assi x; e y; si deducono quindi le equazioni del moto

.2 _ .
{ By = —wwn = 2, (1.4.87)

i = —w?yr + 2419,
Poiche, ricordiamo, €2 ¢ diretta lungo ’asse terrestre e orientata verso nord, si ha
Q,, = |Qsin)g, dove A ¢ la latitudine.
Se si pone

w:x1+iy1:>w::b1+z'y1, w:xl—i—zyl

le due equazioni (1.4.87) si riconducono ad una singola equazione complessa, cioe a
una equazione la incognita ¢ la funzione ¢ : R — C : w(t) = 21(t) + iy:(t) a valori
complessi.

W — 12,0 + ww = 0 (1.4.88)

Prendendo la parte reale e la parte immaginaria di quest’ultima si ottengono la prima
e la seconda equazione del sistema (1.4.87), rispettivamente.
Quindi per ottenere la soluzione del sistema bastera prendere parte reale e parte

immaginaria della soluzione w(t) (1.4.88). Infatti:

R — 20,0 + ww) = 7 + 298, + Wz
S(w — 120, + ww) = § — 228, + wly

Risolviamo la (1.4.88). Poniamo al solito w = e* da cui I'equazione caratteristica

A = 2i A+ w’ =0= Ay =i, £,/02 + w2
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Ora Q2 << w?. Quindi, sviluppando in serie di Taylor:

02
V22 +w? :w\/1+w—'221 :w+0(§231)

da cui, trascurando Q2 rispetto a w?:

A~ —if),, tiw
o0, entro la stessa precisione

w(t) — einlt(cleiwt + 02€—iwt>

Questa formula, in cui ¢; e c3 sono al solito costanti complesse tali che ¢, = ¢o, esprime

l'integrale generale della (1.4.88).

Per Q,, = 0 si ottengono le oscillazioni armoniche abituali del pendolo piano (o pen-
dolo sferico; vedremo questo punto in dettaglio nel prossimo Capitolo). Constatiamo
quindi che l'influenza della forza di Coriolis si traduce in una rotazione della figura
attorno all’asse k di velocita angolare €2,,, dove |€2,,| = |€2|sin).

Consideriamo il caso particolare delle condizioni iniziali y(0) = y(0) = 0. In tal
caso la coordinata y, come sappiamo, non si muove e il moto oscillatorio del pendolo
avviene nel piano verticale xz. Allora questo piano verticale delle oscillazioni ruotera
alla velocita angolare €2,, rispetto al sistema di coordinate rigidamente collegato alla
terra (fig.111).
fig.111
Al polo il piano delle oscillazioni fa un giro completo in 24 ore (questo piano ¢ fisso
rispetto a qualsiasi sistema di coordinate che non ruotano con la terra. In altre parole:
I’asse di rotazione del piano e ’asse polare e quindi il piano ruota esattamente come
la terra. Equivalentemente, [€),,| = |€2| e quindi il periodo di rotazione del piano vale
|2£ che ¢ il periodo di rotazione della terra, cioe 24 ore). Alla latitudine di Bologna
(Ao ~ 45°) il piano fara sinm/4 ~ 0.7 giri completi in 24 ore, cio¢ girera alla velocita

di 0724360 ~ 10.5° gradi all’ora.
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Chapter 2

Dinamica deil sistemi vincolati

2.1 Moto vincolato
A. Esempio: moto su una curva nello spazio

Un esempio di sistema meccanico vincolato ¢ costituito da un punto materiale P,
soggetto a una forza (P, F), che si muove nello spazio euclideo R3 costretto a percorrere
una data curva regolare v C R3, detta vincolo.! (Si pensi ad un bob che scende lungo
una pista, o piu semplicemente all’estremo di un pendolo, che ¢ vincolato a percorrere
una circonferenza verticale). Si vede subito che le equazioni del moto non possono

essere quelle Newtoniane

mP(t) = —VpV(P)

Se cosl fosse, infatti, nel caso V' = 0 le traiettorie sarebbero rette e il punto non
potrebbe rimanere sulla curva. Bisognera dunque ammettere che il vincolo stesso
produca una forza, detta reazione vincolare, e denotata ®, che ha appunto 'effetto di
fare rimanere il punto sulla curva, e di ridurre cost da tre a uno il numero dei gradi
di liberta.

Ammetteremo dunque che I’equazione del moto si scriva cosi:

mP(t) =F + & (2.1.1)
Tuttavia questa equazione non potra dare alcuna informazione sul moto senza ulteri-
ori ipotesi sulla natura della reazione vincolare, che a priori & incognita.
Per precisare meglio le cose, proiettiamo ’equazione vettoriale (2.1.1) sulla terna
intrinseca (t,n, b) associata alla curva . Denotando F}.F,, Fy; &4, ®,,, }, le compo-
nenti della forza F, detta forza attiva per distinguerla dalla forza di reazione, e della

reazione ®, rispettivente, lungo (t,n, b), la (2.1.1) equivale, per quanto abbiamo visto

1O anche costrizione, o legame. (cfr. inglese constraint, francese liaison).
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in Cinematica, al seguente sistema di tre equazioni differenziali del secondo ordine

mS = Ft+q)t
ms?/p =F,+®, (2.1.2)
0 =L+ 9P,

dove t +— s(t) & lascissa curvilinea lungo 7.

Osservazione

Tanto la forza attiva F quanto la reazione vincolare ® dipendono solo da (s, $,t).
Infatti, a priori F = F(P, P,t); d’altra parte P € v, e quindi P = P(s), P = $t(s).
Pertanto ® = ®(s, 5,t) per le (2.1.2) stesse.

Notiamo pero che queste equazioni mon possono determinare il moto. Infatti la
reazione ® & a priori incognita, e quindi le tre equazioni (2.1.2) hanno 4 incognite: s e
le tre componenti di ®. Osserviamo ora che 'effetto della reazione deve essere quello
di mantenere il mobile sulla curva; in assenza di forze attive, essa dovra equilibrare la
forza centripeta i che tende a farlo uscire. E dunque naturale ammettere la seguente
Ipotesi

La reazione vincolare ® = ®(s, $,t) si mantiene sempre ortogonale al vincolo durante
1l moto.

Allora le equazioni (2.1.2) sono equazioni chiuse, cioe hanno tante incognite quante
sono le equazioni, e determinano una soluzione ed una sola. Infatti ®; = 0 e la prima

ridiventa un’equazione di Newton abituale, nella quale compare solo la forza attiva:
ms = F; (2.1.3)

Assegnate le condizioni iniziali essa determina s(t) e quindi $(¢). Pertanto la seconda
e la terza equazione permettono il calcolo della reazione vincolare

-2

ms
D, (s,8) = —Fu(s,8) + —, Du(s,$) = —Fy(s,s)
p

Caso particolare: il pendolo matematico
Il punto materiale P sia vincolato a percorrere la circonferenza verticale di raggio [
sotto 'azione del peso (pendolo di lunghezza [). Qui il moto ¢ piano. Riferendolo alle
coordinate polari (r,¢), con l'origine degli archi nella posizione inferiore del pendolo,
abbiamo r = [, s = lp, F = —mg = —myg(sinpt + cospn) e pertanto le (2.1.2)

diventano:
mly = —mgsing
{ mi?p? /1 = —mgcosp + @, (2.1.4)

La prima equazione, corredata delle condizioni iniziali, da il moto ¢ +— ¢(t); noto il

moto, la seconda permette di ricavare la reazione vincolare:

®,, = mlp(t)? + mgcosp(t)
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L’approssimazione delle piccole oscillazioni consiste nell’approssimare sing con ¢, il
primo termine non nullo nel suo sviluppo di Taylor. Allora la prima delle (2.1.4)

diventa
$=—gp (2.1.5)

Come sappiamo bene, questa ¢ I’equazione delle oscillazioni lineari; i moti sono tutti
oscillazioni armoniche di pulsazione w := ﬁ , indipendente dall’ampiezza (legge di
Galileo).

. : : I A . :
Per integrare ’equazione ¢ = —7smg0 in generale, cio¢ per trovare le grandi os-
cillaziont del pendolo, si usa 'integrale primo dell’energia esposto nel capitolo prece-
dente. Introducendo il potenziale V (y) := %(1 —cosy) la prima delle equazioni (2.1.4)

si riscrive cosl.

¢=-V'(9)
e questa equazione ammette 'integrale primo dell’energia:
L.y Lo, 9
E = Shais Vip) = i 7(1 — cosy) (2.1.6)

Usando 'integrale primo otteniamo, come si e ripetutamente visto:

@ dy¢’
o 2[E — 9(1 — cosy’)]

t(p) =

e il moto ¢ = ¢(t) sara la funzione inversa di quest’ultima. Applicando la discussione

deil moti unidimensionali sotto ’azione di una forza conservativa si ottiene:
Proposizione 2.1 Si consideri il pendolo matematico di lunghezza l. Allora

1. Le configurazioni ¢ = 0 e ¢ = m sono configurazioni di equilibrio (inferiore e

superiore, rispettivamente).

2. Sia E > % Allora il moto ¢ una rotazione, cioe il pendolo non si arresta mai e

ruota indefinitamente nel verso definito dallavelocita iniziale.

3. Sia B < % Allora il moto € una librazione di estremsi

l
o4+ = arccos(—E — 1)
g

cioe un’oscillazione periodica di estremi o_ e @ .

4. Se B = % il moto raggiunge la configurazione superiore di equilibrio in un tempo
mfinito:

lim p(t) = 7.

t—o00
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Dimostrazione

L’esempio semplicissimo del moto vincolato lungo una curva mette bene il luce tre
aspetti fondamentali nello studio dei moti vincolati, di natura tanto meccanica quanto

geometrica:

1. L’imposizione di un vincolo di natura geometrica ai moti possibili (ad esempio,
la percorrenza di una curva prestabilita) richiede 'introduzione di ipotesi di
natura meccanica ('esistenza della forza di reazione che deve assere aggiunta a

quella attiva nella seconda legge della dinamica);

2. L’effettiva determinazione del moto a partire dalla equazione della dinamica
cosl generalizzata ¢ legata ad un ulteriore ipotesi (I'ortogonalita fra vincolo e

reazione) di natura, ancora, sia meccanica che geometrica,

3. Quest’ultima condizione puo essere imposta solo a partire dalla determinazione

della natura geometrica della condizione di vincolo.
Tuttio cio motiva la seguente

Definizione 2.1 Un wvincolo imposto a un sistema meccanico € una relazione che
sussiste istante per istante fra i caratteri cinematici dei vari suoi punti (posizione,

velocita, accelerazione,...) durante ogni suo possibile moto.

Osservazione

Sono particolarmente notevoli quelle relazioni che vincolano esclusivamente le po-
sizioni simultanee dei diversi punti. Tali vincoli si dicono olonomi*e sono dunque
espressi da equazioni del tipo (2.1.2), nelle quali pero in generale compare anche il
tempo. In questa definizione i vincoli si assumono dunque non solo olonomi ma anche

scleronomi.?

Per i vincoli di qualunque natura si ammette comunque il seguente

Postulato delle reazioni vincolari
Per un punto materiale comunque vincolato e sollecitato da forze, l'azione dei vincoli
¢ sostituibile, senza alterarne le condizioni di quiete e di moto, con quella di una forza

(fittizia) aggiuntiva che dicesi reazione o forza vincolare.

2Questa denominazione, derivante da oXos e vgus (legge) allude alla circostanza che il vincolo si
traduce in relazioni in termini finiti fra le coordinate dei punti. Essa € dovuta a H.Hertz. Heinrich
Hertz, nato ad Amburgo nel 1857, e morto a Bonn nel 1894, & famoso soprattutto per essere stato il
primo a generare le onde elettromagnetiche previste dalla teoria di Maxwell. All’epoca esse venivano
chiamate onde hertziane.

3Dal greco okAepgs, rigido, e vgus come sopra. Cfr. Arteriosclerosi.
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La reazione vincolare € a priori ignota. Sono particolarmente importanti quei vincoli

per i quali almeno la sua direzione € nota a priori.

Definizione 2.2 Un wvincolo si dice liscio se la corrispondente reazione vincolare é

sempre ortogonale al vincolo stesso. Un vincolo non liscio si dice scabro.
Osservazioni

1. Ad esempio, abbiamo ammesso che fosse liscio il vincolo di rimanere su una

curva.

2. Chiariremo meglio in seguito la nozione di ortogonalita fra la reazione e il vin-

colo.
Dal postulato delle reazioni vincolari e dalla seconda legge della dinamica si ha subito

Proposizione 2.2 L’equazione del moto di un punto materiale vincolato P soggetto

alla forza attiva risultante (P.F) e a vincoli arbitrari é
ma=F+® (2.1.7)
dove ® ¢ la risultante delle reazioni vincolari che agiscono su P.

In altre parole: un punto materiale vincolato si muove un punto libero al quale viene

applicata la risultante fra la forza attiva e la reazione vincolare. Pertanto:

Corollario 2.1 Condizione necessaria e sufficiente affinché un punto materiale co-
munque vincolato, in quiete in una certa configurazione all’istante iniziale, lo rimanga
per sempre (brevemente: condizione necessaria e sufficiente per la quiete) é che la
risultante delle forze attive ad esso applicate e la risultante delle reazioni vincolari si
facciano equilibrio:

F+®=0. (2.1.8)

Osservazione

Le equazioni (2.1.7) e (2.1.8) sono equazioni vettoriali, equivalenti a tre equazioni
scalari. Ciascuna di esse pero presenta sei incognite (le tre componenti della reazione
vincolari e le tre componenti del moto, o della configurazione di quiete), e quindi non
possono essere risolte in assenza di ipotesi supplementari sulle reazioni vincolari. In

gergo, non si tratta di equazioni chiuse.
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2.2 Le equazioni cardinali della meccanica ed i teo-
remi generali

Vediamo ora di scrivere le equazioni del moto di un sistema meccanico qualsiasi com-

posto da N punti materiali in presenza di vincoli e di trarne alcune conseguenze.

Riprendiamo la Proposizione 2.2:
ma=F+ &

Essa rappresenta la II legge della dinamica per un punto materiale comunque vinco-
lato; I’azione del vincolo ¢ stata sostituita dalla reazione vincolare ® per il postulato

delle reazioni vincolari.

2.2.1 Le equazioni cardinali

Consideriamo ora un sistema composto da N punti materiali Py, ..., Py, su cui agisce
un qualunque sistema di forze e vincoli. Sia Fy, la forza attiva che agisce sul punto P,
e ®;, la reazione vincolare che sostituisce ’eventuale vincolo su P,. Allora il postulato
delle reazioni vincolari insieme alla seconda legge della dinamica espressa dalla (2.1.7)

ha come conseguenza immediata la formulazione delle equazioni del moto del sistema:

Proposizione 2.3 Le equazioni del moto di un sistema di N punti materiali Py, ..., N,
sollecitati dalle forze attive Fq, ..., Fy, sui quali agiscono k vincoli di reazioni vinco-
lari @4, ..., P sono le sequenti

m;a; = Fi + (I)i (229)

Definizione 2.3 Diremo che un sistema meccanico qualsiasi € in quiete se ciascuno

dei suoi punti lo e.

Come nel caso del punto materiale, si ha subito

Corollario 2.2 Condizione necessaria e sufficiente per la quiete di un sistema mec-
canico soggetto ad arbitrarie forze e vincoli e che la risultante delle forze attive e delle

reaziont vincolari applicate in ogni suo punto sia nulla:
F,+®,=0, «=1,...,N (2.2.10)

Cosi come per le forze attive, possiamo distinguere fra reazioni vincolari esterne ed

interne:
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Definizione 2.4 Si dicono reazioni vincolari interne agenti sul generico punto Py le
reaziont vincolari dovute all’azione dei vincoli interni, cioe generati da altri punti del

sistema, reazioni vincolari esterne, tutte le altre. In formule:
(P, @1) = (P, B + 2}7)

Il principio di reazione e reazione vale anche per le reazioni vincolari. Le reazioni vin-
colari interne e i loro momenti si cancellano dunque due a due. Pertanto, esattamente
con nel Lemma 1.1:

<I>§j) e il momento risultante (rispetto ad
1

Lemma 2.1 II vettore risultante ®© =

n

k
n

un punto O qualsiasi) ¥9(0) := 3" (P, — O) A @g) sono entrambi nulli.
k=1

Definiamo ora formalmente alcune grandezze fisiche ben note.

Definizione 2.5 Sia dato un sistema di N punti Py, ..., Py di masse my,...,my in

R3. Definiamo:

1. Baricentro o centro di massa ¢é il punto G € R® di coordinate:

k=1

dove M :=my + ...+ mpy ¢ la massa totale del sistema.
2. Momento d’inerzia del sistema rispetto ad un asse a € la quantita
N
J(a) =" mydy(a)? (2.2.12)
k=1
dove di(a) denota la distanza fra Py, e l'asse a.
3. Quantita di moto totale del sistema é il vettore:

_dp,

Q =Mmivy+ ...+ MmyVy, Vi = W (2213)

4. Momento della quantita di moto totale del sistema relativo al punto O il vettore:

5. Energia cinetica totale del sistema la somma delle energie cinetiche dei singoli
punti:

1 N
T:==Y mgv; (2.2.15)
2 k=1
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6. Lavoro elementare totale delle forze attive e delle reazioni vincolari, rispettiva-
mente, del sistema la somma dei lavori elementari delle singole forze attive e

delle singole reazioni:

N N N N
k=1 k=1 k=1 k=1
7. Se tutte le forze attive siano conservative, potenziale della sollecitazione attiva,

o semplicemente potenziale, la somma dei potenziali delle singole forze:

N
V(Pl,...,PN> = ka(P177PN>; Fk:—VPka<P1,...,PN) (2217)
k=1

La definizione di baricentro si estende naturalmente anche ai corpi continui. Qui ci

limitiamo a riportare, senza dimostrazione, la seguente proposizione molto intuitiva.

Proposizione 2.4 Per un sistema materiale omogeneo qualsiasi il baricentro si trova
sempre nell’interesezione degli eventuali assi di simmetria. In particolare se il sistema

ammette un centro geometrico esso coincide con il baricentro.
Esempi

1. 11 baricentro di un’asta rigida omogenea di lunghezza 2[ ¢ il suo punto medio.
Equivalentemente, il baricentro del sistema formato da due masse uguali poste

a distanza invariabile 2[ ¢ il punto medio del segmento che li congiunge.

2. Il baricentro di ogni figura piana o solida omogenea coincide con l'eventuale

centro geometrico.

3. Il baricentro di N masse uguali collocate ai vertici di un poligono regolare a N

lati coincide col centro del poligono.

Possiamo allora enunciare e dimostrare i teoremi generali validi per il moto di un
sistema meccanico di N punti materiali sotto 1’azione di arbitrarie forze e arbitrari

vincoli.

Teorema 2.1 (Teorema del moto del baricentro, e della quantita di moto)
1l baricentro di un sistema meccanico qualsiasi si muove come un punto di massa
pari alla massa totale del sistema al quale siano applicate tutte le forze e le reazioni
vincolari che agiscono sul sistema medesimo. In formule:
d*G
M

= R + @) (2.2.18)
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0, equivalentemente:
aQ
dt

Qui R e ®©) sono i vettori risultanti delle forze esterne e delle reazioni vincolari

e + o (2.2.19)

esterne, rispettivamente.

Dimostrazione
Sommiamo le (2.2.9) da 1 a N tenendo conto che a; = % e dell’annullarsi a due a

due di forze e reazioni vincolari interne. Otterremo

d X Q &G
FO L pO - @ Rt
- dt k; TR dt?

e cio prova l’asserto.

Corollario 2.3 Se un sistema meccanico é isolato, cioe se non € soggetto a forze
esterne e 1 soli vincoli a cui € soggetto sono interni, allora la quantita di moto totale
si conserva (& cioé un integrale primo del moto) e il baricentro del sistema si muove

di moto rettilineo uniforme.

Dimostrazione )

In tal caso si ha F(©) + & = (0. Quindi, per il Teorema, i 0 e G si muove di

moto rettilineo uniforme.

Teorema 2.2 (Teorema del momento della quantita di moto)

Sia K(O) il momento della quantita di moto totale di un sistema meccanico qualsiasi,
dove O ¢ un punto fisso, oppure il baricentro, oppure un punto con velocita parallela
a quella del baricentro. Allora:

dK(0)
dt

= Q9(0) + ¥ (0) (2.2.20)

In parole: la variazione temporale del momento della quantita di moto totale di un
sistema meccanico qualsiast vale il momento totale delle forze esterne ad esso applicate

sommato al momento totale delle reazioni vincolar: su di esso esercitate.

Dimostrazione

d
Deriviamo la (2.2.14), tenendo presente che ditk AV =V Av, =0:

IK(0) X vy

S (Pe—O) Amp Y
dt ,;(’“ ) A

N
S —O) A (FY + ) = 09(0) + 9 (0)
k=1



74

Qui O e un punto fisso. Lasciamo come esercizio la verifica che il primo membro
dell’equazione ultima scritta non cambia se al posto di O si mette i baricentro G o

qualsiasi altro punto con velocita parallela a quella di G. Cio prova ’asserto.

Come sopra, si ottiene subito

Corollario 2.4 Se un sistema meccanico e isolato il suo momento della quantita di

moto totale si conserva, ed ¢ pertanto un integrale primo.

Osservazione

Il teorema della quantita di moto e del momento della quantita di moto si dicono
anche equaziont cardinali della meccanica dei sistemi. Essi non forniscono quello che
in gergo si chiamano equazioni chiuse, nel senso che possono essere risolte perche
uno dei membri & noto mentre l'altro e incognito. Infatti le reazioni vincolari sono a
priori incognite. Tuttavia esiste un caso molto importante in cui le reazioni vincolari
si eliminano e il teorema del momento della quantita di moto diventa un’equazione
chiusa. Si tratta del seguente ovvio corollario del teorema del momento della quantita

di moto totale:

Corollario 2.5 Se il sistema ammette come solo vincolo esterno quello di avere un

punto fisso O allora il teorema del momento della quantita di moto diventa:

degO) = Q(0) (2.2.21)
Consideriamo ora il caso ulteriormente particolare in cui I'unico vincolo esterno sia un
asse fisso. Senza ridurre la generalita supporremo che tale asse passi per O e coincida
con 'asse z del riferimento. Allora, proiettando la (2.2.21) sull’asse z otteniamo

K
ddtz = Q) (2.2.22)

In parole: in un sistema il cui solo vincolo esterno € un’asse fisso la derivata del mo-
mento della quantita di moto rispetto a quell’asse vale il momento delle forse attive

rispetto all’asse stesso.

2.2.2 Forze vive ed energia cinetica

Teorema 2.3 (Teorema delle forze vive) Se i vincoli che agiscono sul sistema sono
lisci si ha
dL = dT (2.2.23)

e se la sollecitazione attiva € conservativa si ha inoltre

AT = —dV (2.2.24)



75

Dimostrazione

Si ha:

N N
mrVg - de =dT = Z Vi - mkakdt = Z det : (Fk + (I)k)
k=1 k=1

Q

~

Il
hE

T
I

I
™=

N N
APy - (F+ @) =Y dP, - Fp =Y. dLy = dL
k=1

k=1

B
Il
—

Qui si e usata 'ipotesi del vincolo liscio: essa implica dPy - ®;, = 0 per I'ortogonalita

fra vincolo e reazione. Cio prova 1’asserto.

Poiche per quanto precede d(T + V') = 0, si ottiene immediatamente:

Corollario 2.6 (Conservazione dell’energia)
In un sistema a sollecitazione attiva conservativa a a vincoli lisci ’energia totale

meccanica E =T +V si conserva.

Definizione 2.6 (Moto rispetto al baricentro) Dato un sistema meccanico qualsiasi,

st chiama:

1. Moto di un punto rispetto al baricentro il moto di un punto Py rispetto al sistema
baricentrico, cioe un sistema di riferimento con origine nel baricentro ed assi

paralleli a quelli fissi;

2. velocita di un punto rispetto al baricentro la velocita relativa di Py rispetto al
sistema baricentrico, cioé la differenza fra la velocita di quel punto e quella del
baricentro:

VlgTY =V — Vg

3. energia cinetica del baricentro T [’energia cinetica che competerebbe al baricen-

tro qualora vi fosse concentrata tutta la massa M del sistema:

1
Tq = §Mvé

4. energia cinetica rispetto al baricentro [’energia cinetica del sistema nel moto

rispetto al baricentro:

1 & G2
T/G = 2 Z my(vy')
k=1

Allora si ha:
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Teorema 2.4 (Teorema dell’energia cinetica, o di Koénig)
L’energia cinetica di un sistema meccanico qualsiasi vale l’energia cinetica del bari-

centro sommata all’energia cinetica del moto attorno al baricentro:

1
T=Tg+ T, := inéJr

1

5 > me(vi)? (2.2.25)

k=1
Dimostrazione
Si ha:

1N
k=1

NN
™M=

1Y 1 X
mylve + vt = B Z mEve + 3 Z mi[vy]? +
1 =1 =1

N N
1 1
k=1 2 23
Infatti:
N N N
> mylve - vl =ve Y mpvl = v - > mp(vi —ve) =ve - (Mvg — Mve) = 0.
k=1 k=1 k=1

Cio conclude la dimostrazione.

2.2.3 Applicazione ai corpi rigidi

In cinematica abbiamo definito la nozione di corpo rigido: ¢ tale un sistema di punti
le cui distanze reciproche non variano lungo qualsiasi moto. I vincoli di rigidita fra i
punti di un sistema sono esempi di vincoli interni. Un esempio di vincolo esterno che
si puo imporre ad un corpo rigido e quello di tenere un punto fisso, oppure un asse
fisso. Si parla allora di corpo rigido con un punto fisso e di corpo rigido con un asse

fisso, rispettivamente. Abbiamo allora:
Proposizione 2.5 (Energia cinetica dei corpi rigidi)
1. L’energia cinetica di un corpo rigido in moto ha [’espressione

1
T =

1
= §MUZ, - §J(;w2 (2.2.26)

Qui M ¢ la massa del corpo, vg la velocita del baricentro, Jg il momento
d’inerzia del corpo rispetto all’asse istantaneo di rotazione passante per il bari-

centro, e w la velocita angolare.
2. L’energia cinetica di un corpo rigido in moto con un asse fisso a ha l’espressione
Lo
T = 5 (2.2.27)

dove J, e il momento d’inerzia del corpo rispetto all’asse a.
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Dimostrazione
Dimostriamo anzitutto la seconda affermazione. Per la formula fondamentale dei moti
rigidi, abbiamo

Vi =wA (P, —01) =wk; A (P, — O1)

Qui O; & un punto dell’asse, e quindi d—tl = 0, e si sceglie il sistema solidale S; in
modo che 'asse z; coincide con 'asse fisso a. Abbiamo visto in cinematica che il
moto del corpo rigido in tal caso ¢ semplicemente una rotazione di velocita angolare
w attorno all’asse fisso a = ky. Ora, se O, denota il piede della perpendicolare da P

all’asse fisso, si ha:
w A (Pk — 01> =wk; A [(Pk — Ok> + (Ok — 01)] =wk; A (Pk — Ok) = wdk(a)kl

perche k; e Op — Oy sono paralleli. Qui di(a) = ||P; — Ogl| € la distanza fra Py e

I’asse. Quindi:

T —

DN | —
DN | —

N
> vi=
k=1

per definizione di momento d’inerzia.

N
> di(a)’w® = Juw®
k=1

Quanto alla prima affermazione, per il teorema di Konig, possiamo limitarci a di-
mostrare che Ty = §ngé. Sempre per la formula fondamentale della cinematica
rigida si ha:

Vi =vgt+wA (P, —G)

dove abbiamo fissato l'origine del sistema solidale nel baricentro. Allora v§{ = w A

(P, — G) e quindi, come sopra, (v5)? = di(g)*w? dove di(g) e la distanza fra P, e
I’asse istantaneo di rotazione attorno al baricentro GG. Sommando su & si conclude la

dimostrazione.

Osservazione

Abbiamo gia osservato che occorrono sei parametri per descrivere il moto di un corpo
rigido libero nello spazio: tre per un punto O; del corpo, e altri tre per determinare
l'orientamento degli di un sistema di riferimento solidale S; con origine in O;. Se
imponiamo al corpo il vincolo di tenere un punto fisso, possiamo prendere questo
punto come origine del sistema solidale e i parametri diventano 3. Se poi imponiamo
I'ulteriore vincolo di tenere un asse fisso (il che equivale a tenere due punti fissi),
abbiamo che il moto di ogni punto ¢ un moto circolare attorno all’asse fisso e quindi
i parametri si riducono ad uno solo, ’angolo di rotazione. Denotando # tale angolo, e

k il versore dell’asse fisso, la velocita angolare sara w = 0k.
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Ricordando che I'equazione cardinale del teorema del momento della quantita di mo-
to e un’equazione chiusa nel caso del corpo rigido con un punto fisso, e quindi in

particolare con un asse fisso, possiamo dimostrare la seguente

Proposizione 2.6 L’equazione del moto di un corpo rigido con un asse fisso é:
J.0 = Q. (2.2.28)

Qui J, € il momento d’inerzia del corpo rispetto all’asse a, e €, la componente del

momento risultante delle forze attive esterne rispetto al medesimo asse.

Dimostrazione

Per il Corollario 2.5 e la formula (2.2.22) bastera dimostrare che K,(O;) = J,0, dove
O; € un punto qualsiasi dell’asse fisso. Ora si ha, ancora per la formula fondamentale
della cinematica rigida, in cui il sistema solidale e quello considerato sopra, e O ancora

il piede della perpendicolare da Py all’asse di rotazione:

N N N
01 = Z 01 NWA Pk Z mk 01 /\wdk Z kdk w = Jaga

k=1

e cio conclude la dimostrazione.

Corollario 2.7 Condizione necessaria per la quiete di un corpo rigido con un asse
fisso e l'annullarsi della componente rispetto all’asse del momento risultante delle

forze attive esterne.

Esempio La leva e la legge di Archimede.

Consideriamo una leva nel caso piu semplice, quello in cui le forze applicate agli
estremi, la potenza P e la resistenza R, siano ortogonali alla leva stessa, in versi
opposti. Poiche il fulcro F' rimane per definizione fermo, possiamo considerare la leva
come un’asta rigida che si muove nel piano zy con ’asse fisso z passante per il fulcro
F, che viene assunto come origine delle coordinate. Detti A e B gli estremi della leva,
siano a e b le rispettive distanze dal fulcro. Supponiamo che la potenza sia applicata

in B e la resistenza in A. Allora si ha subito, data I'ortogonalita fra le forze e la leva:
Q,=Pb— Ra

e si avra equilibrio quando
P:R=a:b

che ¢ la legge di Archimede: la leva ¢ in equilibrio quando potenza e resistenza stanno

i ragione tnversa ai loro bracci. Poiche P = RE’ quanto piu b ¢ maggiore di a
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tanta minore potenza sara richiesta per superare la resistenza R. Equivalentemente, a
parita di potenza sara possibile vincere una resistenza arbitrariamente grande facendo

arbitrariamente grande il braccio delle leva.*

2.3 Definizione di un sistema che ammette dei vin-
coli olonomi

Consideriamo un sistema S composto da N punti materiali P, € R3, P, — O = z;i +

vij + z:k, masse m;, forze (attive) (P, F;),i=1,...,N.
Definizione 2.7 Diremo che:

1. ll sistema S ¢é soggetto ai k vincoli olonomi e scleronomi fi(-) =0,..., fr(-) =0
se lungo ogni possibile moto del sistema sussistono le k relazioni funzionalmente

ndipendenti

fl(Pl,...,PN):O, """"" ,fk(Pl,...,PN):O (2329)

2. n:=3N —k ¢ il numero di gradi di liberta del sistema vincolato S.
3. 1l sottoinsieme Q di R*N definito da
Q:={(P,....,Py) erR*™ | fi(P,...,Py)=0,1=1,....k} (2.3.30)
¢ lo spazio delle configurazioni del sistema.
Osservazioni

1. Le k funzioni f; : R*» — R si assumono regolari. Le k equazioni fi(-) =
0,..., fx(:) = 0 si dicono funzionalmente indipendenti se la matrice Jacobiana
kE x 3N

Ouift Opfr Ot Onfi oo Ouphi
J - ax%fé 8y1.f2 aZl.f2 8x2f2 . . N 8Z3Nf2 (2331)

Onfe Oy fr Oufi Ouofi - Ouyfi
ha rango massimo (k) su tutti i punti P, ..., Py che soddisfano le (2.3.29).

4Da qui la frase, attribuitagli da Plutarco ”Datemi un punto d’appoggio e un braccio abbastanza
lungo e sollevero il mondo”. Archimede, nato attorno al 280 a.C. a Siracusa, ed ivi ucciso dai soldari
romani dopo la presa della citta nel 212 a.C., & unanimemente considerato il piu grande scienziato
dell’antichita. Polibio, che scriveva una settantina di anni dopo gli eventi, narra che Siracusa aveva
resistito piu di un anno all’assedio solo grazie al genio di Archimede. Egli rovesciava le navi romane
sollevandole con delle gru il cui braccio sporgeva dalle mura. I romani non riuscirono mai a superare
la resistenza delle macchine di Archimede, ma finirono col penetrare in Siracusa per mezzo del
tradimento.
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2. Poiche la matrice J ha rango massimo, lo spazio delle configurazioni Q del

sistema vincolato S € per definizione una superficie regolare di dimensione n =

3N — k e codimensione k immersa in R3V.

. Il fatto che la matrice jacobiana abbia ovunque rango massimo assicura che

esiste almeno una scelta di n coordinate fra le 3N coordinate (z1,y1, ..., 23n)
tale che tutte le restanti possono riespresse (localmente) in funzione delle prime;
equivalentemente, esistono n parametri (qi,...,q,) := ¢ € Q, dove Q € R"
e aperto, detti parametri o coordinate locali della superficie Q tali che, local-
mente, si possono esprimere le coordinate di tuttii P, ..., Py come funzioni di
(@15 qn):

P =P(q,---,q), -, Py =Pn(q1,. -, qn) (2.3.32)

OvVVvero, per esteso:

xl - xl(ql’ A 7qn)7x2 - x2<q1’ A 7Qn)’ A 7ZN = ZN(ql’ A 7q7’l) (2’3‘33)

. Un vincolo olonomo espresso da relazioni che possono anche dipendere dal tempo

si dice reonomo. Per semplicita non considereremo mai questo tipo di vincoli.
Quindi nel seguito quando si parlera di vincoli olonomi si ammettera sempre,

senza ripeterlo esplicitamente, la loro scleronomia.

Definizione 2.8 Dato un sistema vincolato S:

1. Ogni sistema di coordinate locali su Q si dice sistema di parametri lagrangiani

5

del sistema vincolato.

2. Diremo che ¢é nota la configurazione del sistema quando sono note tutte le fun-

zioni P; = Pqu,...,qn) @ @ = 1,..., cioe la posizione di ciascun punto in

funzione dei parametri lagrangiani.

5Da J.L.Lagrange, il creatore della meccanica come & insegnata oggi. Joseph Louis Lagrange, nato

Giuseppe Luigi Lagrange a Torino nel 1736, mori a Parigi nel 1813. Studio e comincio la sua attivita
scientifica a Torino; nel 1766 si trasferi all’Accademia delle Scienze di Berlino, succedendo ad Eulero
che a sua volta si era trasferito a S.Pietroburgo, e nel 1787 accettd una nomina all’Accademia delle
Scienze dell’Istituto di Francia a Parigi, dove rimase fino alla morte. Universalmente considerato
come il pit illustre matematico dei suoi tempi, raccolse i suoi contributi alla meccanica nel trattato
Méchanique Analytique, pubblicato a Parigi nel 1788 (seconda edizione nel 1813; terza edizione, con
note di J.Bertrand e G.Darboux, uscita postuma nel 1860), uno dei libri di maggior influenza in
assoluto nella storia della scienza, assieme al suo Traité sur les fonctions analytiques.
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2.3.1 Esempi

Esempio 1: pendolo matematico piano
Punto P di massa m mobile in R?, P — O = zj + yk, sotto I'azione della gravita e il

vincolo di rimanere sempre a distanza [ dall’origine. Equazione del vincolo:
flr,y) =2 +22-1*=0

Sg?zigfdelle configurazioni Q: circonferenza di centro l'origine e raggio [. Qui: J =
(%, a) = (22,22) # (0,0) se (x,2) € Q. Quindi”N =2, k=1,en = 1. Il sistema
ha un grado di liberta, e ci sara un solo parametro lagrangiano. Scelta naturale del
parametro lagrangiano: la coordinata angolare 8: ¢ = . Configurazione del sistema:

P(0) = (lcosb, lsind).
Esempio 2: pendolo matematico sferico

Punto P di massa m mobile in R®, P — O = xj + yj + 2k, sotto I'azione della gravita

e il vincolo di rimanere sempre a distanza [ dall’origine. Equazione del vincolo:

flx,y) =2+ + 22— 1> =0

of of of
SLZL SNy (94,2, 2

ax7 ay? az) ( x? y7 Z) #
(0,0,0) se (z,y,2) € Q. Quindi 3N = 3, k =1, e n = 2. 1l sistema ha due gradi

di liberta, e ci saranno due parametri lagrangiani. Scelta naturale dei parametri

Q=sfera di centro l'origine e raggio I. Qui: J = (

lagrangiani: le coordinate angolari (6, ¢) delle coordinate polari sferiche: ¢; = 6, ¢ =
¢. Configurazione del sistema: P (6, ¢) = (Isinfcose, Isinfsing, lcosf).

Esempio 3: pendolo doppio piano

Si vincolano due punti Py, P, nel piano (per convenzione con I’asse verticale y orientato
verso il basso) a muoversi nel modo seguente: P; deve descrivere una circonferenza
attorno all’origine di raggio l;, e P, una circonferenza di centro il primo. Questo e
la descrizione del bipendolo piano: 'estremita di un pendolo di lunghezza [, sospeso
all’origine € a sua volta punto di sospensione di un secondo pendolo di lunghezza [.

Trattiamo in dettaglio questo esempio particolarmente istruttivo.

1. Anzitutto applichiamo alla lettera la Definizione 2.7. Qui abbiamo due punti di
masse my, my e coordinate P —O = x1i+yj; P2 = Z2i+15j in R%. Primo vincolo:
circonferenza di centro 'origine. Secondo vincolo: circonferenza di centro P;.

Equazioni:

fil@,yr,20,y2) =2l +y; — 1§ =0
f2($1,y1,932,y2) = (952 - $1)2 + (y2 - 91)2 - l% =0
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Omettiamo la facile verifica dell’indipendenza funzionale di f; e fy;. Queste
equazioni sono del tipo (2.3.29). Qui 2N = 4 e quindi lo spazio delle con-
figurazioni Q ¢ una superficie di dimensione 2N — 2 = 2 in R*. I parametri
lagrangiani sono 2. Per sceglierli, ed esprimere tramite di essi le coordinate di
P, e P, basta scrivere in forma parametrica le circonferenze che esprimono le
due condizioni di vincolo:

{ 11 = lcosb, { Ty — lycosf = lycosby { Ty = l1cosby + lycosby

Y1 = —llsin91 Yo — llsin91 = —lgsin92 Yo = —llsinel — l28iﬂ92

(2.3.34)
[ parametri lagrangiani sono dunque i due angoli (01, 63) € [0, 27| x [0, 27], cioe le
coordinate parametriche della superficie. Le equazioni (2.3.34) definiscono para-
metricamente la superficie come un toro in R* (vedremo meglio in seguito questo
punto): equivalentemente, esprimono le coordinate cartesiane dei punti del siste-
ma in termini delle coordinate della superficie come richiesto dalla Definizione
2.7.

. Questo esempio illumina anche un punto che per quanto ovvio € sempre bene sot-

tolineare: lo spazio delle configurazioni, cioe lo spazio dei parametri lagrangiani,
non coincide in generale con lo spazio fisico in cui avvengono i moti reali dei
punti del sistema vincolato. In altre parole, dire che lo spazio delle configurazioni
di un sistema vincolato ¢ un toro non significa in generale che il sistema stesso

sl muove su un toro!

. Il toro T2 ¢ per definizione il prodotto cartesiano di due circonferenze, T? =

St x 8. Inoltre, dato che S' = Rmodz, il toro T2, e piit in generale il toro

T = S! x ... x S! possono essere definiti algebricamente
T" = R(mod)Z X ...R(mod)Z = R"(mod)Z"

e quindi, cosi come 'angolo 0 < ¢ < 27 e un parametro globale per la cir-
conferenza S!, la collezione di n angoli (¢1,...,¢,) € [0,27]" definisce una

parametrizzazione globale del toro T".

. Il punto cruciale, abbiamo visto, ¢ la derivazione delle equazioni (2.3.34) che

contengono tutta 'informazione utile sul sistema vincolato. In pratica per ot-
tenerle si procede piu rapidamente, esprimendo direttamente tramite consider-
azioni trigonometriche elementari le coordinate di P, e P, in funzione dei due
parametri naturali, gli angoli 6;,05. Cosi si fa nelle situazioni concrete che si

presentano negli esercizi: si esamina se le configurazioni dei punti in un generico
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istante sono individuabili mediante un numero finito di parametri indipendenti,

che verranno poi intepretati come i parametri lagrangiani.

Esercizio
Determinare il numero di gradi di liberta del sistema e un insieme di parametri la-
grangiani (equivalentemente: trovare la varieta delle configurazioni e munirla di coor-

dinate), per i sistemi seguenti:
1. Un’asta rigida mobile nel piano.
2. Una figura rigida mobile in un piano.
3. Due aste rigide incernierate nel piano.
4. Una sbarra nello spazio.
5. Un corpo rigido nello spazio.
6. Un corpo rigido nello spazio con un punto fisso.
7. Un corpo rigido nello spazio con un asse fisso.
8. Un corpo rigido nello spazio con un gancio scorrevole lungo un anello.

9. Un corpo rigido nello spazio che debba sempre toccare (in un sol punto) un altro

corpo rigido.
10. Una bicicletta.

Soluzione.

1. T gradi di liberta sono 3: due per il moto di un punto della figura, ad esempio il
baricentro, e uno per la rotazione attorno ad un asse ortogonale al piano e passante
per il punto. Dunque la varietda delle configurazioni ¢ R? x S!, e le coordinate, o
parametri lagrangiani, possono essere scelte come (¢; = z, g2 = y; g3 = 0) dove (z,y)
sono le coordinate cartesiane del punto sulla figura e 6 ¢ 'angolo della rotazione.
Equivalentemente, possiamo senz’altro identificare il segmento rigido con due punti
Py = (z1,y1), P, = (%2, y2) che si muovono nel piano sotto il vincolo di tenere fissa la

loro distanza reciproca, denotata [. Dunque la condizione di vincolo

(29 — $1)2 + (Y2 — 1) = &
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riduce i gradi di liberta da 4 a 3. Essa definisce chiaramente una circonferenza, la
cui origine puo essere scelta tanto in P; quanto in P,. Scegliendola in P; possiamo

scrivere, usando le consuete equazioni parametriche della circonferenza
Ty = 21 + lcosb, Yo = Y1 + [sinf

e ritroviamo i tre parametri lagrangiani precedenti.

2. I gradi di liberta sono 3 (come nell’esempio dell’asta): due per il moto di un
punto della figura, ad esempio il baricentro, e uno per la rotazione attorno ad un
asse ortogonale al piano e passante per il punto. Dunque la varieta delle configu-
razioni ¢ R? x S!, e le coordinate, o parametri lagrangiani, possono essere scelte come
(¢1 = x,q2 = y;q3 = 0) dove (z,y) sono le coordinate cartesiane del punto sulla figura
e 6 ¢ I'angolo della rotazione.

3. I gradi di liberta sono 4. Due per fissare la posizione della cerniera, e altri 2 per
fissare le orientazioni delle due aste. Dunque la varieta delle configurazioni ¢ R? x S?,
e le coordinate, o parametri lagrangiani, possono essere scelte come (¢ = z,q2 =
Y;q3 = 61,q4 = 02) dove (x,y) sono le coordinate cartesiane della cerniera, e 6,60,
sono gli angoli delle orientazioni o, equivalentemente, delle due rotazioni indipendenti
delle aste.

4. 1 gradi di liberta sono 5. Tre per fissare la posizione di un punto della sbarra nello
spazio, e altri 2 per fissare |’ orientazione della sbarra. Equivalentemente, si tratta di
due punti mobili nello spazio soggetti al vincolo di mantenere fissa la distanza recip-
roca; questa relazione riduce da sei a cinque il numero dei gradi di liberta. Dunque la
varieta delle configurazioni & R3 x S?, e le coordinate, o parametri lagrangiani, possono
essere scelte come (q1 = ,q2 = y;q3 = 2; 40, ¢ = ¢) dove (z,y, z) sono le coordinate
cartesiane ad esempio del baricentro, e #, ¢ sono gli angolidi un sistema di coordinate
polari avente origine in (z,y, z).

5. 1 gradi di liberta sono 6, tanti quanti occorrono per fissare la posizione di una
terna ortogonale nello spazio solidale con la figura, rispetto alla quale tutti i punti del
corpo sono fermi. Tre ne occorrono per fissare 'origine, e altri tre per determinare
I'orientazione degli assi, per esempio gli angoli di Eulero rispetto a un sistema con
origine comune alla terna solidale ed assi costantemente paralleli a quelli fissi. Dunque
la varieta delle configurazioni ¢ R*xSO(3), e le coordinate, o parametri lagrangiani,
possono essere scelte come (q1 = x,q2 = ¥;q3 = 2;q4 = 0,95 = v, g6 = V) dove (z,y, 2)
sono le coordinate cartesiane dell’origine del sistema mobile (di solito il baricentro del
corpo rigido), e 6, p, 1 sono gli angoli di Eulero.

6. Se il sistema ha un punto fisso, i gradi di liberta si riducono a tre, e la varieta delle

configurazioni ¢ SO(3), parametrizzata dagli angoli di Eulero.
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7. I gradi di liberta si riducono a 1, perche il solo moto possibile ¢ la rotazione attorno
all’asse. Dunque la varieta delle configurazioni ¢ S1, e la coordinata, o parametro la-
grangiano, sara l’angolo di rotazione 6.

8. I gradi di liberta sono 4. Uno per fissare la posizione del gancio, e altri 3 per
fissare l'orientazione del solido attorno ad esso. Dunque la varieta delle configu-
razioni ¢ R*SO(3), e le coordinate, o parametri lagrangiani, possono essere scelte
come (q1 = $,q2 = 0,q3 = ¢, q4 = 1) dove (s e l'ascissa curvilinea del gancio, e 6, ¢, 1
sono gli angoli di Eulero.

9. I gradi di liberta sono 5. Due per fissare il punto di contatto sulla superfi-
cie del corpo C e altri due per fissarlo sulla superficie di ;. D’altra parte, es-
cluso il caso eccezionale in cui il punto di contatto sia singolare per I'una o per
I’altra superficie, basta un ultriore parametro per fissare la posizione relativa delle
superficie attorno alla normale comune. Dunque la varieta delle configurazioni e
§' x S x S5, e le coordinate, o parametri lagrangiani, possono essere scelte come
(1 = 0,92 = u1;q3 = v1,q4 = ug,qs = v2) dove 0 & 'angolo di rotazione attorno alla
normale comune e (uy,v); (ug, v2) sono le coordinate locali delle superficie S; e Ss.
rispettivamente.

10. T gradi di liberta sono 9 se la bicicletta ¢ a scatto fisso, 10 se ¢ a scatto libero.
Occorrono due parametri per determinare un punto della sua traccia sul piano della
strada, uno per determinare l’angolo che la traccia forma con una retta fissa del
piano della strada, uno per l'inclinazione del telaio rispetto alla verticale, uno per
I'inclinazione del manubrio rispetto al telaio, due per determinare la posizione delle
ruote, due per determinare la posizione dei pedali rispetto al loro asse, e fanno nove
se lo scatto e fisso. Se lo scatto e libero, occorre un altro parametro per determinare
la posizione della moltiplica.

Osservazione conclusiva®

Il numero dei gradi di liberta di un sistema olonomo e il numero delle rispettive
coordinate lagrangiane (essenziali). In pratica, quando si fissa 'attenzione su un
sistema di data struttura materiale, si riconosce direttamente se esso sia olonomo,
esaminando se le sue configurazioni in un generico istante sono individuabili mediante
un numero finito di parametri indipendenti; e in caso affermativo, codesto numero

fornisce senz’altro il numero dei gradi di liberta.

6Tratta da T.LEVI-CIVITA e U.AMALDI, Lezioni di Meccanica razionale, op.cit..
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2.4 1l principio dei lavori virtuali
A. Spostamenti virtuali

Riprendiamo 'esempio del punto in moto sulla curva v C R3. Qui il parametro
lagrangiano ¢ ovviamente l'ascissa curvilinea s: P = P(s). Consideriamo il dif-
ferenziale dell’applicazione s +— P(s) in un punto so: dP(sg) = t(sg)ds. Il dif-
ferenziale associa cosl in modo lineare all’incremento ds del parametro lagrangiano
uno spostamento dP(sy), tangente a -y, del punto P a partire dalla posizione P(sp).
dP(sg) € un esempio di spostamento virtuale del punto P di punto iniziale P(sg). Lo
spostamento viene detto virtuale perche si tratta di una nozione puramente geomet-
rica, € a priori non legata al moto. La nozione meccanica ¢ lo spostamento effettivo
dP(ty) = t(s(to)) s(to)dt del punto ¢ a seguito di un moto P(t) = (P o s)(t) a partire
dall’istante ¢y per cui s(tg) = so. In altre parole, fra tutti gli infiniti spostamenti
virtuali geometricamente possibili , che sono tutti i vettori sulla retta tangente a P(s)
in P(sp), il punto P ne eseguira uno solo una volta assegnate le forze e le condizioni
iniziali.

Consideriamo come secondo esempio il pendolo sferico. Qui i parametri lagrangiani

sono le coordinate sferiche (6, @) (zenith e azimuth): P = P(0, ¢) ovvero, per esteso:
Py = zi + yj + zk = [sinfcospi + [sinfsingj + [cosfk

Consideriamo il differenziale dell’applicazione (0, ¢) — P(6, ¢):

oP dy. 0z, dx. dy. 02
AP =~ do + 8¢d¢ %*ae k+a—¢+a—¢ T

(lcos@cosgbl + lcosfsingj — Isinfk)df + (—Isinfcospi + Isinfcosgj) do

Si vede subito che dP-(P—0) =0V, (6, ¢). Dunque se definiamo ancora spostamento
virtuale a partire dal punto Py = P(6y, ¢o) un qualsiasi vettore dP(6y, ¢o) otterremo
ancora un vettore tangente a Q, lo spazio delle configurazioni. La totalita degli
spostamenti virtuali a partire da P, coincide chiaramente con i vettori del piano
tangente alla sfera Q in F,. Fra tutti questi spostamenti geometricamente possibili,
cioe compatibile col vincolo, il moto effettivo ne scegliera uno solo.

Questi esempi motivano la seguente

Definizione 2.9 Si consideri un sistema vincolato S a n gradi di liberta, con spazio
delle configurazioni Q, nel senso della Definizione 2.7, e siano (qi, ..., q,) un insieme
di parametri lagrangiani secondo la Definizione 2.8. Diremo spostamento virtuale del

punto P; a partire dalla configurazione P;(qo) il vettore infinitesimo di R® definito nel
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modo sequente:

" 0P, .o Oy .= Oy "0z )
0P := dg, =1 dqy + dg, +k Y —dq,, i=1,...,N
kz::l Bar qk kzzjl Dar qk .]kzzjl Dar qk kZ::l Dar dk

(2.4.35)

dove le deriwate vanno valutate in q = qq.
Osservazioni

1. Per tradizione si usa il simbolo P per indicare lo spostamento virtuale, per
distinguerlo da quelli reali. Gli spostamenti virtuali sono quelli geometricamente

accessibili al sistema, cioe quelli consentiti dai vincoli.

2. I vincoli olonomi che stiamo considerando, essendo definiti da equazioni, sono
un esempio di vincoli bilaterali. Infatti se d P; € uno spostamento virtuale anche
il suo opposto —dF; lo e. 1 vincoli unilaterali sono definiti da disequazioni. Ad
esempio, una biglia su un biliardo puo sollevarsi ma non passare sotto il panno
verde. La superficie del biliardo ¢ un vincolo unilaterale. Se con un qualche
meccanismo si riesce ad impedire che la biglia si stacchi dal panno verde, allora

la superficie del biliardo diventa un vincolo bilaterale.

3. Anche in questo caso generale sussiste un’interpretazione geometrica in termini
di spazio tangente. Definiamo P := (Py,...,Py) € R* configurazione del

sistema vincolato S, e consideriamo la funzione
q— P(q): Q CR® — R

Al variare di € Q, P(q) descrive la superficie di configurazione Q. Si puo di-
mostrare (ometteremo la dimostrazione) che il differenziale dP di questa ap-
plicazione definisce lo spazio tangente a Q. Possiamo quindi identificare gli
spostamenti virtuali della configurazione P(q) a partire da un determinato punto

Py = P(qo) con i vettori dello spazio tangente a Q in qp.

4. Per definizione un vincolo e liscio quando la corrispondente reazione ¢ normale
al vincolo stesso. Da quanto precede segue che la reazione di un vincolo liscio

che agisce su un punto ¢ normale a qualsiasi suo spostamento virtuale.
Esempi

1. Consideriamo ancora il pendolo sferico. Calcolando il differenziale di P otteni-

amo subito 'espressione degli spostamenti virtuali:

dP = [(cosfcospdl — sinfcospdp)i + [(cosbsingdd + sinfcospdp)j — [sinfofk
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2. Consideriamo ora il pendolo doppio. Anche qui, calcolando i differenziali delle
(2.3.34), si ha:

dP, = —l(sinf1601i + coshz005])
6Py = —(1;5in6,60; + l55in0,005)i — (Iycos801060; + locos050605)j

B.Il principio dei lavori virtuali.

Definizione 2.10 Dicesi lavoro virtuale compiuto da una forza (P,Fy) che agisce
su un punto Py di un sistema meccanico a vincoli olonomi lungo uno spostamento
virtuale 0 P, la quantita

0Ly :=Fy - 0P, (2.4.36)

Dicesi lavoro virtuale della sollecitazione attiva del sistema la somma dei lavori vir-

tuali compiuti da tutte le forze attive:

N N

k=1 k=1

Osservazioni

1. La nozione di lavoro virtuale puo essere introdotta in ambiti molto piu generali
di quello qui considerato. Si puo definire, con un certo grado di imprecisione, lo
spostamento virtuale d P, di un punto P, di un sistema vincolato come qualsi-
asi spostamento geometricamente possibile, cioe¢ consentito dai vincoli, da una
posizione ad un’altra infinitamente vicina. Con questa nozione di spostamento

virtuale la definizione precedente di lavoro virtuale rimane invariata.

2. Le reazioni vincolari sono forze come le altre, e quindi anche per loro si definisce

il lavoro virtuale.

Consideriamo ora un sistema meccanico arbitrario soggetto a forze attive qualsiasi e
a vincoli olonomi. Per questi sistemi il principio dei lavori virtuali si pu¢ enunciare

COSI:

Principio dei lavori virtuali

Condizione necessaria e sufficiente affinche un siffatto sistema meccanico, inizial-
mente in quiete in una data configurazione dei suoi punti, lo rimanga per sempre €
che il lavoro virtuale della sollecitazione attiva sia nullo per qualsiast spostamento

virtuale a partire dalla medesima configurazione.

Osservazioni
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1. Si noti che il principio dei lavori virtuali fornisce una condizione necessaria
e sufficiente per 'equilibrio che non fa intervenire le reazioni vincolari, che a

priori sono incognite.

2. Vedremo in seguito con un esempio come il principio dei lavori virtuali, assieme
al postulato delle reazioni vincolari, permette di calcolare le reazioni vincolari

wmn condizioni di equilibrio.

3. Per quanto visto sopra sull’interpretazione geometrica degli spostamenti virtuali,
I'interpretazione geometrica e la seguente: un sistema meccanico ¢ in quiete in
una particolare configurazione P(qq) se e solo se la sollecitazione attiva F =
(Fy,...,Fy) e ortogonale alla superficie di configurazione Q nel punto go. Infatti

la condizione

N
5L = Fy 6P, =0
k=1

esprime l'ortogonalita fra i vettori F € R*N e §P = (6P,...,0Py) € R*N. Ora
dP ¢ tangente a Q in P(qo). Siccome l'ortogonalita vale per tutti i possibili
spostamenti virtuali 0 P a partire da P(qp), cioe per tutti i vettori tangenti a Q

in qo, F ¢ diretto lungo la normale alla superficie stessa.

4. Per il Corollario 2.2, si ha quiete se e solo se F, = —®, : k=1,..., N. Dunque
a rigore il principio dei lavori virtuali non puo valere per vincoli scabri. In
realta, essendo anche il principio dei lavori virtuali una condizione necessaria
e sufficiente per la quiete, si puo assumere la sua validita come definizione di

vincolo liscio.

5. La condizione necessaria e sufficiente per la quiete espressa dal principio dei

lavori virtuali

0L =0

e nota anche sotto il nome di equazione simbolica della statica.

C. Applicazioni ed esempi

Cominciamo con l'osservare che il principio dei lavori virtuali costituisce una con-
dizione necessaria e sufficiente per la quiete. In meccanica, le forze sono un dato del
problema. Le incognite sono i moti. Nell’applicazione del principio dei lavori virtuali,
le incognite sono i particolari moti definiti dalle configurazioni di quiete; piu general-
mente, il problema e costituito dalla ricerca delle condizioni da imporre sulle forze per
assicurare la quiete del sistema in certe configurazioni da determinare.

Esprimiamo anzitutto il lavoro virtuale in funzione dei parametri lagrangiani. Si ha:
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Definizione 2.11 Assumiamo che le forze (Py,Fy) : k=1,..., N siano posizionali:
Fy, =Fi(P,...,Px). Siponga:

al OP;
Qular, - qn) =Y Frp-—=, 1=1,...,n (2.4.38)
k=1 o]
Le Q; si dicono forze generalizzate di Lagrange. Qui al solito P, = Py(qi,...,qn), €,

con abuso di notazione:

Frlqr, - @) = Fu(PG(q, - ) Pllqr, -5 q)), B=1,....n
Allora si ha

Proposizione 2.7 [l lavoro virtuale L della sollecitazione attiva ha la sequente

espressione in funzione dei parametri lagrangiani

0L = Qrdy (2.4.39)
k=1

Corollario 2.8 Se la sollecitazione attiva é posizionale le configurazioni di quiete del
sistema sono tutte e sole quelle definite dai parametri lagrangiani soluzioni delle n
equazIoni:

Q1(qrs - qn) =0,...,Qun(q1,...,qn) =0 (2.4.40)

Esempio
Si consideri il bipendolo dell’Esempio 5, nella variante in cui i pendoli sono aste
rigide omogenee di masse m; e mo e lunghezze 213, 2[5, rispettivamente. Supponiamo
inoltre che sul sistema agisca la forza attiva costante F = Fi applicata all’estremo
P = (x4, 1) del secondo pendolo.
Sappiamo gia che questo sistema ha due gradi di liberta. I parametri lagrangiani sono
q1 = 01, g2 = 05, gli ancoli di rotazione delle due aste. Le forze peso si immaginano
applicate ai baricentri GG; e Gy delle due aste. I baricentri sono i rispettivi punti medi.
Dette (16, 1%16), (T2a, Yog) le loro e coordinate (cartesiane) si ha

G1 = (lycosbq, —lysinb,)

Go = (2l1c0s0; + lyco80y, —2l18inf; — losind,)
Poiche P = (2lycost; + 2lycosby, —2l1sind; — 2l5sinbsy), lo spostamento virtuale 6 P del

punto di applicazione P della forza attiva F si scrive cosi:

oP = (-2[18111&1591 — 2l28iﬂ92502)i — (2[100891591 + 2[2COS@2502)j
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Allo stesso modo si calcolano gli spostamenti virtuali dei baricentri G e G5 delle due

aste. Si ottiene
0G1 = —(l4sinb106,)i — (l1cos6,06,)j
Gy = —(2l48in6,660; + losinha00,)i — (211c0860,0601 + losinds00s)j
Dunque il lavoro virtuale compiuto dalle forze attive lungo il generico spostamento
virtuale 6 P, G, 0G4 dei loro punti di applicazione vale
0L = Fi-0P —mgj-6G1 — —magj - 6G2 = Q1(01, 02) by + Q2(61,02) dfy

Q1(64,02) := —2F1ysin6y + myglicosty + 2l3mageost;
Qz(el, 92) = _2Fl281n92 + l2m2g60892

e quindi, per arbitrarieta di 66, e 665, la condizione §L = 0V (061, 6605) equivale a
—2F;sinf; + myglicost + 2lymogcost; = 0
—2F15sin0y + lymogcost, = 0

OVVero ( )
mag my + 2ms)g
tangly = —— —
angvs 2F ) 2F )

Veniamo ora al calcolo delle reazioni vincolari, cominciando da quella (denotata ®o)

tangt, =

nell’origine, punto in cui ¢ vincolato il primo estremo del primo pendolo. Notiamo
che questo problema i presenta in modo particolarmente semplice, perche le forze
attive sono dirette lungo gli assi x e y, rispettivamente. Per il postulato delle reazioni
vincolari, se rimuoviamo il vincolo in O sostituendolo con la sua reazione vincolare,
che quindi diventa forza attiva, le condizioni di quiete o moto del sistema rimangono
inalterate. Possiamo quindi applicare ancora il principio dei lavori virtuali per trovare
le condizioni di equilibrio. Poiche O non e pitt un punto fisso del sistema, possiamo
considerare uno spostamento virtuale (dx,0) di tutti i punti di applicazione lungo
I’asse x che, ripetiamo, e consentito dai vincoli ora che e stato rimosso quello in 0. Si
ricava subito che, quale che sia la configurazione di equilibro, si deve avere ®o, = —F
perche in tal caso 0L = (P, + F)dx; d’altra parte, scegliendo lo spostamento virtuale
(dy,0) di tutti i punti di applicazione lungo 1’asse y, parimenti consentito dai vincoli,
si trova subito ®o, = —m;g —mag, risultati questi chiaramente da attendersi a priori.

Omettiamo per semplicita il calcolo delle reazioni nella cerniera fra i due pendoli.

D. Il metodo dei moltiplicatori di Lagrange

Se i vincoli sono lisci il problema di trovare le configurazioni di equilibrio del sistema
sottoposto all’azione di k vincoli olonomi puo essere impostato direttamente nelle
coordinate cartesiane (z1, ..., z3y) senza introdurre i parametri lagrangiani. E questo
il metodo dei moltiplicator: di Lagrange, che ora esporremo brevemente data la sua

profonda importanza concettuale.
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Consideriamo un sistema vincolato secondo la definizione (2.7). Siano ®4,...,®;
le reazioni vincolari che competono ai k vincoli. Se ciascuna ®; : ¢+ = 1,...,k si
deve ritenere ortogonale a Q essa deve avere la direzione di (Vfi,...,V fx) che ¢

ortogonale a Q. In altre parole, ciascuna reazione dovra essere una combinazione
lineare dei vettori (V fi,...,V fx). Ora, dato che f; = fi(P,...,Py):l=1,...,ksi

ha, per definizione:

0 0 0
Vi=Vpfit...+Vp fi= ll‘{’il‘i‘il"’ fliN+ fle+ flkN
8 Y1 0z z1 8$N 8yN 82’]\7
Potremo dunque porre, per Il =1,... k:
Afi of ofi ofr . ofi . ofi
=NV =N — —k k
V= l(al1+ay11 0z, 1+ . 3xN1N+3yN']N+(9zN N)

Qui i fattori di proporzionalita A;..., g, a priori incogniti, sono i moltiplicator: di

Lagrange. Essi sono legati alle intensita di ®; dalla relazione

ofi AN AN TIANNEIAS
= [(am) o) ~(5) o () + (@) + (@)

Cio premesso, proiettando le condizioni necessarie e sufficienti per I’equilibrio F;+®; =

0 sugli assi cartesiani otteniamo le 3N equazioni

0 0
0=F, + A\=— h __+)\kj
0= y1+)\1£+ +)\k£
n
0=F, + M\t =i
! * 1(921 + + k@zl
.............................................. (2.4.41)
df1 Ofk
=F,, +A\M=—+ ...+
0 ~ Tt 1%1’ + + k%x
0= Fyy + Mmoo+ Ay
oy
0=F,, +\——t Mg
N * laZN + * k@zN
che assieme alle k equazioni di vincolo fi(x1,y1,21,. .., Z3n, Ysn, zan) =0, 1 =1... Kk,
formano un sistema di 3N + k nelle incognite (x1, 41,21, .., 23N, Ysn, z3n) (fonda-
mentali) e A ..., \; (ausiliarie). Eliminando A;,..., ¢ fra le (2.4.41) otterremo

3N — k equazioni fra le incognite fondamentali che, assieme alle condizioni di vincolo
filz1, 91,21, - -, 3N, Ysn, z3v) = 0, I = 1... k, determinano queste incognite in base
ai dati iniziali. Il moto sara allora completamente determinato e bastera ricorrere a un
qualsiasi sottoinsieme di k equazioni delle (2.4.41) per ricavare il valore di Ay, ..., A,

qualora interessi conoscere l'intensita della reazione.
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Si osservi che se la sollecitazione attiva ¢ conservativa, cioe se esiste V (P, ..., Py)
tale che

F,=-VpV(P,...,Py), l=1,...k

allora il sistema precedente si riduce a

oV 0 0
7:>\1i+...—|—)\k£
oy Oy Oy
LN Y
8%1 1(921 k@zl
av .......... aa
RN TN
oxrn ox ox
oV dfr O fr
=)\ + Ap=——
%UN OYn QYN
— =\ % + A %
8zN laZN o k@zN
Questo e notoriamente il sistema che si ottiene imponendo la stazionarieta della fun-
zione V(Py,...,Py) = V(x1, 91,21, ..., TN, YN, 2n) : B3N — R (vincolo) dalle k con-
dizioni fi(x1,v1,21,---,ZN,Yn,2n) =0, 1 =1,... k. Cid spiega l'origine del metodo

dei moltiplicatori di Lagrange nel risolvere i problemi di estremo vincolato delle fun-

zioni di piu variabili.

2.5 Principio di d’Alembert ed equazioni di La-
grange

2.5.1 Principio di d’Alembert

Le equazioni del moto dei sistemi vincolati contengono le reazioni vincolari, che a
differenza delle forze attive sono a priori incognite. Pertanto esse non permettono, a
priori, di determinare il moto. Abbiamo visto che il principio dei lavori virtuali, in
cui compaiono solo le forze attive e non le reazioni vincolari, permette di determinare
le condizioni e configurazione di quiete. Il principio di d’Alembert permette di fare la
stessa cosa in dinamica, cioe permette di scrive le equazioni del moto del sistema in
modo da farvi comparire solo le forze attive. Queste equazioni saranno le equazioni
di Lagrange.

Il problema della determinazione del moto di un dato sistema vincolato puo essere
ricondotto alla determinazione dell’equilibrio del medesimo sistema sotto 1’azione dei
medesimi vincoli ma di altre forze. Storicamente e stata proprio questa la strada

seguita da Lagrange per ricavare le sue equazioni.
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Cominciamo col porre alcune definizioni. Consideriamo ancora il nostro sistema di N
punti materiali, e le loro equazioni fondamentali

d*P;

e ( )

2

Osserviamo anzitutto che il vettore m;—— ha le dimensioni di una forza.

dt?
Definizione 2.12 Consideriamo un sistema materiale, comunque sollecitato e vin-

colato. Si definisce:

1. Forza d’inerzia agente sul punto P; del sistema la forza (P;, —m; d;f);
2. Forza perduta agente sul punto P; del sistema la forza (P;, F; — mlcgt];)
Osservazioni
1. Le (2.5.42) si possono riscrivere cosi:
Fi—mid;t]? + &, =0, 1=1,...,n (2.5.43)

Se, analogamente a quanto si e visto nella dinamica relativa, si interpreta cias-
2

cuno dei vettori —m; (aventi le dimensioni di una forza) come una forza

2
(fittizia) che diremo fogja d’inerzia concernente 1’i-esimo punto F;, si rileva dalle
(2.5.43), in quanto si riferiscono a n punti da riguardarsi come liberi (perche ab-
biamo sostituito il vincolo con la reazione vincolare), che:

Durante il moto di un sistema materiale, comunque vincolato e sollecitato,
si fanno, istante per istante, equilibrio le forze attive, le forze d’inerzia e le
TeazIoN.

Tenendo conto che le reazioni sostituiscono nel loro complesso ’azione dei vin-
coli, possiamo anche dire che durante il moto di un sistema materiale, comunque

vincolato e sollecitato, si fanno istante per istante equilibrio, in virtu dei vincol,

le forze attive e quelle di inerzia.

2. La nozione di forza perduta permette di dare un terzo enunciato equivalente,

ricorrendo alla seguente osservazione. In base alla identita:

d?P; d?P;
Fi =m; dt2 + (Fz — my; dt2 )

la generica forza attiva F; risulta scissa in due componenti, di cui il primo, cioe
d*P;

miﬁ, rappresenta quella forza che, qualora il punto P; fosse libero, sarebbe
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atta ad imprimergli da sola quello stesso moto, che esso acquista sotto I'azione

combinata dell’intera forza F; e dei vincoli. Percio l'altro componente F; —
d’P;
dt?
dei vincoli. Resta cosi giustificato il nome di forze perdute che si suol dare alle

&P,
F; -

7 . . . N .
; con che il precedente risultato generale si puo enunciare sotto la
forma piu concisa: Durante il moto di un sistema materiale, comunque vincolato

m; rappresenta quella parte di F; che va, per cosi dire, perduta per effetto

m; dt2 )

e sollecitato, si fanno istante per istante equilibrio, in virtu dei vincoli, le forze
perdute. Equivalentemente: In se al posto delle forze attive si mettessero le forze
perdute, lasciando inalterati © vincoli, il sistema sarebbe istante per istante in

equilibrio perche le forze attive e le forze perdute si fanno equilibrio.

Se un sistema materiale a vincoli olonomi e lisci e in equilibrio, per il principio dei
lavori virtuali deve essere nullo il lavoro virtuale delle forze attive. Possiamo pertanto

enunciare il

Principio di d’Alembert”

In un sistema materiale a vincoli olonoma lisci il lavoro virtuale delle forze perdute é

nullo: N ,
d* P,
F. — Y. P, = 2.5.44
kz::l(k Mpy=5) 0P =0 (2.5.44)
Equivalentemente: il lavoro virtuale delle reazioni vincolari ¢ nullo:
N
> ®,-6P, =0 (2.5.45)
k=1

L’equazione (2.5.45) si dice anche equazione simbolica della dinamica.
Osservazioni
1. L’essenza del principio sta nel fatto che le due condizioni equivalenti (2.5.44) o

(2.5.45) valgono tanto in quiete quanto in moto, mentre 'annullarsi del lavoro

virtuale della sollecitazione attiva vale solo in condizioni di quiete.

7Jean-Bapstiste le Rond d’Alembert nacque a Parigi nel 1717. Fu battezzato cosi perché abban-
donato in fasce davanti alla cappella di St.Jean-Baptiste le Rond a Notre Dame come frutto di una
relazione illegittima fra una marchesa e il cavaliere Destouches. Mori a Parigi nel 1783. Divento
non solo un grande matematico (a lui si devono l'equazione delle onde, il teorema fondamentale
dell’algebra, la prima determinazione della precessione degli equinozi), ma una delle figure pit influ-
enti dell’intero illuminismo, come Presidente dell’Accademia delle Scienze di Berlino ed in seguito di
quella di Parigi. Assieme a Denis Diderot diresse il progetto dell’ Encyclopédie.

Nel rivendicare per se la paternita di questo principio Lagrange uso parole cosi piene

di tatto verso d’Alembert che da allora in poi il principio é noto come principio di
d’Alembert. (C.Truesdell)
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2. Abbiamo visto che la condizione d L = 0 del principio dei lavori virtuali ammette
I'interpetazione di ortogonalita fra sollecitazione attiva e vincolo se si vuole as-
sicurare la quiete. Analogamente, I’equazione simbolica della dinamica assicura
I'ortogonalita fra reazione vincolare e vincolo, in condizioni di moto qualunque.

E questa condizione geometrica che permette di ricavare le equazioni del moto.

3. Ricordiamo che 'olonomia e la natura liscia di questo o quel vincolo fisico (con
maggiore o minore precisione) sono fatti sperimentali. Dal punto di vista matem-
atico 'olonomia dei vincoli e la loro natura liscia sono postulati di origine fisica;
si puo adottarlo sotto differenti forme equivalenti, per esempio sotto forma del
principio dei lavori virtuali o del principio di d’Alembert, ma quando si definis-
cono i vincoli si tratta sempre di fatti sperimentali non contenuti nelle equazioni
di Newton. Questa e un’affermazione di un certo significato fisico, specialmente
alla luce di quanto si puo assai spesso leggere nei testi di Fisica I, e cioe che
tutta la meccanica e contenuta nelle equazioni di Newton. Per quanto precede,
ques’ultima affermazione e vera solo se si considerano sistemi meccanici privi di

vincoli.

2.5.2 Equazioni di Lagrange

L’energia cinetica

Consideriamo un sistema materiale di N punti in R® comunque sollecitato e sotto
I'azione di k vincoli olonomi lisci. Sia ¢ := (¢1,...,¢,) : » = 3N — k un insieme
di parametri lagrangiani. Rcaviamo 'espressione dell’energia cinetica in funzione dei
parametri lagrangiani e delle loro derivate ¢ := (4, . . ., §n), dette velocita generalizzate

di Lagrange. Si ha

Proposizione 2.8 L’energia cinetica del sistema materiale ¢ una forma quadratica
definita non negativa nelle velocita generalizzate di Lagrange ¢ con coefficienti che

dipendono solo da q:

. 1 & ,
T(q,q) = 5 > Ti(a)digpr  dove (2.5.46)
Lk=1
Ti(q) = ivj or of (2.5.47)
e = "0q; gy o
Dimostrazione
Derivando 'espressione P, = Pi(q1, . .. ,qn) otteniamo
N
8P
(2.5.48)

an
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Pertanto:
1Y 1Y N oP N oP,
T=3) mvi=5>m Z o de = Z

’L:1 Z:1 : :

1 & N GP 0P,

5 Q)i Tin

2 %:: o Z: dq gy
e ci0 prova la che T' & una forma quadratica nelle (i, . . ., ¢, ) con coefficenti che dipen-

dono solo dalle ¢ = (¢, ..., qn) dato che P, = P(q1,...,qn),l = 1,..., N. Inoltre, &

chiaro che 'energia cinetica, espressa nelle coordinate cartesiane, € una forma quadrat-

1
ica definita positiva: infatti T' = — Z m;v: = 0seesolosev; =0,i=1,...,N.
i=1

Questo implica che T'(q, ¢) > 0 sempre e cid conclude la dimostrazione.
Osservazione

L’energia cinetica T'(q, ¢) si puo annullare anche se ¢ # 0. Infatti la trasformazione
dalle coordinate cartesiane ai parametri lagrangiani puo introdurre delle singolarita
che generano tale fenomeno. Consideriamo ad esempio il moto piano di un punto

libero, e scegliamo come parametri lagrangiani le coordinate polari (r, ¢). Si ha

1 1 1
T = ov* = gmlfec + ge,)* = om(i +1°¢%)

Si vede subito che T'=0 per r =7 =0V ¢.

Dall’espressione dell’energia cinetica possiamo ricavare le equazioni di Lagrange:
Teorema 2.5 (Equazioni di Lagrange)

Consideriamo un sistema olonomo a vincoli lisci con n gradi di liberta. Sia QQ =

(q1,- -, qn) un insieme di parametri lagrangiani. Allora il moto t — q(t) dei parametri

lagrangiani é soluzione del sequente sistema di equazioni differenziali

=Qi i=1,...,n (2.5.49)
dette equazioni di Lagrange.

Corollario 2.9 (Funzione di Lagrange) Nelle ipotesi del teorema precedente, supponi-
amo inoltre che la sollecitazione attiva sia conservativa, cioe che esista una funzione

V(qi,...,qn) tale che

oV
©@i=- dg;

St definisca la funzione di Lagrange, o Lagrangiana, nel modo sequente:

L(g,q);=T -V (2.5.50)
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Allora le equazioni di Lagrange (2.5.49) prendono la forma

doL oL
dtdg g

i=1,....,n (2.5.51)
Osservazioni

1. Le equazioni di Lagrange, in ambedue le forme (2.5.49,2.5.51), sono un sistema

di equazioni differenziali ordinarie del secondo ordine perche V non dipende

or 0L
dalle ¢. Calcoliamo per sincerarcene — = % In questo calcolo le ¢ vanno
i 4;
considerate costanti, e va considerato costante anche ¢. Allora:
or 1 19 &
5 Z T (@) GG = > Tos(q)g: + 2 Z Tir(q
8% 206i 3= 28151 i<k=1

ﬁ: = pi(¢; 4)

Ora p;(q, q) € lineare in ¢. Pertanto la derivata rispetto al tempo di tale espres-

sione puo contenere al piu le derivate seconde rispetto al tempo. Infatti:

dor

T (q) G + ]
dt 9; dt kzl e(0)i ,;1 dq;

Le incognite gx(t) sono funzioni della sola variabile ¢; le equazioni di Lagrange

sono pertanto equazioni differenziali ordinarie.

2. Le condizioni iniziali sono rappresentate dall’assegnazione degli n valori che
le coordinate lagrangiane ¢;(t),...,¢,(t) assumono all’istante iniziale t = ¢,
e dagli n valori assunti dalle velocita generalizzate ¢,(t),...,¢,(t) sempre a
t = ty. Sotto ipotesi molto generali le equazioni di Lagrange, assegnate le
2n condizioni iniziali, ammettono una soluzione ed una sola, e determinano cosi
univocamente l’evoluzione delle coordinate lagrangiane. La conoscenza delle

funzioni ¢ (t), . .., ¢,(t) determina ’evoluzione di ogni punto del sistema: infatti

dove le funzioni ¢ — Py(q), k = 1,..., N sono funzioni note.

3. Le equazioni di Lagrange sono un sistema i equazioni differenziali in forma im-
plicita. E possibile tuttavia scriverle in forma normale, cioe in forma risolta nelle
Gk, le derivate di ordine piu elevato. Si puo infatti dimostrare che le equazioni
di Lagrange si possono riscrivere nella forma seguente:

G = Q" — En: {:9} Grds (2.5.52)

r,s=1
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dove:

Q" = anT‘“Qi, { " } = iT“{m,z}

i—1 rs i—1

Ty (q)  0Ti(q) OTw(q)
{rs,i} = 2( 0q; * dq, B 94 >

e T% ¢ il complemento algebrico dell’elemento Tj.

4. Sappiamo che i parametri lagrangiani in generale non sono unici. Si puo di-
mostrare che se si opera la trasformazione che fa passare da un sistema di
parametri lagrangiani ad un altro la forma delle equazioni di Lagrange non
varia. Come caso particolare, nel caso dei sistemi privi di vincoli le equazioni di

Lagrange non cambiano al cambiare dei sistemi di coordinate.

Dimostrazione
Si ponga:
N d*P, 0P,
T = Z k . (2.5.53)
b—1 dt2 8(]1
e dimostriamo che Q; = 7; : i = 1,...,n. Le Q);, ricordiamo, sono le forze generalizzate
di Lagrange. Si ha
N dZPk N
k=1 ¢ k=1
Infatti:
N 2 N 2 N
0P, = Y —4
,;m"”“dﬁ " Zm’“dﬂ ;82
n N 2 N
d P, 0P
= 0q; : = : dg;
200 2 Mg g, T A T
Ricordiamo poi che
N n
Z F-0P, = Z QrOqx
k=1 k=1
Sostituendo quest’ultima espressione e la (2.5.53) nella (2.5.44) troviamo:
Z Qr — 71)0qr = 0 (2.5.55)
da cui, per 'arbitrarieta degli spostamenti virtuali dqy:
Qk:Tk, ]{721,...,71 (2556)
Per concludere la dimostrazione basta far vedere che
dor 0T
Ty = —— — — (2.5.57)
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A questo scopo, cominciamo con ’osservare che:

*P, 0P, ddP, 0P, d (dP, 9P\ db, d 9P
a2 0q; dt dt Oq; dt \ dt g dt dt dg;

D’altra parte, se deriviamo la (2.5.48) rispetto a ¢; troviamo (si osservi che le P, non

(2.5.58)

dipendono dalle ¢)

9q; ﬁ B dq; 7
pertanto, assumendo di potere invertire 1'ordine delle derivazioni:
doP, 0 dPy

il - i 2.5.59

Sostituendo quest’ultima formula nella (2.5.58) si trova

&P, 0P d (dP, 9 dP)\ dP, 0 dP,
a2 dq;  dt \ dt 0g; dt dt  0¢ dt

1d 0 (dP\" 19 (dR\’
e quindi, sommando su tutti i punti:

N @2p, oP, 1 d [0 dP\° 1& o (dP,\’
= gm g 3 M (ath> T3 M, (dt) -

k=1 k=1 k=1

Ld oo (dBN' 10 g (AP d (9T oT
2dtog, = """\t 20 = ""\"ar ) T at\og, ) oq

i =1 i k=1

e cio conclude la dimostrazione.

Enunciamo e dimostriamo un importante conseguenza della formulazione lagrangiana

delle equazioni del moto.

Definizione 2.13 Suponiamo che le forze siano conservative. Se la lagrangiana L
non dipende da una delle coordinate lagrangiane, ad esempio qs, tale coordinata viene

detta ignorabile.

Corollario 2.10 Supponiamo che la coordinata qs sia ignorabile. Allora il sistema

ammette il sequente integrale primo:

oT
I, = a0 (2.5.60)
Dimostrazione
Se ¢ e ignorabile, si ha:
oL orT ov
9gs 0= 9gs -0 9gs ="
Allora I'equazione di Lagrange per questa coordinata diventa:
dor_d,
dtdgs dt °

e cio dimostra il Corollario.
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2.5.3 Regola per impostare i problemi di moto vincolato ed
esempi

Regola: (valida per un sistema di N punti in R? soggetti a vincoli olonomi lisci).

1. Determinare il numero di gradi di liberta tramite I'imposizione dei vincoli ed

individuare un sistema di parametri lagrangiani ¢y, ..., q,

2. Esprimere le coordinate cartesiane di ogni punto del sistema in funzione dei

parametri lagrangiani, cioé costruire le funzioni

P,—0O=P(q,-..,qn) :i=1,...,N; (2.5.61)
1Y LA

3. Esprimere I'energia cinetica 1" = 3 > mvi = 5 > m; P? per mezzo di una forma

i=1 i=1

quadratica nelle velocita generalizzate ¢y, ..., g,
1 & ..
T =35 > Tl
ij=1

Suggerimento: usare il teorema di Konig ogni volta che si puo.

4. Calcolare le forze generalizzate di Lagrange Q;(qi, ..., qn) esprimendo la legge
di forza in funzione dei parametri lagrangiani per il tramite delle (2.5.61); se il
sistema e conservativo, calcolarne il potenziale V(P,..., P,) ed esprimerlo in

funzione dei parametri (¢, ..., q,) sempre tramite le (2.5.61).

5. Scrivere le equazioni di Lagrange:

oppure, se il sistema e conservativo, e L =T —V

doL oL
dtdg; Oq

1=1,...,n

6. Integrare le equazioni.

Esempio 1
Ritroviamo anzitutto tramite il metodo generale di Lagrange le equazioni del moto

che gia conosciamo nei casi che abbiamo trattato in precedenza.

1. Punto materiale libero in R® sottoposto all’azione di forze arbitrarie.

Non ci sono vincoli da imporre. I gradi di liberta sono 3. I parametri lagrangiani

coincidono con le coordinate cartesiane. La funzione P e l'identita. L’energia
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1
cinetica ¢ T' = im(:ic2 + 9% + ). Le forze generalizzate di Lagrange sono le
componenti cartesiane della forza (P, F) che agisce sul punto. Si ha poi:

daor d, . dor d, . . dor d, . .
prir %(mx) = mi, & 0; = %(my) =my oo = ﬁ(mz) =mZ
Le equazioni di Lagrange sono quindi

mi=F,, my=1F, mi=F,

che sono le equazioni di Newton.

Se poi le forze sono conservative, poiche L =T — V otteniamo:
oV . oV . ov
P m —_
ox’ 4 oy 0z

che e la forma assunta dalle equazioni di Newton quando le forze sono conser-

mi =

vative.

. Punto materiale in R? riferito a coordinate polari.

Non ci sono vincoli da imporre. I gradi di liberta sono due. 1 parametri
lagrangiani sono le coordinate polari (r, ). Sappiamo che la velocita vale
Vv = re, + rye,; pertanto T = %mv2 = %m(f“z + r?¢?). Supponiamo che su
P agisca un campo di forze centrali, V' = V(r). Allora:

L=T-V = ;m(f2 + 72 = V(r)

e le equazioni di Lagrange sono
doL 0L d oL 0L
dior o " @op o
cioe
mit +mrp? +V'(r) =0, i(mr%b) =

La seconda equazione implica r%p = A, dove A & una costante. Sostituendo

¢ = — nella prima troviamo
r
mit + mA* > +V'(r) =0

Se ora introduciamo, come nel Paragrafo 1.3.2 C, il potenziale effettivo V4 :=

mA? . . . :
V(r)+ 52" Iequazione ultima scritta diventa
r
mit 4+ Vi(r) =0
L’integrale primo dell’energia si scrive:
1 1 A?
E= imf“2 + Va(r) = imf‘Q +V(r)+ ﬂ;ﬂ

Ritroviamo cosi la discussione e la soluzione del problema dei due corpi del §
1.3.2.
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3. Punto materiale in R riferito a coordinate polari.

Nemmeno qui ci sono vincoli da imporre. I gradi di liberta sono 3. I parametri
lagrangiani sono le coordinate polari r, 6, ¢, legate a quelle cartesiane dalle re-
lazioni

x = rsinfcosp, y = rsinfsing, 2z = rcost

Qui la coordinata zenitale 0 varia fra —7/2 e 7/2, e quella azimutale ¢ fra 0 e

2m. Considerando le coordinate polari come funzioni del tempo si ha

i = rsinfcosy + rcosfeospld — rsinfsingp
§ = rsinfsing + rcosfsingd + rsinfcospe

5 = fcost — rsinff
Pertanto:
1 1 .
T= §m(a’02 + 97 4 3?) = §m(7’“2 + 726% + r*sin®0p?)

Se le forze sono centrali, c¢i sono due integrali primi. Uno di questi e deter-

minabile immediatamente. Se V' = V/(r) la coordinata ¢ ¢ ignorabile. Infatti:
1 .
L = T-V-= 5m(7’“2 + 7202 + r’sin?0p%) — V(r)
d oL oL d
dt 0¢ op dt [mr”sin"6g)
L’integrale primo corrispondente & dunque K, = mr?sin?6¢ (proiezione del mo-

mento angolare lungo I'asse z).

4. Punto materiale vincolato a percorrere una curva in R3.

Qui bisogna imporre il vincolo che il punto si muova su una curva prefissata.
Imporre il vincolo significa imporre che le coordinate (z,y, z) appartengano alla
curva, cioe che il punto (z,y,z) soddisfi le assegnate equazioni parametriche
r = x(u), y = y(u), z(u). Quindi il parametro lagrangiano ¢ uno solo, il
parametro u della curva. Passando alla descrizione intrinseca (vedi Ciematica),
possiamo scegliere come parametro lagrangiano I’ascissa curvilinea s(u). Allora,

dato che P = v = $t(s), si ha la formula dell’energia cinetica

1
T = —més>.
2m3

Denotata F(P, P, t) = F(P(s),st(s);t) la legge di forza attiva che agisce sul

punto, calcoliamo ora la forza generalizzata di Lagrange Q(s, s;t). Il lavoro
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virtuale vale L = F - §P(s), mentre lo spostamento virtuale vale dP(s) =

P
d d(s)és = t(s)ds. Quindi 0L = F - tds da cui
s

Q(s, $;t) = F(P(s), st(s);t) - t(s) := Fi(s, $;t)

L’equazione di Lagrange ¢

ms = Fy(s, $;t)

e si ritrova cosi l'equazione del moto (2.1.3) dell’esempio all’inizio di questo
capitolo.

Poiche il calcolo esplicito dell’ascissa curvilinea s(u) e della sua funzione inversa
u = u(s) non ¢ quasi mai possibile, conviene scrivere I'equazione di Lagrange
direttamente nel parametro u della curva preassegnata, assunto come parametro

lagrangiano. Si ha allora

. dz . . dy. . dz . 1| dx dy dz .
= — = — e — > T = — PR 2 - 2 J— 2 2
T VT T " 2 [(du) @) G
Supponiamo per semplicita che la forza agente su P sia conservativa: F = —VV.

Allora, esprimendo il potenziale V' in funzione del parametro lagrangiano u, la

lagrangiana sara:

Do) = {(fg) ) +(5) ]u?—w:c(u),y(u),zw))

Sviluppiamo i calcoli nel caso particolare di un punto pesante vincolato a muoversi
su un’ellisse di centro l'origine e semiassi a > b nel piano verticale zy. Le
equazioni parametriche dell’ellisse sono

{ I = acosu ZE2 y2

= bsinu :>ﬁ+b72:1

Qui il parametro u e 'angolo al centro, misurato a partire dall’asse delle x:
0 <wu < 27w, Quindi

dz )
— = —asinu 1
%j — T = §m[aQSin2u + b?cos®uu?,
— = bcosu
du
D’altra parte V = mgy = mgbsinu e pertanto:

1
L(u,u) = §m[a28m2u + b*cos?ulu® — mgbsinu.

Se poi a = b = [ lellisse diventa un cerchio e la lagrangiana si riduce a

1
L(u,4) = Qmﬂu? — mglsinu.
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Di solito si conviene di misurare gli angoli a partire dalla verticale discendente.

Pertanto si pone 6 = u + 7/2, il che da:
; [y
L(6,0) = iml 6% + mglcosf
cosicche con 'equazione di Lagrange ritroviamo 1’equazione del pendolo

[0 = —gsind.

5. Corpo rigido con un asse fisso.

I1 vincolo ¢ gia stato imposto nel paragrafo 2.2.4, dove si e trovato che il sistema
puo essere descritto da un solo parametro lagrangiano, ’angolo di rotazione 6
attorno all’asse fisso. Si ¢ inoltre ivi calcolata 1’energia cinetica del sistema, che

vale
1 .
T=-1,6°
2

dove I, & il momento d’inerzia del corpo rispetto all’asse fisso. Calcoliamo ora
la forza generalizzata di Lagrange. Se Fy e la forza applicata al punto Py del

corpo rigido si ha, calcolando ancora il lavoro virtuale:

N N
5L:ZFk5Pk:ZFk6a/\(Pk—O)5(‘):Qa50
k=1 k=1

dobe a ¢ il versore dell’asse di rotazione. Qui abbiamo applicato la formula
per gli spostamenti virtuali di un corpo rigido con un asse fisso giaa vista nel
paragrafo citato, e la definizione di momento di una forza rispetto ad un asse.
Dunque @ = €, e 'equazione di Lagrange diventa

d (1.0%)

: 1,0 = Q,
i o ¢

che coincide con l'equazione ricavata nel 2.2.5.

Esempio 2. Segmento rigido omogeneo mobile nel piano.

Questo sistema equivale al moto piano di due punti P, = (z1,41), P» = (22,92) di

masse mi, ms sotto il vincolo di tenere fissa al valore [ la distanza reciproca.

1. Gradi di liberta : sappiamo gia che ¢ R? x S*. Come coordinate possiamo
scegliere quelle, denotate (x1,y;) del punto P; e e I'angolo di rotazione 6 attorno

ad un asse ortogonale al piano ed uscente da P;.



106

2. Energia cinetica: occorre anzitutto esprimere le coordinate di P, in funzione

delle coordinate della varieta, cioe dei parametri lagrangiani, (zq,y;;6). Si ha
come sopra

T9 = x1 + lcosH Yo = Y1 + [sinf

Considerando al solito i parametri lagrangiani funzioni del tempo ¢ otteniamo,

dopo i consueti calcoli che stavolta ometteremo
1 .
T = §(m1 +my) (27 4+ 97) + 2Imaf(Isindi; — lcosfy)

che e l'espressione precedente.

Si noti che queste coordinate non sono quelle in cui 'espressione dell’energia
cinetica e la piu semplice. A tale scopo conviene prendere quelle, denotate
(x,y) del punto medio fra P, e P,, e 'angolo di rotazione 6 attorno ad un asse
ortogonale al piano passante per il punto medio, che coincide con l’angolo 6
precedente. Si ha manifestamente:

{ xlzx—écose { xgzx—i-écosﬁ

Y1 =9y — ésin@ Yo =1y + ésin@

Dopo i consueti calcoli che stavolta ometteremo si ottiene

1 .
T = (mi+ mo)[(@2 4 §3) + 1767

. Detto U(x1,y1; 2, y2) il potenziale della sollecitazione attiva (supposta conserva-

tiva), e denotata® U(xz,y; 0) la funzione U(z +lcosf, y+Isind; x — lcos, y — Isind)
la lagrangiana e
L = m[(i® + o) + 1202 + U(z,y:0)

da cui si deducono le tre equazioni di Lagrange del sistema

Esempio 3: Il bipendolo
Gradi di liberta: 2.

Parametri lagrangiani; i due angoli 6,; 6s.

Coordinate cartesiane dei punti P, e P, in funzione dei parametri lagrangiani: la

formula (2.3.34) che qui riportiamo per comodita:

x1 = lcosb, Ty = l1cosby + lyc0s0s
Yy = —llsinﬁl Yo = —llsinel — leil’leg

8per il consueto abuso di notazione
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Energia cinetica:

1 ) ) 1 . . 1 o )
T = iml(xf +)t+ §m2(x§ +93) = §m1[(—lls1n016’1)2 + (=l cos6161)?] +

= img[(—llsinﬁlel — lein9292)2 + <—11C089101 - 12C059262)2] =

= ;(ml + mQ)ZfQ% + ;mglgﬁg + malylycos(0y — 92)9192
Potenziale delle forze peso:
Vo = migyr + magys = maglisind, + mayg(lisind; + lysingy)
Potenziale della forza F = Fi applicata a Ps:
Vi = —Fxy = —F(lycosfy + lycosbs)
Lagrangiana:
L = T-V=T-Vg—-Vp

1 . 1 . ..
= §(m1 + mg)l%Q% + §m2l§9§ + mglllg(?OS(el — 62)9102

—  maglisind; + mog(lisind; + lrsindy) + F(lycost; + lacosts)



