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§ 1. PICCOLE VIBRAZIONI TRASVERSALI DI UN FILO.

1) Equazione indefinita del moto.

L’unico esempio di sistema a infiniti gradi di liberta che si
¢ incontrato nel corso di Meccanica Razionale & quello di un fir

Jo.. flessibile {che ciod pud. assumers qualuhque'configurazione pos-
sibile) e inestendibile (tale ciod che rimanga costante la lunghez-

za di un suo arco limitato da due punti). Introdotto un sistema
di coordinate curvilinee s con origine O (Fig. 1), per cui un ge«
o

N

$

Fig. 1

nerico punto P del filo & P=P(s), € stata ricavata equazione
indefinita dell’equilibrio nella forma

a7 > >
(1 ?+—~L = T =1t

dove f ¢ la forza dlstnbulta (f ds ¢ la forza agente su un ele-
mento ds di filo) e 'r ¢ la tensione (cioéla forza che va appli-
cata a un punto generico P qualora si asporti il filo al di 13 di
un punto interno M del filo senza cambiare lo stato di quiete

o di moto del filo stesso).
Se ora si pensa il filo in movimento, un generico punto P

non si esprimerd solo in funzione della coordinata curvilinea s
ma sard anche funzione del tempo ¢. Scriveremo percid



8
_ ‘ x=x(1t)
O P=P(s,t) oppure {y =y(s t)
. : z=z(51t)

che forniscono le coordinate cartesiane di P in funzione di s .e
di ¢ e le equazioni della curva rappresentata dal filo. Queste tre
funzioni (di due variabili) saranno incognite mentre saranno note

le forze distribuite che risulteranno funzioni, in genere, del pun-
to, della velocitd e del tempo. Poiché il filo ¢ inestendibile, ad
ogni valore di s corrisponde uno ed un sol punto del filo, che

¢ il medesimo nelle.varie configurazioni assunte dal filo: c¢id  si
y .

———gsprime con —"="0
L oenme SN ae T

_ Per ricavare l’equazione indefinita del moto (valida ciog in

ogni punto interno al filo), possiamo applicare il principio di

.

d’Alembert, secondo il quale ogni punto del sistema & mantenu-

to in equilibrio dalla forza perduta in quel punto. Tale forza si
calcola, com’® noto, aggiungendo alla forza attiva applicata al pun-
to il prodotto cambiato di segno della sua massa dm per 'acce-
lerazione. Essendo dm=p ds (p densitid lineare)la massa de] pun-
to P (che schematizza 'elemento ds del filo), laforza perduta in
P sara quindi

) Fds— o7 ds:

durante il moto tale forza, divisa pcr ds, deve quindi soddisfare
la (1) quando sia sostituita al posto di 7 Si ha cosi TPequazione
del moto nella forma '

- 7
3) ?—pa+—a-;=o =1

si.noti che si & usato il simbolo di derivata parziale perché la
tensione ?, oltre che dipendere da s, pud dipendere da ¢.
Nella (3) p sard assegnata in funzione di s, ? in funzione di

9

' arP
P, t e della velocitd —, mentre 7 sard funzione incognita di s

ot
a:p : .
e di #. L’accelerazione si scriverd 3 e quindi l’equazio_ne stes-
. 3P S
sa diventeré(é = —)
o5
2P d aP)
“ P a:z"?+as ("r as /-

Occorrerd aggiungere la nota relazione che ésprime il fatto che

ar
— & un versore
s

R

e quindi le (4) e le (5) equivalgono a un sistema di_ quattro e-
quazioni scalari alle derivate parziali nelle quattro funzipni (di s
e di t) incognite x, ¥,z e 7!

(6)

A 2 J 2 ] 2
() ) -
as as s
Questo sistema, assieme alle condizioni iniziali (posizione e

velocita iniziale per ogni P) e alle condizioni agli estremi del fi-
lo (condizioni al contorno), determinano il moto del filo.

2) Piccole vibrazioni trasversali di un filo. Equazione di d’ Alembert.

Per poter risolvere il problema precedente consideriamo un
caso particolarmente semplice. '
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-—
Supponiamo che la forza distribuita f sia ovunque trascura-

bile. In condizioni di equilibfio il “filo sia disposto secondo una
refta che assumiamo come asse x, mentre in condizioni di moto
i punti det filo si scostino pochissimo dall’asse x e normalmente
ad esso: tale moto prende il nome di piccole vibrazioni trasversali.
 La piccolezza e la trasversalitd del movimento si precisano

S 9x. ..
dicendo che in ogni punto del filo ¢ FTS = 0 e Pangolo a for

. - — . . . .
mato dal versore ¢ con lasse x & dovunque molto piccolo  in
‘modo da potersi sostituire cosa con 1; & cioé

dx ,

o COS = A0 P
as

per cui & dx = ds e, ponendo Torigine della coordinata curvitinea
s nellorigine delle coordinate cartesiane, ¢ x =5 per ogni punto
del filo. Le (6) allora diventano

or

ax

oy 9 , Oy
8 = [ —
®) P3e " ax (T ax)

¥z 8 )

arr  ox (’ ax

dove le incognite sono soltanto y,z, e7. L'ultima delle (6) si ri-

i , dx : ., oy
duce a un'identitd, dato che ¢ —— = 1, mentre i numeri Bs

. ds
z_ay_ e _a_z o _a_z, che danno la tangente trigonometrica dell’an-
9x  Os ax
golo che le tangenti geometriche delle proiezioni della linea fu-
nicolare sui piani xy € xz formano con l'asse x, sono numeri
molto piccoli i cui quadrati sono trascurabili. '
Dalla prima delle (8) si deduce che il modulor della tensio-
ne é costante lungo il filo. Supposto noto 7, le rimanenti equa-

zioni diventano

A~

1

2%y r %y 9z 1 3%z

arr  p ox? B p axt’

(%)

Esse definiscono il moto della proiezione del filo sui piani (x, ¥)
e (x,z) e hanno la stessa forma: & l'equazione di d’Alembert o
lequazione delle corde vibranti:

Limiteremo il nostro studio ad una sola di esse, p. es. la
prima, il che corrisponde a studiare il caso in cui la corda vibra
nel piano (x, ). Integrando la detta equazione e tenendo conto
delle condizioni iniziali e delle condizioni al contorno, si calcola
il moto del filo.

3} Piccole vibrazioni trasversali di un filo omogeneo illimitato.

‘ Supponendo 7 costante rispetto al tempo e p costante r1i-
spetto ad x, possiamo porre

(10) — = 92,
0

Per trovare la soluzione generale dell’equazione

y(x,t) _ , yxt)
(1 arr  © ox?

possiamo eseguire il seguente cambiamento di variabili:
(12) x +vt=¢ x — vt =19
e pensando che dopo tale cambiamento si ha

yx 0= pEw D, n00]

. si ottiene'
iy— _ ay ay " aZy o, aZy \ azy 5 azy
ox 3t o’ Vot T Y g + 20 dfan T an?
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By _dy Wy By _ 280 o 8 2 0%
ar ot P T an C0%E S50 T2 ey T T
uguagliando i secondi membri delle ultime due equazioni si ricava

e azy

i3 4 v? =

(13) atom

- a_ ay ay |

Séne deauce 3t an =70 ¢id significa che o1 ¢ indipenden-

o ay o .
te da. &, cnoé é W = f(n), dove f & il simbolo di una funzio-

ne arbitraria. Integrando ulteriormente e indicando con F(n) una

prlmluva. Ut‘,lld J si—ha

y(é,n)"F(nHG(E)

dove G & una funzione arbitraria della ¢ Ritornando alle varia-
biti di partenza si ha

(14 yx,t)y=Fx—vt)+CGx+vi),

che & Pinfegrale detto di d’Alembert e in cui F e G sono fun-
zioni a priori arbitrarie dei loro argomenti.

Le piccole vibrazioni trasversali- del filo sono quindi compo-.
ste di due termini. Supposto il filo illimitato dalle due parti pos-
siamo esaminare il caso G =0; si pud subito vedere che [Pargo-
mento x —¢¢ della F non cambia se, dando a f un incremento
At, si incrementa la x di vAt. E infatti

% + vAt—v(t+At) =x —vt;

cid significa che lo spostamento ¥ di ogni punto x della corda
all’istante ¢ si verifica allistante ¢+ At nel punto x + v4&r (Fig 2),
ossia la configurazione della corda all'istante ¢ trasla di v A¢ nel
verso positivo dell'asse x nelf'intervallo di tempo At; la velocitd
di traslazione si ottiene dividendo lo spazio per il tempo ossia
vAt
At

=yg. In altre parole la configurazione de] filo rimane fissa
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_per un osservatore che si muova con velocitd » nel verso positi-
‘'vo delPasse x, F(x—vt) corrisponde quindi a una propagazione

nel detto verso: diremo che essa corrisponde ad onde progressive,

H termine & (x +v¢) corrisponde invece a una propagazione
di onde regressive nel verso negativo delPasse x: la soluzione ge-
nerale & data dalla sovrapposizione dei due sistemi di onde.

Per determinare le due funzioni Fe G, basta ricorrere alle
condizioni iniziali che consistono, come abitualmente in meccani-
ca, nell’assegnare posizione e velocitd iniziale di ogni punto della
corda. In formule, risulteranno assegnate le due funzioni y, (x)
e vp(x) per ogni x in modo che sia

N 3 ,
(15) ¥ (0, x) = yo (x); —yg(;p“i)— = v (X).

rd

Introducendo tali condizioni nella 's'oluszne generale (14) si ha
F(x)+ G (x) = yo(x)
: . =0 x <+ oo,
—o F' (x)+ vG(x) =9 (x) '

dove Tapice sta a indicare la derivata della corrispondente fun-
zione rispetto al suo argomento. Ihtegrando la -seconda equazione
tra il valore arbitrario fisso a e il valore generico x si ottiene (di-
videndo anche per —7)
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{FGT+G&)—ydﬂ
1/~
F(x) G(x)—“v—/ vo(8) dE+ C,

da cui si ricava

] 1
F@ = [pet) = _vo(s)dzw]

L a

1 1 :
--G(x)=-2—[yo(x)+~;-[ vo(f)'dE"C]

¢ quindi,” sostltuendo dd X largomento X- 'vt in Fex+vrinG

si ha

1 X+ vt
(16)  y(x, t)=-— [yo(x 'ut)+yo(x+vr)+“—/ ‘Uo(E)dE]

in- questa espressione non c’e alcun elemento arbitrario.

Fra le soluzioni della forma (14) sono importanti quelle per
cui F ¢ funzione sinusoidale del suo argomento ed ¢ G =0. Si
ottiene cosi il movimento vibratorio per cui ¢é

an : y = C sen [—%\—ﬂ (x—vt)— ’Y]

dove A, Ce ¥ sono costanti, Si hanni_) ih tal modo le cosidette
onde sinusoidali, nelle quali ogni punto del filo si muove di mo-
27 27 A

to armonico di pulsaz1one w —T v, di periodo T =—— = —

1 v
- = La costante A & la lunghezza d’on-

da in quanto ¢ la distanza fra due massimi successivi della sinu-

e di frequenza v =

soide, mentre. C & l'ampiezza delle vibrazioni e y & la costante

di fase.
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4) Piccole vibrazioni di una corda con un estremo fisso. Onde
simusoidali stazionarie

Supponiamo che la corda abbia un estremo fisso che potre-
mo assumere come origine delle coordinate cartesiane (x =0) e
sia illimitata solo da una parte, per esempio per x >0.
Alla soluzione (14) va quindi imposta la condizione al contorno
che Pestremo della corda abbia sempre coordinata y nulla  per
qualunque valore del tempo ¢: posto vf=u, cid di luogo alla
condizione funzionale '

0=FCw+Gw) Yu

0ssid

Gw) =-F(-u) VYu

Segue che la soluzione del problema non dipende dadue funzio-

‘ni arbitrarie, ma da una sola, p. es. la F, essendo la ¢ dipen-

dente da F.
La soluzione generale & quindi

(18) y(x, )= F(x—vf)— F(—x— vt).

Se in particolare scegliamo per F Tespressione (17), la solu-
zione sari

(19 yt)= Csen[—i—W“(x— vE)—~] + Csen [—2)-\-7[ (x+v)+v];

¢ evidente che nel caso di una corda con un estremo fisso non
si possono avere onde sinusoidali solo progressive (o solo regres-
indissolubilmente legata a  quella

[y

sive); la presenza delle une ¢

delle altre, con uguali lunghezza d’onda e ampiezza e con costan-
ti di fase opposte. Fisicamente cid si spiega col fatto che le on-
de che arrivano all’estremo fisso si riflettono e percorrono la cor-
da in senso inverso. Tale riflessione & facilmente visibile se le on-
de costituiscono un freno di lunghezza limitata.

Applicando alla (19) una nota formula (di prostaferes1) si
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ottiene

' 27 "'-21rv
20) y(x,t)=2CsenTxcos( Y t+'y).

Se ora fissiamo un punto x della corda, si vede che esso si muo-

LA :
ve di moto armonico di perxodoT e avente ampiezza

20 2 C sen “}\i x;

questa ampiezza varia da punto a punto e, in particolare, ¢ nul
la nei punti in cui x vale

b Y I §
0’2’22 3 e » 2

i quali percid rimangono fermi. Questi punti si dicono nodi. La
ampiezza invece & massima quando il seno vale uno e cid acca-
de nei punti di mezzo fra due nodi successivi. Tali punti sono
detti ventri.

Se nella (20) fissiamo invece un istante ¢ (e ¢id equivale a fo-
tografare la corda in quell'istante), si vede che la corda ha Ia
forma di una sinusoide di ampiezza

(22) | 2 C‘pos ( 2;” t+ 7)

variabile col tempo ¢ che passa dal valore massimo 2 C (raggiun-
to nellistante in cui il coseno vale uno) al valore assoluto mini-

mo che & lo zero. La sovrapposizione di onde sinusoidali pro- -

gressive e regressive di quindi luogo a vibrazioni in cui la forma
della corda & una sinusoide che non si sposta lungo la corda ma

varia in ampiezza al variare del tempo (Fig. 3): le onde in esame ‘

si chiamano onde stazionarie.

Fig. 3
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5) -Richiami sullo sviluppo in serie di Fourier.

Richiamiamo qualche nozione sullo sviluppo in serie di Fou-
rier e anzitutto richiamiamo le seguenti formule:

! l
mm mm - COs mm cO8 nm _
L“’? ; fsen T kdE Ofl(sen 1 E)(sen I *’) d¢=0

(23) per m¥Fn  mn=0,1,2, ..

. ! i
mn
f cos? 7 £d£=f sen? ”;W Edt=I m=1,23, ...
e d =] e e

Si pud dimostrare che, definita una funzione f (§)nell'inter-

- vallo [=} /], se Tintervallo stesso & divisibile in un numero finito

di sottointervaili in cui la f(§) & continua ¢ monotona (sono
quindi escluse le funzioni con infiniti punti di discontinuitda o
con infinite oscillazioni), la f(§) pud essere rappresentata nell'in-
tervallo [—/ ] dalla serie (integrabile termine a termine)

o nw nw
24 = _— S
Q4 f® a0+n§l(ancosl £+, sen— £},
Per calcolare i coefficienti @ e & basta moltiplicare ambo i
) , nw nT
membri della serie per cos*l—i o sen—;-E e integrare fra — |
ed [ ottenendo (ricordando le (23))

1 I :
[f(f) d§ =f ag d&, da cui a0=%

H ~f -

i

F(§) dg,
!

I !
nw
/ f® sen—— £d¢ :[ b, senz-r-;-?i £=1b,, da cui
-1 =1

1 !
b, = -—I-—f F(® sen— ¢ dg,
=i
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r B !
J (& cos-';—mf dE—‘—J d,{bosz—’—:f"‘;"dé =la,, da cui
-1 -
! na
a" = -_[ f(E) COS_I_ Eds'

»»mPerwvalonuesterm all’ ntervallo”[ I11-1a-serie npete periodicamen-

te i valori di questo intervallo, per cui se la f(§) & periodica di
periodo 2/, la serie rappresenta la f (é) per ogni valore reale del-
la varlablle indipendente E '

6) Vibrazioni di una corda con due estremi fissi.

Supponiamo che la corda, di lunghezza !, abbia i due estre-
mi fissi, uno coincidente col punto x =0 e Taltro di ascissa x=
=], Per il fatto che & fisso il punto di ascissa nulla sara vahda
la {18). Imponendo anche la condizione y(, =0, V¢, si ‘ricava

F{—u) = F(—1-v)=0 F(-v)=F(-v-2) ¥t
ossia, scrivendo u per -,
(25) . F@=Fw-2) VYu
Questa relazione, dovendo‘ faiere per ogni valore di u, esprime

che F & una funzmne periodica di periodo 2/.
La soluzione pit generale del problema della corda con due

estremi fissi si scrive dunque nella forma
(26) y(, ) = Fx— o)~ F(—x—vt)

dove F & una funzione periodica di periodo 2/, per il resto ar-
bitraria.

Sviluppiamo la funznone y{x, t) rappresentata dalla (26) in
serie di Fourier; al primo addendo a secondo membro della (26)

19

applichiamo la (24) con § sostituito da x—wv¢, mentre al secon-
do addendo applichiamo la (24) con. £ sostituito da —(x +of). Si
ha allora! '

= o hw Rt :
yix, t)= @ + n2=': (4, cos =~ (x—v)+ b, sen-T--(x— vt)] — a0
-3 nw nn
n§l [4, cos T (x +wt)— b, sen 5 x+o0)] =

= 3 nw nmw ’
=Z % [cos7 (x—vh)—cos——(x+uD)]+

- ni nw "
+nz=:1 b, [ sen e (x—vt) +sen - x+o0)]=

- o nw nav - ‘ nw nwv
Z (20, sen—— x sen—— £+ 2b, sen 3= x cos— t]

- _n_z nmw nmy
= L sen—— X [2a, sen —— ¢+2b), cos 7 t].
Posto 2a,=—c¢, sen Yy 28,= ¢, COs v,

{si pud infatti ricavare

- | a a
C§_4a£+4b:, tg’7n=““—'n—’ sen vy, =-— n

e X
T R

si ha infine

: = nT nwv
y(nf,t) n§1 C, senl xcos( j r+7n).

Si conclude che la pili generale piccola yibrazione trasversale di
una corda con due estremi fissi si pud considerare come la sO-
vrapposizione di vibrazioni (dette semplici) del t1p0

{1} St sono applicate le formule

. cosp—cosq = 2 sen p;q q-p

sern
2

ptq p=q

senp +seng =2 sen cos

2 2
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e 2nmw (2mrv't+ )
yn(x,t)—cﬂ sen x cos{—57 Tn

A

2n .
=c, sen 5" X CO$ (wnt+7n),
. n

- che, come si & visto al n. 4, rappresentano onde stazionarie di

20 o 2N di veriod

"""" lurighiezza ‘onda"'?\;z':'?,' di pulsazione w,=—5;—, d1periodo
T = 2r _ 20 di frequenza v =t =22
=, Tnv ° T T2

La lunghezza [ della corda é qumdl legata alla A, dalla rela-

X,
- gione-I-=n--=> -cioé-la-corda- contiene un numero intero di mez-

ze lunghezze d’onda, il che diviene intuitivo se si osserva che gli
estremi della corda, essendo fissi, devono coincidere con due no-

~di. Le frequenze delle vibrazioni sinusoidali sono multiple intere

della frequenza, detta fondamentale

1 T
@mn nw=sr=3; Vo

28 20 7 p

la quale corrisponde al caso in cui la corda vibra senza nodi in-

“termedi (Fig. 4)

0 e =l . A
\--.. - Fig_4 R]=21 l=-§_—.

— e —— — — T

In tale caso la corda produce una nota di frequenza », che si
dice nota fondamentale.
Per n= 2 (Fig 5) abbiamo la vibrazione semplice corrispon-

' L
0 \—/ Ig. 5

dente alla frequ‘én'za v, =2 vy, detta primo armonico o otfava ¢
alla lunghezza d’onda A\, =/; essa presenta tre nodi nei punti x =

21

I
= (0,—, ! e due ventri.

El 2,
\_/21 Fig. 6
3 3

Per n = 3 (Fig. 6) abbiamo la vibrazione corrispondente a I=

A3
=3 3 ° alla frequenza v; = 3v,, detta secondo armonico e co-
si via. _

Ogni vibrazione semplice della corda, trasmessa all’aria, pro-
voca entro orecchio (entro certi limiti di frequenza) una parti-

-~ colare sensaziene sonora-e l'impasto dei vari suoni determina quel-

lo che si dice il timbro del suono complessivo.

7) Integrazione dell’equazione di dAlembert col metodo di se-
parazione delle variabili.

Il metodo precedentemente seguito per risolvere I'equazione
delle corde vibranti ¢ un metodo particolare valido solo per quel-
Iequazione. Possiamo perd affrontare la detta equazione con un
metodo meno particolare detto della separazione delle variabili,
che pud essere applicato con successo a svariati altri problemi
dipendenti da equazioni lineari ed omogenee alle derivate parzia-
li. Esso consiste nel limitarsi a vedere se & possibile trovare so-

‘Juzioni della (I1) che siano della forma. particolare

(28) yix, )= Xx)T(t).

All'equazione (11), valida per t >0 e per 0 <x </, aggiungiamo
le condizioni al contorno relative ad estremi fissi, che si concre-
tano. nellimporre

(29 XO)=x{0=0
e le condizioni iniziali che sono
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| 705, 0) = yolx) -
30) - _ ' per =0 e per 0<x </,
ayix 0) _ ’
at - l")0 (x)

Per non essere in contrasto con le condizioni al contorno
le funzioni y, e v, devono soddisfare alle condizioni

76(0)=yo (1) =0, %(0) = ""o(l) 0.
Sostituiamo Pespressione (28) nell’equazione (1 1)_: otteniamo

TX=v*TX".

Essendo TX non 1denticamente nulla, possiamo dividere ['equa-

znone per il detto prodotto “ottenendo

. T X”
31 : —_— —

31) el ol |

con cid le variabili sono separate in quanto il primo membro ¢
funzione della sola variabile 7z, mentre il secondo membro & fun-

" zione della sola variabile x; se, per esempio, diamo alla x unva-

lore fisso (mentre la ¢, che & indipendente dalla x, pud variare
in modo qualunque) it secondo membro diventa una costante. Si
soddisferd allora alla (31) ponendo -

' T X s
(32) ' ‘ va | OJ ] X - w”,
dove w & una costante a priori arbitraria, reale o immaginafi,a.
Siamo allora ricondoiti a due equazioni differenziali ord'inariel

(33) T+w?e?T=0, X"+ w*X=0,

i cui integrali generali sono
T= acos wut + Bsen wot, X =acoswx+bsenwx

dove «,f,a e b sono costantl di integrazione.
Imponendo alla funzmne X(x) le condlzmm al contorno (29)
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si ricava

a=0 bsenwi=0
Non potendo essere b= 0 in quanto ci0 corrisponderebbe ad y=
=0 in contrasto con le (30), deve essere zero sen wl cio¢ deve
essere

. 7 .
w!=nm ossia w,=n 7 (n intero).

La costante w deve essere quindi reale e assumere solo i valoxi
suddetti: questi valori (infiniti ma discreti) si chiamano gli aito-
valori del problema (detto al contorno) espresso dall’equazione

(337) e dalle condizioni-al contorno (29). E abbastanza frequen-

te che un problema al contorno ammetta soluzione solo quando
un parametro che compare nel problema assume i valori detti au-

‘tovalori del problema, mentre in caso contrario la-soluzione non
esiste. : '

La soluzione che corrisponde a ciascun autovalore si chiama

autofunzione.

Nel nostro caso in comspondenza ad ogni intero # avremo
una soluzione del problema che ha la forma seguente

nm AT naY
yn(x, t) = sen Tx(An cos 7 t+Bn sen 7 t) n=1,2...
Data la linearitd delPequazione di d’Alembert e delle condizioni
al contorno, se formiamo la serie delle autofynzioni

= il nmty % RTY
y(x,t)-—nglyn 'El sen = x(An cos — t+B, sen ; t)

essa sard soluzione del problema, purché le costanti A, e B, per-
mettano di soddisfare note condizioni di convergenza. Se confron-
tiamo questa soluzione con quella ottenuta nel n. 6, vediamo

che le due espressioni coincidono: possiamo allora concludere che
il metodo di separazione delle variabili ¢4 in questo caso la so-
luzione generale del problema attra\:e)so/la serie m/gelle autofunzioni.

L
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Restano ancora da specificare le costanti A, e B, servendo-

~sidelle condizioniiniziali -(30). St ha

y(x, 0) = yo(x) = b A, sen LS x
n=1 )
O0<x<];
3y (x, 0) *

' = nwv nw
at R = ﬂO(x) _ n§1 BH

I senTx.

e
se ne deduce che 4, ¢ B, sono i coefficienti degli sviluppi

!

- in-serie-di- Fourier de'lle- due funzioni yo(x) e vo(x). Basta infatti

prolungare le due funzioni assegnate in [0,7] nell'intervallo [~ /0]

secondo-10.-schema

P x)IETyol) wo(x) = ~ v (X);

* con cid le due funzioni sono dispari é quindi é immediato vede-

re che i coefficienti della serie di Fourier relativi ai coseni

7
f oo cos-j':,—1T x dx

!

sono tutti nulli essendo la funzione integranda dispari.
In base alle formule viste nel n. 5 si ha

i !
1 nmw 2 nm
A":-l—f Volx) senTx dx =T[ Volx) senl— x dx
-1 0

H

nwy 2 nT

B, 7 =—l_[ v (%) senl—x dx.
0

Dato che le costanti 4, ¢ B, possono essere sostituite nel modo

seguente
4,=C, cosy, B =—.C, senvy,

n

se ne deduce che é
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o= nm nmy .
y(x,t)——n.EICn senl!r xcos( 7 t+’yn):

segue che le condizioni iniziali caratterizzano I'ampiezza C, delle
vibrazioni semplici che compongono il suono emesso dalla corda,
nonche le fasi iniziali y,. Dipendono quindi dalle condizioni ini-
ziali Fintensitd complessiva e il suo timbro.
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§ 2. IT EQUAZIONE DI MAXWELL E ONDE ELETTROMA.: -
GNETICHE.

Rxcordlamo che in elettricitd dopo aver introdotto il campo
elettrico E abbiamo, con un postulato dovuto a Maxwell, intro-
dotto il vettore spostamento D= D(E)

Per completare l’1mpostazxone_>matematica del magnetismo po-
stuliamo I’emstenza di un vettore B, detto induzione magnetica,
tale che sia B B(H) e che per ogni superficie chiusa ¢ sia

(1) § B ‘H d‘o =(}
o o
13 "-> - .- - [ - .
ossla, se B & continuo con derivate prime continue, sia

@ divB=0

tag o
B ~i

" Come si vede fra elettricitd e magnetlsmo ¢’é qualche analogia (B

¢ analogo a D), ma anche qualche differenza, dovuta al fatto che

~ non esistono cariche magnetiche, 0 meglio, che, se si vuol parlare di
~ cariche magnetiche, queste si presentano sempre come dipoli, cioé

unione di due cariche magnetiche uguali e di segno opposto: si pud
pensare infatti che un ago magnetico abbia una carica magnetica
Nord a un’estremitd e una carica magnetica Sud all’altra (uguale
in modulo alla prima). '

In elettricitd spesso cariche elettriche uguali ¢ di segho op-
posto si presentano associate, ma & anche possibile separare  le
une dalle altre.

Invece del magnetismo non & possibile la separazione delle due
cariche .magnetiche di un magnete (es. della calamita spezzata).

Queste considerazioni giustificano le (1) e (2).
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B e+ .
Quanto alla relazione B=B(H) ci limiteremo a considerare
““mezzi isotropi e assenza di fenomeni di isteresi: escluderemo an-
che sostanze ferromagngtic_lle (ferro, nichel, cobalto e loro leghe);

allora la relazione fra Be H & di proporzionalita
-

(3) B=uH

' déﬁé-‘—uf—rd'ip'né'nder——séld:ig‘;ahmezzroWin,,, questione ed & detta permea-

bilita magnetica del mezzo (ed & costante se il mezzo & omoge-

neo, mentre & funzione del posto per i mezzi eterogenel)

" Inidicheremo con uy la permeabilitd magnetica del vuoto. In ogni
caso & u>0,

T-mezzi- per—cul-p—-pg—-si-dicono- paramagnerici
USRI 1 SR 3 NP ”n< ,ﬂo EL TN . diamagnett'_ci.

Nei corpi ferromagnetici invece si ha p = u(H) e, in genere,
occorre tener presenti anche i fenomeni di isteresi.

Resta ancora un'ultima grandezza da introdurre.

Consideriamo una curva semplice chiusa v che chiameremo
brevemente circuito.

Chiameremo forza elettromotrzce in « la circuitazione lungo
ta v del campo elettrico E

@ em=}(f-dp
. i

Consideriamo anche il flusso & del vettore B attraverso una
qualunque superficie o che abbia come orlo la ¥ (dato cheB e
solenoidale, tale flusso sard sempre lo stesso qualunque sia la o
scelta); introduciamo un ultimo postulato che coincide con quel-
la che in fisica si chiama legge di Feliei - Neumann: questa leg-
ge afferma che se @ & variabile col tempo, nel circuito vy si pro-
duce una forza elettromotrice e, , detta forza elettromotrice in-
dotta (che si aggiunge alle altre eventualmente presenti nel circui-
to ) e il valore di ¢, & uguale alla derivata di ® rispetto al
tempo col segno cambiato. In formule quindi il postulato si espri-
me
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dd
©) ®m= " dt

_ 1l segno meno rispetta quella che in Fisica si chiama Jegge
di Lenz, la quale afferma in generale che qualunque fenomeno
indotto si oppone alla causa che lo genera. Esplicitando la (5) si ha

EedP=-— | B-7%
= dt ndoe (6)
o

Fig. 7

dove n ¢ la normale alla ¢ con verso tale da vedere 'orientamen-

to assunto su vy come antiorario (Fig. 7).

La (6), valida per ogni linea chiusa v e per ogni superficie
o con orlo vy (con il detto orientamento per la normale s ), si
chiama IT equazione di Maxwell sotto forma integrale.

Supporremo fermo il mezzo in cui si considerano i fenome-
ni: 7y e o saranno allora fisse (in un mezzo in moto ye o, con-
siderate come insienii di punti materiali sono variabili col tem-
po); supporremo anche di poter scambiare a secondo membro di
(6) la derivata con l’integra_l)e e di poter applicare a primo mem-
bro il teorema di Stokes (E continuo con derivate parziali prime
continue). Avremo alora

—_
]

frot E°n_>da=— —-—B cwdo
ot

o [

. » . . - . ¥ - _) 3 .
(si & wvsato il simbolo di derivata parziale in quanto B pud esse-
re funzione anche del posto). Riconducendosi ad un unico inte-
grale, si ha che per ogni superficie a il vettore

- aB
rot E + Y,

ha flusso nullo, ossia €
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- ¢id ‘implica che il vettore deve essere nullo. Se ne deduce la I/

Y '
f (rot B+ =)+ 7 do=0¥o;
) _

equazione di Maxwell sotto forma differenziale per i mezzi in
uiete
quiete -
A W » ]
3

___—.__carattene_locale

,( 7) ot z —

ot

... Al solito la (6) & pil generale ed ha carattere globale men-
tre la (7) vale solo sotto le ipotesi che abbiamo elencato ed ha

dell’elettromagnetxsmo. Anzitutto riscriviamo le equazioni di Max-

well -

i - - oD

| | rth—u + ot
@ 3B
rotg=——
ot

-.‘uDB

le quah permettono di r:durre le incognite ai soli campo elettri-

Possiamo allora fare un quadro completo delIe equazioni

che si presentano come due equazioni- vettoriali alle derivate par-
z:ah del I° ordme, lineari, nelle cinque funzioni incognite H E

Alle equazioni di Maxwell per mezzi omogenei, isotropi e
privi di isteresi possiamo affiancare le cosidetie equazioni mate-
riali, in quanto in esse compajono le grandezze v, € e u che di-
pendono dal mezzo e che sono costanti per un mezzo omogeneo

‘ - P - > -
(9) ' u=~vE,D=¢kE, B=yH
co E e campo magnetico H

Ricordiamo anche che &

(10) divD=p
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questa nuova equazione scalare serve a introdurre la grandezza p,
densitd spaziale di carica elettrica.

Se si fa la divergenza della prima equazione di Maxwell, si
ricorda che la divergenza di un rotazmnale & uguale a zero e si
tiene presente la (10), si ricava

-
abD
0=div(z7+—é-t—) dwu +—p~;

si conclude che I'equazione di continuitid della corrente € diretta

~ conseguenza della prima equazione di Maxwell e quindi non va
calcolata nel bilancio fra equazioni e incognite.

Se infine si fa la divergenza della Il equazione di Maxwel]
si ricava

] 9
0= dw ? ossia -éT de 0;

cio significa che se la div B =0 per un dato istante iniziale, es-
sa si mantiene tale anche in seguito, quindi, dgl) punto di vista -
del bilancio fra incognite ed equazioni, la div B = 0 esprime una -

‘ condizione iniziale,

Con queste considerazioni ci siamo ricondotti qumdi a due :

sole equazioni vettoriali in due incognite
-

oE
rotH 7E+e 37

N
oH
rotE"—uat (div H = 0).

Di queste equazioni cercheremo una soluzione che riguardi
un mezzo isolante (y = 0) e privo di cariche elettriche spaziali per
cui &

. .+ " . _.>
div D=0 ossia div £ =0,

Ci limiteremo inoltre a considerare una particolare soluzione

che dipenda solo dal tempo e dalla sola coordinata cartesiana z.
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Ci ricaviamo anzitutto I'espressione cartesiana del rot !? :
I
rot H = 0 0 —1 =- 27 2P
: 8 az ! * oz '/
H, Hy H,

Prbietti'amor—rrallor'a————lereﬁuazioni""di' Maxwell sugli assi x e y;

precisamente otteniamo (y= Q)

s aHy = aEx : : aHx AE
' .Ix = 1 = € X
az at b4 0z ot
dF aH
Y az at x az - M at s

otteniamo cosi due sistemi indipendenti, il primo nelle soleinco-
gnite H ed E » il secondo nelle sole incognite H, ed E
La div E 0 .diventa in questo caso

0F, —o

0z

oE, .
mentre la [, essendo (rot H) =0ey=0, di -—5- =0

ne segue che E, = cost.

. oH,
Analogamente la div H=0 ci da = 0 mentre la 1,
. aHZ
~cidd 0= 3 © Quindi anche H, = cost.

Per risoivere il primo sistema I e II possiamo ridurci a una
sola equazione in una sola incognita; basta derivare la I, rispetto
al tempo e moltiplicarla per u otterremo

33

. 2H, ] OE,
31 9z e

deriviamo poi la II rispetto a z e scambiamo fra loro i due
membri; si ottlene

y BZHJ‘, _ azEx.
0z ot o9z

Confrontando queste due equazioni si ricava che esse hanno
uguali i primi membri e quindi ugunagliamo fra loro i secondi mem-
bri ponendo

si ha

a7~ ¢ oz
quindi la componente E, soddisfa all’equazione di d’Alembert e
P'incognita £, pud essere espressa nella forma

E =F(z—ct)+ G(z+et),

dando cosi luogo a una propagazione ondosa nella direzione del-
asse z, di tipo trasversale in quanto E_ ¢ normale alla direzione
di propagazione.

Supponiamo G = 0: si pud facilmente ricavare‘Hy. Si hain-
fatti

aH aH

dH =_—_7 2
Y Bz dz+6r dz,

BHy . aHy
oz o0t

OF, i O0F,
dz ——

ossia, ricavando

dH =—¢

det

Y ot M Bz
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dH-—-F’—d-LF'— d =
= e(—cYF(z—ct)dz p{z ct) t(c

|
7ie)

dove I'apice sta ad indicare la derivazione della F rispetto all'ar-
gomento.

: € €
Dato che &€ ec = =/:,si ha
... .. VHE K

dH= (\/f dz -% ar) F'zet) =

.—_‘/-;? F'(z-'ct)d(z—ct)=\/£—- dF(x—ct.),

percid, a meno di un campo costante che non ha importanza fi-

¥y ” ( ),

quindi anche Hy da luogo ad un’onda trasversale che si propaga
nella direzione dell’asse z.

\ Allo stesso modo si pud risolvere il sistema costituito dalle
f, e, che si pud ricavare dal sistema [, e I, con le seguenti
meodifiche

- H,— H,
~E,—E,

percid se si considera la soluzione Ey =¢(z—ct), si ha

€
Hx="ﬁ CI’(Z"'C‘I),
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sempre a meno di _;:argpi costanti.
Se si calcola £-H=E H, +EyHy si ottiene

EH= F(z—c:)(-\/f)q:(zuc:) + @(z—ct)\/s—— Fz—ct)=0

' —>
ossia E ed H sono fra loro perpendicolari.




§ 3. CENNI DI CALCOLO TENSORIALE.

1) Richiami sui vettori.

In meccanica razionale, nell'inizio del corso, & stato intro-
dotto il concetto di vettore, necessario per rappresentare numero-

- se grandezze fisiche caratterizzate da un numero positivo, da una

direzione ¢ da un verso. Tale vettore é un ente intrinseco, ma
spesso, specialmente nei problemi concreti, viene individuato dak
le sue tre componenti secondo un sistema di assi cartesiani orto-
gonali. Queste componenti (elementi non intrinsechi) variano evi-
dentemente al variare del sistema scelto. Per ricavare la legge se-
condo cui avviene tale variazione, consideriamo due sistemi car-
tesiani ortogonali Oxy z e 0’ x'y'z' (Fig. 8) e riportiamo nella
seguente tabella i coseni degli angoli fra tali assi:

e T T

i i k

&y Gy &3

Gy Oy Oy

o

Q3 gy O3

Fig. 8

- + .
Un vettore u# pud essere rappresentato cartestanamente se-
condo le due distinte formule

(2) BEu Tl +usk
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(3) o w=g T Tl R

~ Da qui si ricava (sviluppando i prodotti scalari in forma cartesiana)

=
Uy =~ u-*l =0:11 u'1+0£12 u;'l‘(xls u’a
(4) Uy = usj = Oy u'l +Ot22 u; +C\!23 u'3

- >
u3=u'_k=&31 u’l +0(32 urz +a33 ug.

- Sinteticamente, intendendo che gli indici assumano i valori 1,2, 3,

si ha
5y u =3, “mu;-

Analogamente_si_ottiene

[y . S

T I T ,
(6) - Uy = UCT oy Uy +0y, ty + o35 1y

- =
u’s =tk = O3 Uy +Cﬂ23 Uy +a33 iy
ossia
. .

N u;= z, 0 1y,

Ricavate tali formule, possiamo dire che il vettore & un ente in-
trinseco che pud essere individuato (oltreché mediante direzione,
verso e modulo) dalle sue tre componenti u,, u,, u, rispetto ad
un certo sistema cartesiano or'togonale, associate alla legge (7) che
precisa in che modo variano tali componenti quando si passa ad
un altro sistema cartesiano ortogonale, il cui orientamento rispet-
to al sistema precedente & individuato dai coseni Oty

In altre parole i tre numeri u,, u,, us, variabili col sistema
di riferimento secondo il comportamento fissato dalle (7), indivi-
duano un ente intrinseco che & il vettore .

2) Tensori del secondo ordine.

Giungeremo al concetto di tensore estendendo in modo spon-
taneo la precedente maniera di introdurre il concetto di vettore.

TN
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Consideriamo a tale scopo una particolare relazione fra due
vettori # e ?, consistente nel fatto che le componenti cartesiane
¥y, V3. vy di 7 sono funzioni lineari omogenee delle componenti
di ¥ attraverso nove coefficienti P in base alle formule

(8 U= Tp Py U
L'operazione che fa passare dal vettore @ al vettore v si chiama
omografia vettoriale ed ¢ una trasformazione (lineare) T (o ope-

. -> . . e
ratore lineare) che applicata al vettore ¥ fornisce il vettore v,
ossia

(9 . T=TH.

Detta trasformazione, poiché, applicata ad un ente intrinseco, for-
nisce un ente intrinseco, deve avere carattere intrinseco; essa pe-
rd & individuata dai nove numeri py che compaiono nelle (8) e
che operano sulle componenti cartesiane. Vediamo come essi va-
riano nel passaggio dal riferimento (0) al riferimento (0"): in ba-
se alle (7) si ha, introducendo successivamente le (8) e le (5),

'
| — = .
v = 20 0, Dy @ Py Uy = Ty O Oy Py Yy

(10) '

=Z; Cpy oy oy D) 5
ponendo .
(D By = Zy % %t Pix

si ottengono infine le formule

(12) v;= 20

che rappresentano Poperazione (9) mediante le componenti dei
vettori & e v rispetto al riferimento (0); corrispondentemente
Pomografia & individuata dai nove numeri p},, che sono legati ai
p;, attraverso le (11). Si noti che le (11) rappresentano una ge-
neralizzazione delle (7).




Rifacendosi a quanto si & detto alla fine del n. 1, possiamo
~allora--dire-che Poperazione- intrinseca (9) pud essere rappresenta-
ta dai nove Py (che la individuano rispetto al riferimento (0)) as-
sociati alla legge (11), che precisa in che modo essi variano al
cambiare della terna di riferimento.
L’ente intrinseco comp]etamente definito assegnando, rispetto
_ad_una_ terna prefissata, i nove scalari p, i-©-1a legge (11) si dice

tensore del 2° ordine (o doppio).

Un vettore pud essere chiamato tensore del 1° ordine (tre
sole: componenti cartesiane, un solo indice, un solo fattore o ne-
.gli addendi delle formule di trasformazione).

| W) componentl—p,,-di-un-{ensore -si rappresentanc comune-
~mente-mediante 1a-matrice- -
P iz P13
(13) _ P2 D22 P23
D3 P32 Pa3

- S8i pud dimostrare che la somma dei termini della diagonale
principale & invariante rispetto a un cambiamento di assi; si ha
infatti dalle (11)

A4z py Emc i % P T E:k(z O Qi) Py

ma, in base a note proprietd dei coseni o, &

‘ O peri+k
(15) Z o ; Oy {
\ 1 per i=k
e quindi
(16) %Py T Zi ey =P

p si chiama !'invariante lineare del tensore considerato.
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. 3) Tensori simmetrici.

Dimostriamo ora che se in un particolare sistema di rifefi-
mento &
(17 Py = Py G F k),
tale proprietd vale in qualunque altro sistema, cosicché essa ¢

una proprietd intrinseca del tensore, che in tale caso si dice sim-

melrico.
Dalle (11) infatti, scambiando Pindice j con Iindice I e, suc-
cessivamente i con k si rlCdVd, tenendo conto delle (17),

Py =2y @y O Py = Zy; Oy Oy Py = Dy

Un tensore simmetrico & caratterizzato evidentemente dd sei

componenti (e non da nove).

A ogni tensore simmetrico si pud associare una quadrica det-
ta quadrica caratteristica del tensore; basta considerare il vettore
(P—0) di componenti cartesiane u, = x; e il suo trasformato v
attraverso il tensore di componenti p;, espresso dalle (8) nella
forma

(18) v, = 2y Py %y (v=T4%).
Consideriamo ora il luogo dei-punti P per i quali ¢ o (P-0)=1,

ossia, in forma cartesiana, Z;v; x; = 1, cioé per le (18)

(19) Ty Py %% = 1

~se seriviamo la (19) in forma esplicita, si ha,. ricordando le (17),

(20)  pn xf tP2 x; TPz xi 2P X X F2P13 X X3 +2Ppa Xa X3 = |

¢ si conclude che detto luogo & una quadrica di centro ['origine
0. Tale quadrica & un ente intrinseco (come o ¢ il prodotto sca-
lare fra due vettori) e, se cambiamo riferimento, i suoi coeffi-
cienti, che sono le componenti del tensore p,, cambiano in ba-
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se alle (11). Essa dicesi la quadric;\ caratteristica del tensore.
—E’ noto dalla geometria analitica che, se si assumono come
assi cartesiani gli assi della quadrica, 'equazione della quadrica
assume la forma canonica; detti £, &,, &5 gli assi della quadrica
e indicati con Tlindice zero in alto i coefficienti dell’equazione

_refativi a tali assi, la quadrica (20) & rappresentata dall’equazione

“an B B

se ne deduce che rispetto ai detti assi il tensore P © rappresen-
tato dalle sole tre componenti p?,- della diagonale principale del-
la matrice corrispondente al tensore, mentre é p?z =p?3=p23=0.

Gli—assi—della—quadrica—caratteristica—di~un tensorc simmetrico si

~~chiamano anche “assi“principali del tensore. Se la quadrica ¢ ro-

tonda, essa, e per conseguenza il tensore, ammette infinite terne
¢i assi principali. '

Il tensore & completamente individuato quando sono  noti
una terna (o la terna) di assi principali ¢ le tre componenti ad
essa relative: le componenti del tensore relative ad un'altra terna
si ottengono dalle (11) che qui diventano (sostituendo le p con
e p°)

(22) Py =T, 0 0 py .

Si & visto che se, in un certo dominio, un vettore & funzio-
ne del posto, in quel dominio & definito un campo vettoriale;
analogamente un tensore pud, in un certo dominio, essere fun-
zione del posto, nel senso che lo sono le sue componenti: si di-
rd allora che in quel dominio & definito un campo tensoriale.

In particolare se un tensore simmetrico & funzione del po-
sto, esso sard caratterizzato in ogni punto da una diversa quadrica.

§ 4. CINEMATICA DEI MEZZI CONTINUL

' .1)' Introduzione.

Nel corso ¢i Meccanica Razionale si é parlato prevalente-
mente di corpi rigidi e si & detto che lo schema ideale di cor-
po rigido si adatta con ottima approssimazione allo studio di

. quet problemi riguardanti i corpi solidi per i quali le variazio-

ni di distanza fra una generica coppia di punti del corpo o non
sussistono oppure non hanno effetti sensibili nel fenomeno con-
siderato.

In molti problemi perd tali variazioni, che danno luogo al-
le cosiddette deformazioni, appaiono come elemento determinan-
te dei fenomeni stessi e, oltreché¢ i solidi, possono ovviamente
riguardare anche i fluidi; parleremo percid in generale di defor-
mazioni di un mezzo continuo. '

Lo studio di tali deformazioni, anche in relazione alle for-
ze che le producono, se affrontato con metodo matematico,
da luogo alla Teoria matematica dei mezzi continui.

Qui ci limiteremo a una {rattazione molto ridotta: anzi-
tutto considereremo deformazioni elastiche (tali cioé da scom-
parite al cessare delle forze che le producono) e assai piccole,
nel senso che sard precisato pilt avanti.
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2) Cinematica delle piccole deformazioni.

Cominciamo col considerare le deformazioni di un mezzo con-
tinuo indipendentemente dalle forze che le producono.

A tale scopo ci riferiamo a un sistema cartesiano O x, x, X3 ¢

sia P (x; x, x3) un punto generico del mezzo, considerato in  una

"éoﬁfigﬁiazione—rdir—rriferrimerntorrcherfgeneralmente- coinciderd col cosi-

detto stato naturale (ossia generalmente in assenza di deformazioni);
sia P* la posizione di P in una configirazione generica (ossia general-
mente dopo la deformazione); lo spostamento del punto P sara il
vettore (funzione del punto P, ossia delle sue coordinate x,,x,,x3)

D Pr=p=r (P

ed 5y, 82, 53 saranno le sue componenti cartesiane. Supporremo che
gli spostamenti e le loro derivate parziali prime siano abbastanza pic-
coli da poter trascurare i quadrati degli spostamenti rispetto alle di-
mensioni del corpo e i quadrati delle derivate rispetto ad 1.

Per studiare la distribuzione degli spostamenti in un intorno
del primo ordine di P, introduciamo un sistema di assi cartesiani
£, &, E3 aventi origine in P e paralleli rispettivamente agli  assi
xy x; x3 (Fig. 9). Sia @ un punto dcl detto intorno e siano &, £, &;
s¢ sue coordinate rispetto al sistema (P).

¢

£

¥ Fig. 9
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Sia 5 (Q) lo spostamento di Q: esso sard funzione delle coor-
dinate di Q rispetto al sistema (0) e cioé delle x, +£,. Ses; (Q)
sono le componenti cartesiane di ), potremo svilupparle con
la formula di Taylor, arrestata ai termini di primo grado nellej £,

Si avra cosi
(3] 5,(Q) =5, G, + ) =5,(P) +
95; 95; 35, .
+( 5x )P £y +(-(.3—x—2)P b2 +(-5x~—3)P £ (=1,2,3),

dove le derivate parziali si intendono calcolate nel punto P. Per

“pitenere una notevole interprétazione fisica di tali formule ponia-

mo
3s; ) ey tay Tk " Yki
( I A

(3) 0 X »

Con facili passaggi si pud ottenere
“ a3y tay a3 +ay
ss(@)=s5;(P)+ay & + I 23 '*'“"_2_“'_' gy

a3 —da ap—a
0§ + 122 2y g 132 2

ta a3 +a
@ { @@= @)+ ey R g 4

aq—a a3 —d3z
e T

+a sy tTa
53 (@) =53 (P} + 0312 -2 £ + 232 2.t tap kst

+

Ay —a asy—a
+ 312 13 g 4 322 B b 400k,

Sinteticamente le (4) possono essere scritte

(5) Q=T @ +d T,
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dove 5~ (P) & lo spostamento definito daIla (1), mentre le com-

ponenti-di- " sono espressa da—

' ata, (as ask)
(6) 4= I Yt E,, O T T T T 9k, o,

. . . - s, .
e, infine, il vettore ¥ pud essere scritto sotto la forma

g xR N R — -

|- Y A 4
> _ _ =
(D r= W Wy w3 Twx(@-P)
£ & &
i essendo w il vettore di componenti cartesiane
RN @32 T 023 Q33 ~ Q3 — b2 an
i (8) (23 2 y g 2 ] CO3 2

Osserviamo ora che dei tre addendi in cui, in base alla (5),
& stato scomposto 5 (Q), il primo, § (P), rappresenta una trasla-
zione infinitesima (essenclo comune a tutti i punti Q dell’intorno
considerato), il terzo, 7, in base alla 1, rappresenta una rota—
zione mﬁmtesama individuata dal vettore applicato infinitesimo (w
P}, percid s §+7 individua uno spostamento rigide di tutto lin-
torno. La (5) mostra che lo spostamento complessivo del punto
Q & composto di uno spostamento rigido e di uno spostamento
d nel qua]e soltanto interviene la deformazione. Dalla (6)appa-
re che d si ottlene mediante un’omografia applicata al vettore
(Q—P) & quindi d ¢ caratterizzato da un tensore doppio simme-
trico, funzione in genere del punto P, di componenti Vie = Yii
tale tensore & detto tensore delle deformazioni o strain.

3) Tensore delle deformazioni.

Le singole v;; hanno un notevole significato fisico. Per ve-
derlo supponiamo nullo lo spostamento rigido delFintorno di P
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per lo spostamento di un punto generico @ del detto intorno si
avra allora, scrivendo per esteso,

$:(@)=v1 &1 v b2t 7118 E5.
&2 S (D=1 &1 T vz 82 t723 &3
$3 (@)=va &1 732 &2 T vas &3

Consideriamo ora qualche deformazione particolare e, anzi-
tutto, la deformazione caratterizzata da tutte le v, nulle, eccet-
to v4,. Il corrispondente spostamento di @ avra leseguenti com-
ponenti

(10) $1(Q) =71 iy 82 (@ =53 (@) =

e percid il punto @, che pritna dello spostamento aveva coordina-
te £, &5, &3 si sposterd nel punto @* di coordinate

an g =g U4y, 56,8 =4,

ossia si sposterd paralletamente all’asse &, (e quindi all'asse x,)
della quantitd v, & . Cio significa che tutti i segmenti paralleli
allasse x, si alterano nel rapporto 1:(1+ v,;), mentre quelliad
esso ortogonali fimangono invariati. La corrispondente deformazio-
ne & allora una pura dilatazione parallela all’asse x; e vy, ne &il
coefficiente di dilatazione (lineare} nel punto P. Analogamente si
pud vedere che v,, € a3 rappresentano i coefficienti di dilata-
zione nelle direzioni degli assi x, e x; nel punto 2.
Consideriamo ora, invece, una deformazione caratterizzata da
tutte le v, nulle eccetto v;3. Gli spostamenti corrispondenti sa-

ranno per le (9),

(12) 51 (@) =0, 52 (@)= 123 &, 53 (@) =723 &0

Da qui si vede che @ sisposta in un piano perpendicolare al-
Passe &, (0 x;) e che il suo spostamento non dipende da§,:po-
tremo quindi limitarci a studiare il fenomeno nel piano (&, £3).
In questo piano i punti Q deil’asse £, (§; = 0)appartenenti all’in-




_torno di P si_portano. sulla retta.

«se £ di un angolo
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PQ* (Fig. 10), di equazione E}=
=1y, &, quindi inclinata suli’as—

(13) by =arctg yy3 = v,3

Pl

Fig. 10

¢ similmente i punti dell’asse £; si portano su una retta inclina-
ta nel verso opposto sull'asse £; di un angolo eguale. Si pud ak

Em—“——*foxa:ctn'rc‘}re—.’z—'yza Tappresenia_lg variazioné che subisce, per ef-

---fetto-della- -deformazione; l'angolo degli assi &, &3 uscente da P.

Una deformazxone di questo tipo sn chiama scorrimento parallelo
al piano £, £;. Le component1 Y12 € 713 rappresentano analoga-
mente scorrimenti paralleli ai piani &, £, e £, £;: percid le Yik
con indici disuguali si chiamano coefficienti di scorrimento.
Data la linearitd delle relazioni (9), la deformazione pilt ge-
nerale espressa da esse si pud considerare ottenuta sovrapponen-

do e sei deformazioni particolari cotrispondenti alle singole v, i €

determinata quindi dalla sovrapposizione di tre dilatazioni paral-

lele agli assi coordinati e da tre scorrimenti paralleli ai piani coor-
_ dinati.

4) Teorema di Helmholtz. P

Dato che il tensore delle deformazioni & simmetrico esiste
sempre in ogni punto P una terna di assi principali !5 E S (va—
riabili in generale al variare di P) rispetto ai quali sono nulle le
v con indici disuguali: 1a deformazione pil generale € quindi de-
terminata dalle sole dilatazioni parallele agli assi principali = del
tensore. Ricordando anche i risultati precedenti si conclude quin-
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di-con il seguente teorema di Helmholtz:

-~ La pit generale variazione di configurazione di un mezzo
continuo per una porzione sufficientemente piccola di esso si puo
rappresentare come sovrapposizione di uno spostamento rigido e
di una dilatazione (0 compressione) secondo tre direzioni triret-
tangole.

5) Esempio di passaggio da assi qualunque ad assi principali.

Mostriamo come la partlcolare deformazione corrispondente

. "'a Y43 # 0 e, pill precisamente vy,a > 0, menire ie rlmanentl'y SO~

no tutte nulle, ammette come assi principali E eE le bisettrici
dell’angolo £, £;. Tale deformazione, che nspetto agh assif, Ep&5.
appare come unc scorrimento puro, si pud considerare come Ia
sovrapp05121one di due dilatazioni, di segno opposto paratlele agli
assi E e E ‘

Il rlsultato appare intuitivo dalla F1g 11 la quale mostra co-
me si deforma una lamina quadrata coi lati paralleli agli assi &,
e &3, che, rispetto agli assi $ e !5 appare dilatata nel rapporto
1:(1 + v,3) parallelamente a]l’asse .E e contratta nel rapporto
1:(1=75) parallelamente all’asseé; ’

&)

£ -

—_

-

Fig. 11

~ Per. dimostrarlo attraverso il calcolo, occorre anzitutto  co-
struire 1a tabella dei coseni (n. 1 di § 3) fra i due sistemi di assi
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I M

£, 1 0 0

£ 0 INT - INT
alo Wz o wT

~——Ricordando le-formule di trasformazione delle componenti

di un'_tensore al cambiare del sistema di riferimento (formuta(l1)
di § 3) e tenendo conto che l'unica componente diversa da ze-
10 & 7yi3, tali formule si riducono a

H P

L) 700 OayYa3-F-0g -0y Va2 = (g 057 + 203, 23, ) 723

Daqulsl rlcava bef }=l = 2 e successivamente per j=]=3,

Yoz = 2005 Oz Y23 = Y23, Y33 = 20 O33 Y23 = — Y23.
Poi perj=2,1=35si ha
Yas = (0tay @33 + 0tzy Qp3) a3 = 0.

Le altre 7, contenendo almeno un indice 1, risultano tutte
nulle. ‘

6) Dilatazione cubica.

Ricaviamo anche il significato fisico dell’invariante lineare del
tensore delle deformazioni

asl a.s'z aS3

(15)  y=vyn trntys= 3x1+ax2 + o = div 5,

detto invariante lineare di deformazione.

Consideriamo gli assi principali e un parallelepipedo retto in-
finjtesimo c¢oi lati AE:’,' A E:, A E: ad essi paralleli (Fig. 12): il
suo volume sard
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— A0 0 . ,0
(16) AVo= A% AszAzs_.
£
; __,gg
A 0
£, AE?
At
E?' : Fig. 12

A seguito della deformazione si otterrd ancora un parallele-
pipedo retto di lati

A7) () AR, (L4y)) AE), (1+92) Ag

avente volume
- 0 0 0 0 0 0.
(18)  AV=(+2]) (+7y) (+7,) AL AE ALY

trascurando i prodotti delle Vik nei confronti dell’uniti, in base
a quanto si & detto, si ottiene

(19) AV=(>1+v 4V,

¢ quindi v ha il significato di coefficiente di dilatazione cubica
nel punto P,




§ 5. - STATICA DEI MEZZI CONTINUI

-

1} Forze applicate e sforzi interni.

Passiamo in rassegna le forze che possono essere applicate a

un mezzo continuo. Anzitutto possono agire due tipi di forze

esterne cht,, nei problenn, nsultano in genere note: 1) forze di
massa, agenti su ogni elemento di massa del corpo (ad es. il pe-
s0); 2) forze supérficiali, agenti su ogni clemento della superficie
di esso. La forza di massa agente sull’elemento di massa dm é
proporzionale a dm ¢ si pud esprimere con F dm, dove F {che
la le dimensioni di un’accelerazione) € un vcttore finito.

N Ad Lsempm per il peso si ha Fdm=— g K dm, per cui &
F==g % ,

Poich¢ ¢ dm = pdv dove p ¢ la densitda e dv & I'elemento
di volume contenente dm, la forza di massa pud anche essere
espressa con p!f do.

La forza superficiale agente sull’elemento do si pud esprime-
re invece con \,_(; do, dove @)(che ha le dimensioni di una forza
divisa per una supecrficie) € un vettore finito.

Ci sono poi le forze intérne, generalmente incognite, che si
esercitano mutuamente fra le varie particelle del corpo (pressioni
o tensioni interne); per introdurle dal punto di vista matematico
procediamo nel -modo -seguente: immaginiamo tracciato, all’inter-
no del corpo, un elemento superficiale generico do e su di esso
fissitmo una faccia positiva (e qumdl una negativa) ossia un ver-
50 positivo per il versore normale " (Fig. 13).

Postuliamo ora che, sia in condizioni di quiete che dimoto,
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Fig. 13

tutte le forze interne che le particelle del corpo, situate dalla
parte della faccia negativa, esercitano sulle particelle situate dalla

parte—opposta siano equivalenti &d uii"unica forza proporzionaie

"'a"do, detta sforzo interno sulla faccia negativa di d¢ ed esprimi-
bile con ?ﬁ do, dove 3 ¢ un vettore finito, generalmente incogni- -

to, detto sforzo interno specifico sulla faccia negativa di do. g
si dice anche pressione se & acuto 1’angolo di 3 col versore 7,
tensione se detto angolo € ottuso, sforzo tangenziale o di taglio
se detto angolo & retto: gvaria con la posizione e con la giaci-
tura di do.

Per il principio di azione mutua gli sforzi relativi a facceop-

poste di uno stesso elemento di superficie d¢ sono uguali e op-

posti.

.2} Condizioni di equilibrio per mezzi continui.

Nel corso di Meccanica Razionale si & visto che condizione
necessaria per I'equilibrio di un q_u)alunque sistema meccanico &

I'annullarsi del vettore risultante Re e del momento risultante ﬁe

(rispetto ad un punto qualsiasi) delle forze esterne, attive e reat-
tive. Tale condizione & anche sufficiente per un corpo rigido.

Per i mezzi continui ammetteremo il seguente postulato: se
le condizioni '

5§

- ->
() . R,=0 2,=0

sono soddisfatte per ogni porzione infinitesima del corpo conside-

- rato, allora il corpo é un equilibrio; nelle (1) compariranno: 1)

la parte di forze esterne a tutto il sistema che compete alla por-
zione considerata, 2) gli sforzi interni che traducono l'azione del-
le particelle contigue sulla porzione considerata.

Tale postulato dia quindi le condizioni sufficienti per I'equi-
librio ed & molto intuitivo; infatti ogni porzione sufficientemen-

‘te piccola potrd sempre equipararsi, per l'equilibrio, a un corpic-

ciolo rigido (basta pensare all’equilibrio di un mucchio di sabbia,
composto di tanti granelli, ognuno dei quali pud considerarsi ri-
gido). '

3) Formule di Cauchy e tensore degli sforzi interni.

Consideriamo per un punto generico P interno al corpo tre
clementi superficiali paralleli ai piani coordinati e siano

31 = &y P+ 2P ?'*‘ )3 X
(2) 32 =@y T+ @] + 0 K
-

d’a = ‘I)gll._)"' @32 ?‘l‘ @33 ?

gli sforzi interni specifici che si’esercitano sugli elementi norma-
li, nell'ordine, agli assi x,, x5, x3. Ciascuno degli sforzi specifici
si pud pensaré come somma -di tre sforzi specifici, uno nom_g}e
alPelemento considerato e due tangenti ad esso. Ad esempio $,
si pud considerare come somma di uno sforzo specifico normale,
misurato da ®,,, e di due sforzi specifici tangenziali, misurati da
®,, e ®,3, paralleli rispettivamente agli assi x, e x3.

®,,, ®,, e ®33 sono quindi sforzi specifici normali; le
con indici dis_l)lguali sono sforzi specifici tangenziali.

Sia ora & lo sforzo specifico relativo a un generico elemen-
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- to superficiale da passante per P. Possiamo far vedere che <b si

-—pud-ticavare-da- ‘I),, <I)2 e-®3:-consideriamo in P tre rette paral-:

lele agli assn_ coordinati e tracciamo un piano infinitamente vici-
no a P e parallelo all’elemento do, che tagli tali rette nei punti

A, B e C, i quali assieme a P individuano un tetraedro mflmte'j

simo (Fig. 14); sia n = (o, oy, 0g) il versore normale alla fac-
cia. ARC onentato verso "liestemo del--tetraedro.

Fig. 14

Le facce PBC, PC’A e PAB sono tre elementi superfncmh per
P paralleh ai piani coord1nat1 e su ognuna di esse assumeremo
come direzione posntwa della normale quella dell’asse ad essa or-
~ togonale, qumd; su d~1+ esse agiranno gli sforzi interni specifici
- (2); indicheremo con @' lo sforzo interno specifico relativo alla
faccia obliqua e alla normale esterna (cioé esercitato dal tetrae-
dro verso P'esterno). Se, sotto l'azione delle forze esterne, il cor-
po ¢ in equilibrio, lo sard anche il tetraedro e quindi necessaria-
mente dovra essere nullo il vettore risultante R di tutte le for-
ze chg> sono applicate ad esso. Tali forze sono: la forza di mas-
sa p Fdv, se dv & il volume infinitesimo del tetraedro, e gli sfor-
zi interni _ . .
: - - — -
&, do;, &, do,, ¢, dos, — &' dTW

(1) Essendo 7 la normule esterna, —~ 3" d% & lo sforzo esercilute verso Pinterno
del tetraedro.
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se¢ da,, do,, doz e dZ sono le aree delle facce PBC, PCA,

PAB, ABC
. Avremo quindi

: - -
(3)  R=pFdv+®, do| + &, do, + B, dos - &’ d= = 0.

Se indichiamo con k Taltezza del tetraedro relativa alla ba-

1 X
se ABC, si ha dv = 3 dZ A, mentre, ovviamente, ¢

do, = oy dZ, doy = &, dZ, do; =y dZ;

si ottiene allora da (3)

e N -,
dE(pﬁh %4—3,&14-32 o, + 93 03— ®)=0.

Passando al limite per &= 0, la faccia ABC tende a unele-
mento superficiale passante per P e avente g come normale, men-
tre CI> tende allo sforzo interno specifico <I> esercitato su detto ele-

mento; si ottiene cosi
3
4) . ¢ =2 ¢.a,;
' =1
oppure, in forma cartesiana
Dy =Pyt Pyt ‘1_’31 &3
(5) Dy = Dy 0y + Py 0 +P3; 04
Py = P30y + Py3 ap T35 03,

i

oppure, sinteticamente,

. (6) . O =3 B0 (=1, 2, 3).

Le suddette formule, chiamate formule di Cauchy, esprimo-
no lo sforzo interno specifico relativo a un elemento superficiale
comunque orientato in funzione dei coseni direttori della norma-
le e degli sforzi interni specifici esercitati su tre elementi norma-
li agli assi cartesiani.
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~Le (6) si possono interpretare dicendo che applicando al ver-
'"'sore'"r?"(di--componenti'"cartesiane oy, 05, 0 ) un’omografia vetto-
riale, a cu_i_) corrisponde il tensore di componenti ®d, ,, si ottiene
il vettore ®. Le nove componenti degli sforzi interni danno
quindi luogo ad un tensore, detto temsore degli sforzi interni o
stress. ' '

4) - Equazioni differenziali dell’equilibrio.

Consideriamo ora una porzione arbitraria v interna al mezzo

continuo;—sia-¢—la-superficie—che-la-limita cd 7, di componenti
oy oGy &g, il versore “della normale esterna. Le condizioni neces-

sarie e sufficienti (essendo v arbitrario) per I'equilibrio sono e

spresse dalle (1).

Per esplicitare la prima di esse osserviamo che su ogni ele-
mento do si esercita la forza di massa p ‘_ﬂ‘) dv, mentre su ogni ele-
mento do g esercita dall’interno verso 1'esterno lo sforzo interno
P do (e — P do & lo sforzo interno che si esercita dall’esterno
verso l'interno). L’annullarsi del vettore risultante di tutte queste
forze porta all’equazione

- -
fpﬁdv—f ® do =0,
v a .

%) [pl—;dv— f (?1?1 & + B, @y + B, as)do=0.
v [+

ossia, per la (4),

Ricordando le formule di Gauss (valide, ovviamente, anche
quando allo scalare ¢ si sostituisce un vettore), si ha

p.F— - )d‘v=0.

- - -
f( = 3d b, . B,
v ax, sz BX3

Per Yarbitrarictd di v se ne deduce per ogni puntoin cui la
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*

funzione integranda & continua

2d, o, ad
1 2 i _ 7
(8) Bxl + 6x2 + aX3 P F’
ossia, in forma cartesiana,
by, a®,, 0P,
ax, * ax, + ax 5 Fy
0®, ad,, ad;,
%) 9%, + o, + x4 p
od,; oP,3 0d;;
axl + - aX'Q + aX3 p F3

Queste tre equazioni (differenziali alle derivate parziali del
primo ordine lineari, in cui p F; sono note mentre le nove &,
sono incognite) sono chiamate equazioni indefinite dell’equilibrio,
in quanto valide, generalmente, in ogni punto interno.

Ad esse vanno affiancate le equazioni al conforno che si ri-
cavano osservando che su ogni elemento dZ de_iia superficie di
contorno del corpo agisce la forza esterna nota ¥d _g) e, orientan-
do la normale # verso lesterno, lo sforzo interno ® dZ che il
corpo esercita contro la faccia interna della superficie stessa. Per
Pequilibrio 1a somma di queste due forze deve essere nulla, ciog
si ha su ogni punto di %

- >
(10) P+ ¥=0

ossia, in forma cartesiana, ricordando le (5):

Dy oy + @y ay + Py 03 =,
(11) Gy 0 + By 0y + Py a3 =0,
By 0y + Doz oy + Py3 3 =—1;.

Dobbiamo ancora sfruttare la seconda delle (1); basta annul
lare la somma dei momenti rispetto alPorigine O di tutte le for-
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ze agenti sul volume arbitrario » che compaiono nelle (7): si ot-

—> : .
an | pr(O-P)dv-f (@ By + 0, By + a3 B3) x(O-P)do=0; -

applicando la formula di Gauss il secondo termine diventa

~—” [fblx(o P)J+—-l<1>2x(o P)]+———[<I>3x(0"P)]

. > P, . . , ...

_ . Indicando con i, ", k i versori degli assi carte51an1 st ha
: . xd > hd T

P=-0=x, i +x,f7 +tx3ke qumdl

'\

e Xy

(O=Py== (O=P)=—

"J

it detto termlne allora diventa

30 a'p’ 30
~f —+ x(0-P)}+ x(O—-P)+ 2 (0-P)dv +
ax X 6x3

- - -
] (D x T+ @y x4+ &5 x B) doy

v

~ introducendolo nefta (12) si ottiene allora

30 Py aq
- 1 2 _ 99 _
L(pf‘ . ™ =) x(0-P)do+

/ (31 X+ <_I>>2xj—’+ gax?)dv =0
Il primo integrale si annulla in forza della (8) essendo v ar-
bitrario segue allora
(13) B x T+ Oyx T+ Dy x B =0,
Moltiplicando " scalarmente per % si ha
B x 7B+ Bx 7 R=0

stia ‘scambiando il simbolo di prodotto scalare col simbolo- di
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prodotto vettoriale

cioe
—_ - .
(14) B, =Dy T ossia By = By .

In modo analogo, moltiplicando scalarmente la (12) per T
o pet j si otterrebbe

(15) P53 = By, Py = Py

[y

. Si conclude che il tensore degli sforzi interni e simmetrico,

_ o 1 . . . e . . 0 0 _0
quindi ammette in ogni punto una terna di assi principali X, X, X,

¢id significa che lo stato di sollecitazione interna del mezzo in
un dato punto pud essere rappresentato come la sovrapposizione
di tre sforzi normali d)“, <I>22, fbaa, detti sforzi specifici prmcz—
pali, diretti secondo le tre direzioni prmc:pah del tensore con51-
derato e non accompagnati da sforzi di taglio. :

Osserviamo che le (14) e (15) riducono a sei il numero del-
le incognite. che compaiono nelle tre equazioni (9). 1l problema
pero res_{g ancora indeterminato. In altre parole, assegnate solo le
forze p F, le condizioni di equilibrio (9) non sono sufficienti per
determinare lo stress.

A tale scopo dovremo precisare le relazioni fra sforzi e de-
formazioni, cid che sard fatto pill avanti (n. 6).

5) Caso dei fluidi.

Le .considerazioni fin qui svolte si applicano ad ogni mezzo
continuo; in particolare valgono anche per i fluidi (liquidi e gas).
Perd nei fenomeni abituali che riguardano i fluidi la coesio-
ne pud essere considerata nulla: ne risulta che per Iequilibriogli
sforzi interni non possono essere di tensione (che allontanerebbe
le particelle le une dalle altre), percio gli sforzi interni sono di
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pressione. Se poi si prescinde dalla viscosita, cioé si considerano

fluidi perfetti, 1a resisténza allo scorrimento delle particelle flui-
de le une sulle altre & nulla e quindi gli sforzi tangenziali devo-
no essere nulli. In altre parole in un fluido perfetto lo sforzo in-

terno ®do su un generico elemento di superficie do &  sempre
normale a do: quindi rispetto a qualsiasi sistema di assi si ha

By =6, = By = 0.

. Cid significa che qualunque sistema di assi & un sistema di
assi principali per il tensore degli sforzi, cioé¢ qualunque diame-
tro della quadrica caratteristica ¢ asse della quadrica stessa, che

—————percid—risulta-esserc—necessariamente una sfera.
P A.,,,:. vuMa,’affinché - I,equazi,onue-www, e

@11 XT‘E' @22 x; + ‘1333 xz =1
rappresenti una sfera deve essere
(16) @) = Py = D3

dunque in un fluido perfetto i tre sforzi principali, relativia un
dato punto, hanno valore comune p, detto pressione. Le formu-
le di Cauchy diventano

(a7n ® = po, ossiad=p

e cid equivale al noto “principio di Pascal”: in un fluido perfet-
to il modulo ® dello sforzo specifico (normale) su un elemento
do ¢ indipendente dall'orientamento di do (in altre parole: la
pressione in un punto si trasmette ugualmente in tutte le dire-
zioni). La pressione p, in generale, ¢ funzione del posto.

Le equazioni (9) dell’equilibrio si semplificano in

ap p )

—
] —E = L/ .
(1 ) 2 ) P F.l! ) . e Fz, ) X . pF3,

che si sintetizzano nell’'unica equazione vettoriale
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=
(19) gradp = p F,

detta equazione fondamentale della statica dei fluidi perfetti.

6) Relazioni fra sforzi interni e deformazioni.

Si & gid detto che per rendere determinato il problema del
calcolo degli sforzi interni occorre precisare il legame diessi con
le deformazioni. Il pill naturale postulato che si possa ammettere
al riguardo & che le componenti @, siano funzioni regolari del
le 7,, e che allo stato naturale (quello in cui le v, sono tutte
nulle) gli sforzi interni siano nulli.

Sviluppando le ¢, con la formula di Mac Laurin e, nel ca-
so delle deformazioni infinitesime, arrestando lo sviluppo ai ter-

mini di primo grado, si ricava che le sei componenti dello stress

risultano funzioni lineari e omogenee delle sei componenti dello
strain. In formule

3 ,
(20) = Frcy Gikrs My A<

Tali equazioni sono invertibili: infatti il determinante (di se-
sto ordine) dei coefficienti deve essere diverso da zero, dovendo
le v,, essere tutte nulle se _tali sono futte le $, . Anche le v,
risultano percio essere funzioni lineari ¢ omogenee delle @, e in
cid consiste la nota legge di Hooke, che rispecchiai risultati spe-
rimentali ottenuti nel caso di deformazioni elastiche che non su-
perano il cosidetto limite di proporzionalitd.

Per scrivere le espressioni delle sei v, come funzioni li-
neari omogenee delle sei ®;, sono necessari 36 coefficienti che
dipendono dalla sostanza che si studia; si pud dimostrare perd.
che di questi coefficienti, detti moduli di elasticita della sostan-
za, solo 21 sono indipendenti; vedremo fra poco che nei corpi
isotropi essi si riducono a due indipendenti
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Limitandoci allo studio dei éorpi isotropi, cerchiamo di of--

“tenere direttamente le relazioni fra le componenti del tensore de-

gli sforzi e quelle del tensore delle deformazioni esaminando po-
chi casi elementari di sollecitazione elastica. :

Supponiamo che solo la componente' ®,, sia diversa da ze-
ro e costante (pilt precisamente sia ®(; > 0), mentre le altre &,

--siano—nulle;-dalle-(9)-si—ha-allora—che-le forze di massa devono

essere nulle. Consideriamo allora un parallelepipedo retto 2 con
gl spigoli para]]eli agli assi: le (11) ¢i dicono che sulla faccia 1
(e¢; == 1) deve essere — ®;; =— ¥, ossia deve agire una forza
superficiale ¥; > 0 (Fig. 15), mentre sulla faccia 2 (@, = 1) de-

m

PSRN B e e

ve—agire—una - forza-—superf:cta}e—‘lf--- —&y, (<0 lo altre quattro

|p|>0 i —— 3 ¥ <0

Fig. 15

facce non.sono soggette a forze superficiali. Si conclude che il
parallelepipedo 2 & soggetto a delle pressioni sulle due faccie nor-
mali all’asse x,, mentre la superficie laterale ¢ libera da forze.
In base ai risultati sperimentali si ha che & si contrae neltadire-
zione dell’asse x;, mentre invece si dilata nelle di_re'zioni ad ‘esso
normale cioé¢ si ha

Yiu <O, ¥22 20, 735 >0
¢ inoltre
Yiz2 = Y13 = Y23 =0

in quanto non si hanno scorrimenti; per I'isotropia & inoltre y5,=
=33, Le relazioni lineari fra le v e le ® si riducono nel caso

particolare trattato ad esprimere la proporzionalita fra le vy, a2,

Y33 © la ®y;; scriveremo le dette relazioni- nella forma

B Y22
----ossia k =
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1 k
2D yu=- ? Dy, Vo2 =Yaa = E Dy, Y2= 713= 73270,

dove E & un coefficiente positivo caratteristico del_la sostanza, det-
to modulo di Joung (che in linea puramente teorica, misurereb-
be lo sforzo &;, necessario affinché sia y,, =— 1, ossia lo sfor-
zo necessario per ridurre a zero lo spigolo del parallelepipedo pa-
rallelo all’asse x,); nel secondo coefficiente di proporzionalita con-
siderato si & introdotta la costante £, mediante la quale si ha

2 = Y3 =~ kv,

” esprime il -rapporto fra 1I coefﬁmente di dilata-
11

zione trasversale e quello di contrazione longitudinale; ¥ prende
il nome di modulo (o rapporto) di Poisson. Le (21)esprimono la
legge di Hooke nel caso particolare considerato.

Le due costanti £ e &k definiscono completamente le propne-
ta del corpo isotropo (entro il “limite di proporzionalita”):infat-
ti, come ora mostreremo, gli sforzi, anche nel caso pill generale,
si possono ricondurre a sovrapposizione di sforzi di pura com-
pressione (o trazione), come nel caso ora considerato, e, per la

* linearita della legge di Hooke, le deformazioni si possono calco-.

lare come somma delle deformazioni che sarebbero prodotte dai
singoli sforzi che si sovrappongono. ‘

Se il parallelepipedo 2 ¢ soggetto a forze di compressione (o
trazione) su tutte e fre le coppie di facce 'oppos_te, supposte pa-
rallele ai piani coordinati, avremo ®,, # 0, &, # 0, 35 + 0, P;,=
=¢,; = $y3= 0. Lo sforzo &,, da solo darebbe la deformazione
espressa da

s 1 , , k.
T =~ E D1, Y2 =v33 = ‘E“ D413

lo sforzo &,y darebbe da solo

k n
Y= 733 E?“I’zz, Yoz = __é-” Dy,
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e lo sforzo &®,; darebbe da solo

He ‘_ " k m l

_ T =Y = E Py3, Y3 = — E @335

gh scorrimenti sono, in tutti i tre casi, nulli. La deformazionedo-
vuta a tutti e tre gli sforzi agenti simultaneamente si ottiene som-

“mandole’ deformazioni parziali e, introducendo Pinvariante primo

®del tensore delle @, si ha

‘ k. 1+k

Y = E [“' Dy + k(Py + ‘1’33)] ‘1’_'_2-""' @y
on ek g TK
N==F 1Y 122 E * E ol 74

: TR

i Yz T T ¢ - % Py Y12 = Y13= Y23 = 0.

Passiamo ora al caso generale. Per ottenere le relazioni fra
le v,, e le &, in un punto generico P nel caso di sforzi q_ual-
siasi, possiamo utilizzare i risultati precedenti riferendoci agli assi
principali E? EZ Eg del tensore degli sforzi nel punto P. Conside-
riamo attorno a P un parallelepipedo con gli spigoli paralleli a

E‘: EZ ‘;‘g {(Fig. 16) ed abbastanza piccolo da poter considerare,

Fig. 16

entro di esso, gli sforzi come costanti ed uguali al valore che
. . . ep . T T . .

essi hanno in P, Se ci riferiamo agl assi §;, gli sforzi di taglio

sono nulli ¢ quindi possiamo pensarci nelle condizioni del ca-
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so precedente; le relazioni fra deformazioni e sforzi sono le (22)
che potremo scrivere con lindice zero in alto ossia

(23) 'yg.——-%@— 1;"@ (i=1,2,3)
Perd gli assi Ef variano, in generale, da punto a punto e quin-
di ¢ opportuno riferirsi a un unico sistema di assi O x, x; X,.
Per ottenere le relazioni relative a detto sistema, ricordiamo
le relazioni, valide per qualsiasi tensore, che esprimono come le
componenti -di un tensore varino al variare del riferimento (for-
mule (11) del § 3)

Y = Zig O Oy Vs
(le o sono i coseni degli angoli fra gli assi dei due sistemi); se
scriviamo queste relazioni per le componenti Yy rispetto ad un

generico riferimento (O) e le componenti 7?,. rispetto agli assi prin-
cipali di origine P, otteniamo

@4 Y = o e 7
in particolare si ha, servendosi delle (23),®
k +k k 1+k
Y = Z; O v = B(Z, o) — —E—z | B = e dus
k 1+k
— o_ K~ _ 1+
2 =04 &y V= E LRV % E Z; 0 @y ‘13-?="T Dy

In mode analogo si ottengono gii altri v. Volendo scrivere
tutte queste formule in un modo unico introduciamo il cosidet-
to simbolo di Kronecker

(1} 8i applicano le formule: Z, a“'. =1, Z; “;1 ‘P?i = Py,
oo = p' Loy “azq’ = Py,
Vale infatti la formuls, aniloga alla (24) '
b,

{1 = I % & !




0 peri#j 1 ~ corrispondente scorrimento ;.

I\

1 peri=j :';:‘_ o 7) Equazioni differenziali definitive dell'equilibrio elastico.

Richiamiamo le equazioni (9) che danno le condizioni inde-

Si ottiene cosi la formula _ ,
k i +k ~ finite di equilibrio

@5) = @ (i,‘f_=” .1, 2,3), 3dy | 3%y 3Py P
s s s = p
che esprime la legge di Hooke per i corpi isotropi. Si pud anche - _ axy ax ax3 l
esprimere il coefficiente di dilatazione cubica 7; & infatti L R 9ad,, 3 d od
P e T S @7 LA Y Y
: 3k l+k 2k-1 ‘ A ax; 0x, T 0x;
‘Y 'Yu ”*"Yzz""Yaa - ¢- (P4, +‘I’zz +Py)=—7 ®. il .
k E | 0%, + 0d,3 + 0Py _ F
) Da qui si pud ricavare l'invariante primo & dello stress(” ' T ax, ax, dx3 P Fa
&= —— In base alle (26) che esprimono il legame fra sforzi e de-
2k—1
s . i E s : aSi ask ‘
- si possono quindi invertire le (25) ricavando da esse 3 . formazioni e alle v, = ?(W + o ) che esplicitano levy,;
: ' [ = k i’
3 E k k E E . i .
: P B R e si ha ,
ST G T T T eI Y T TR 4 3s
B B - _ 1
Iintroducendo le cosidette costanti di Lamé _ ¥ FE b1 Ny~ 2u X
_ kE _E ' . 3, s,
‘ A= (1+&) (1-2k) ° HE 0 +ey ' L D $u = “( 9x * Bx,)
si hanno le formule o NS ' 05y 084
S = — + —=1.
: q)3] “ ( ax:; * ax, )

@26)  @y= SNy 2wy (7=1,2,3)

' . . . ) introducendo queste espressioni nella prima delle (27) si ottiene
da qui si vede che le relazioni fra sforzi e deformazioni nei cor- _ a P P )

. . g . 2 2 2 2 2
pi isotropi dipendono solo da due costanti materiali(A e u); inol- p Fy =- y_ _ .u( 0 521 + d 521 + 8 gl n 95, 9 -;1
tre gli sforzi normali (i=/) sono legati al corrispondente coeffi- ax, axl axl 0x,, Ox, 0x3 ax,
ciente di dilatazione lineare y; e al coefficiente di dilatazione 5, oA 3 (ds; 05y 35,

. . s oqs . . ; P = - Awe—m— g Ag — __.(_+ — +__);
cubica vy, mentre gli sforzi di taglio (i # /) sono legati solo al ox, 0x, ) o, HpAS —u ax, \ax, | ox, | Oxs
o (1) Sperimentalmente ‘si trova che per qualsiasi materiale & k <% ossia 2k—1<0; ?: ricordando che & ¥ = div 5, si ha allora

i ) & inoltre & >—1 (ossia 1+% 5 0); per la maggiore parte delle sostanze & perd k > 0.
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adi
-*—E-L+uAsl—0

p-Fy. 4+ uw- P
X

Introducendo- i valori delle ® nelle altre equazioni (27) si
ottengono due equazioni analoghe relative agli indici 2 e 3.

Sinteticamente le tre equazioni possono essere espresse nel-
" Tunica equazione vettoriale (1)

(@8 (\tw) gaddivE +pAT HpF=0

che equivale alle tre equazioni scalari, le quali sonco differenziali
a derivate parziali del secondo ordine e lineari nelle funzioni in-
cognite s, 8,3, §a.

A tali equazioni vanngo affiancate Te condizioni al contorno

~(IT) che, sottoposte a calcoli analoghi ai precedenti, diventano

o asy ( ds as ) (as asa)
i —1 =, P2 4 23 -
(J\_dws +2u axl)alﬂ; 2, + 2%, o+ 3%s + ans oy =¥,
95y as,) 05, ( ds, = 953 )
— +_ -
u(axz + axx (hdlvs +2# a ) 2+ ax3 ) ax2 (47} ‘1’2

ﬂ aS;.;) (652 833) ( BS ) _
Ali(ax?‘+(.m1 o+ u 3%, +ax2 o, + Adivs +2,m—~—"“a s ay = ¥,

(1) Indicheremo con A § il vettore che ha come componenti cartesiane A S

§ 6. PICCOLE OSCILLAZIONI ELASTICHE.

1) Equazioni dei piccoli moti elastici.

Passiamo ora a dare quilche cenno sulla dinamica dei mez-
zi continui. -

Possiamo individuaré afia generica particella dei corpo me-
diante le coordinate che ne danno la posizione P, in uno stato
di riferimento (lo stato naturale); il moto del corpo pud essere
assegnato dando in ogni istante ¢ la posizione P* della particella
mediante la funzione

P¥* = P(Pg, t)
Lo spostamento 5 si pud esprimere allora con
P¥=P,=5 =5 (Py1).

La velocitd e I'accelerazione della particella sono allora espres-

se da -
= __ a?(Po,t) - 62?(})0’[)
T P T T e

Se perd ci limitiamo al caso di piccoli moti, nei quali cioé

. le coordinate x; di P differiscono di pochissimo da quelle di P,
nelle funzioni precedent: potremo porre P al posto di Py;siavra

cosi espllcltamente
95" 325"
D= xr, xg, %a, ), 7= s (X1, X9, X3, 1) 5 _ 075 (x1,X5, %3, 8)
§ S 15 %2, X3, 8), © at , & a[z
Il passaggio dalle equazioni della statica a quelle della dina-
mica si fa, come si & visto nel corso di Meccanica razionale, in
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base al principio di-d’Alembert ossia sostituendo nelle equazioni

'—5-*'di~"equilibrio‘-le --forzc'perdute' -alle-forze-attive - e quindi in ogni

punto alla forza di massa p F dv agente sull’elemento di volume
2--}

a: do. Dall’equazmne indefinita(28)

de_l §_ _5 si _ottlene l_’equamone dei piccoli moti elastici

la forza perduta p F dv—p

D) N+ graddivi + u AT+ pF=p

525
o

Le -equazioni al contorno restano le stesse, poiché in esse
non figurano le forze di massa. Saranno inoltre valide le relazio-

L2 WAV, D, B - . £, : A : .
Ml 20 Ul § S 1d SIOTZT € ACI O ZI0T1.

....Neiproblemi. dinamici .inoltre, oltre alle forze di massa e
superficiali (che'_ potranno eventualmente dipendere dal tempo), si
dovranno assegnare anche i dati iniziali (per esempio spostamen-
to ¢ velocitd iniziali in ogni punto del corpo). ‘

2) Onde di compressione.

- CL hmlteremo a studiare per cra due soluzioni particolari
dell’equazwne (1) dei piccoli moti e c¢i riferiremoe a un mezzo il-
limitato in modo da poter prescindere dalle condizioni al contor-
no. .
Una prima soluzione importante & quella determinata da un
vettore spostamento. 5 irrotazionale; se &

2) rots = 0,

ne consegue che esiste un campo scalare ¢ (xq, x5, X3, 7) - detto
potenziale degli spostamenti tale che sia '

3 P egadg;

anzi ¢ e le sue derivate rispetto al tempo saranno determmate a
meno di una funzione arbitraria del tempo.

(40 (A+p) grad Ap+uAgradp=p
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Consnderiamo inoltre 1} caso in cui sia trascurablle la for-

za di massa F Introducendo la (3) nella (1) si otterra allora

2

3 grad ¢
ossia f
82y
(5) (A +2u) grad Ay —p grad a7 =0
Posto
2u
© pr = —=H
P
. .8i ha
‘ ’ : 92
7 grad (bzA&p— L4 )ﬁ 0;
ot .
integrando si ottiene
) )
(8) —T ~bAp=C()

essendo C (¢) una funzione arbitraria del tempo, che potremo pe-
2

or?
un’arbitraria funzione del tempo. Cosi I'equazione a cui soddisfa
yw diventa ‘ Co

1o conglobare in - che, come y, é determinata a meno  di

Py

(9) o = Ae

Questa equazione ¢ la naturale estensione al caso tridimen-
sionale dell’equazione delle corde vibranti; derivandola rispetto ad
Xy, Xg O X3 si ottiene che ciascuna delle componenti dello spo-
stamento § soddisfa a un’equazione analoga
9%s; | '

Yo =b*As; (1=1,2,3)

(10)

e, in modo analogo, si-vede che anche la dilatazione cubica vy =
= divs" = A ¢ soddisfa all'equazione
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%y

= h2 :
ano = DAY

-Come caso particolare possiamo considerare fenomeni unidi-
mensionali, in cui cioé tutte le grandezze dipendono dalla sola
coordinata spaziale x;; si ha allora

dp

1733
S 5 1F/) O NT. § o

. =gy =0
axl: 20 3 3

lo spostamento di ogni punto risulta parallelo al’asse x;, inoltre

il fenomeno & piano, cioé in ciascun piano normale al’assex, il
fenomeno risulta identico in ogni punto.

£1-£% 3.

(13)

La—prima—delte~(10)—diventa— -
g =b2 2,
ot ax?

1
ed ha come soluzione generale

(14). sy (¢, 8) = fxy— b1) +g (x,+br)

con f e g funzioni arbitrarie da determinarsi con le  condizioni
iniziali; f rappresenta onde progressive e g onde regressive, propa-
gantesi parallelamente all’asse x, con velocitd b. 1 piani normali
allasse x, si spostano nella direzione dell’asse stesso e si dicono
superfici d'onda. 11 moto avviene per onde piane e poiché il mo-
to avviene nella direzione di propagazione dell’onda, tali onde si
dicono longitudingli. Poiche &

0
¥ o=l = e, —b) g () + D),
ox,

anche le compressioni e rarefazioni del mezzo si propagano lon-
gitudinalmente, per cui tali onde sono dettc di compressione.
Un altro caso particolare importante & quello delle onde di
compressione sferiche, che hanno hiogo quando il potenziale de-
gli spostamenti ha simmetria sferica rispetto ad un punto O, che

“possiamo assumere come polo di un sistema di coordinate sferi-
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riche; ¢ cioé & della forma

(16) =@ 1)
essendo r la distanza da O. Poiché &1

e 2 By 1 3%y
a7 Av= ar? 3 o r ot
I'equazione (9) diventa

3% _ .1 ¥
(18) 9t? =b roooor?
posto
(19} ro = ¥,
si giunge all’equazione \\
| LR 4 2

= p2
(20) st 0 o
da cui
1 Flr—bt) + G(r +

@n 0= -;—‘I'= r bt)r G(r+bt)

con F e G funzioni arbitrarie.

Iy

Lo spostamento s & dato da

o
(22) 5= grad ¢ = —5;‘& gradr

e risulta quindi radiale. La sua parte numerica ¢ data da

dp _ F'G-bN+G'r+bt)  For—b)+Gr+be)

(23) 5, = & = . 2

Si ha anche qui una sovrapposizione di onde progressive (o
divergenti dall’origine 0) e onde regressive (o convergenti verso Q)
che si propagano radialmente con velocitd b e che risultano quin-

(1) 8i veda D. GRAFTI, Teoria matematica dell'eletiromagnetismo, Lid.  Patron,
1972, Bologna, pag. 47,
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di longitudinali ‘(essendo radiale anche lo spostamento 5). Ogni

o sferadi centro Torigine si-dilata o si contrae (a seconda del ver-
so di §). ; - _

_ Si noti che la presenza dei denominatori r ed r* nelle for-

mule precedenti da luogo a una diffel_'enza sostanziale rispetto al

caso delle onde piane. Se, per esempio, ci si riferisce alle onde

d-ivergg{_n_;:i—,——'—sirr—vede—r—ché¥se——fall’fistan—te—trrr—ewad ‘una determinata  di-

stanza r la s, ha un certo valore, all'istante ¢ +7 ¢ alla distanza
“r+br i numeratori del’espressione

F'(r—b1) _ F'(r—br)

2

(24) 5, =

r ¥ r

...Jiacquistano lo stesso valore, .ma.i denominatori risultano aumen-
tati, di modo che s, si trova diminuito: cid vuol dire che leon-
-de si attenuano coll'allontanarsi O. Analogamente si vede che le

. onde convergenti si esaltano avvicinandosi ad O.
Le onde sonore emesse da una sorgente a simmetria sferica

'sono appunto onde sferiche longitudinali divergenti, di tipo (24).

Per r piccolo prevale il secondo termine, per r grande il pri-
mo: ad una cerfa distanza dalla sorgente si pud assumere

F'(r—bt
(25) s, = .._..(..’...__._l
r
e per ciascuna componente sinusoidale
A 2n
(26) s, = sen—— [r—~bt— 6],

poiché I'ampiezza varia. come P Iintensitd del suono (propor-

zionale al quadrato dell’ampiezza) decresce con la distanza come

1 . C .
= (sempre a una certa distanza dalla sorgente).
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3) Onde di distorsione.

Consideriamo ora una seconda soluzione particolare per la
equazione (1) dei piccoli moti di un mezzo deformabile e cioé
quella per cui &

(27) divyi =0

ossia v = 0 il che significa ch_g in nessun punto vi & compressio-
ne. o rarefazione. La (1) con ¥ = 0 e con

I
28 at =—
(28) | ;
diventa
: 225
2 AT =
(29) . a‘ As YR

che equivale a tre equazioni scalari nelle incognite s,, 55, §3.
Ci limitiamo a studiare il caso unidimensionale (delle onde
piane) supponendo che e dipenda solo da x, e da ¢; allora la

(27) da

98¢

x4 =0

(30}

mentre la (29) da, come conseguenza
dzsl _ 32S2 2 3252 3233

31 0 = 053
1) diz > T2 @ axf Y

2 3 R
¥
axl

=a

- se ne deduce che §; & indipendente da x, e deve essere lineare

in t, ossia
5y =epttey;

poiché perd ci riferiamo a soluzioni particolari limitate ai piccoli
moti, dovranno prendere in considerazione solo il caso in cui &

| ¢; = 0 e quindi potremo prescindere dalla traslazione s; =c,, per

P . s -
cui si potra porre anche ¢; = 0, cio¢ 5, = 0. Lo spostamento s
e percid normale all'asse x,, cioé alla direzione di propagazione
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delle onde: tali- onde sono percid trasversali. Ciascuno dei piani

normali all’asse x;  si sposta su s& stesso.
Tali onde sono dette di distorsione.
Dalle (31) & possibile ricavare 5s; e s3 nella forma

53 = fo(x, —at) +g5(x, +at), s3= f3(x;—at)+gs(x; +at).

[ ;_—é;—{ fa—;;?;gar—r=r;0;f—rsara——s3 r—=770:f—~6gni -punto- oscillerd parallela-

mente all’asse x,; le onde si dicono polarizzare rettilineamente e

il piano x, x, si dird piano di vibrazione; le onde saranno pro-
gressive e regressive in direzione dell’asse x, con velocita di pro-

A

pagazione a. Se & invece s, = 0, 53 ¥ 0, le onde saranno polariz-

£

s e e

tf
il
)
gl

zate—rettitineamente—con—pianc—di—vibrazione x, x,. Ne! caso ge-

5
che tg 6 = —;3"; se per opportuna scelta delle funzioni f,, f3,82
2

g3 tale angolo & costante, si ha ancora polarizzazione rettilinea,

altrimenti le onde saranno non polarizzate. Se perd s, ed s3 so-
no funzioni sinusoidali di eguale frequenza, le onde, come & no-
to dalla composizione di moti sinusoidali su assi ortogonali, sa-
ranno polarizzate ellitticamente.

Per qualunque materiale la velocitd di propagazione delle on-

de di distorsione a = /£ & minore della velocita di propaga-

P

A+2

zione delle onde di compressione b = s ; ¢id & dovuto al

fatto che la resistenza elastica del materiale nei confronti delle
variazioni di volume & notevolmente superiore a quella opposta
alle variazioni di posizione,

Entrambe le dette onde sono onde spaziali che si propagano nei
mezzi continui illimitati. Se il mezzo ¢ invece limitatoda una su-
perficie, su di essa si possono propagare onde superficiali, che
hanno notevole importanza nel caso delle onde sismiche: esse han-

no velocita di propagazione minore di quella delle onde spaziali,

-
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in quanto il mezzo oppone ad esse resistenza minore; nei terre-
moti generalmente gli effetti sono dovuti quasi esclusivamente al-
le onde superficiali, che subisconc nella propagazione attenuazio-
ne minore; le onde spaziali, che subiscono maggiore attenuazione
e che spesso arrivano prima, sono deboli e possono servire da se-
gno premonitore,

4) Teorema di Ciebsch.

. - . . . N
Assegnato un campo veitoriale #, si consideri una funzione

incognita o che in ogni punto del dominio in cui & definito #

sia
div grad ¢ = div 7.
Nota la div &, si tratta di un’equazione (di Poisson) diffe-
renziale alle derivate parziali del secondo ordine nella funzione
incognita . La detta equazione si pud anche scrivere

div (@ —gradp)= 0
e quindi se ne deduce l'esistenza di un vettore 7 per cui &
u”-—grad ‘p=rot7)+;
si conclude che &
u‘+=gradcp+rot5>=f?1+ﬁ>2
con
rot u-z =0, div 172 = (),

cioé vale il seguente teorema di Clebsch: un generico campo vet-
toriale si pud sempre esprimere come somma di un campo po-
tenziale (irrotazionale) e di un campo solenoidale.
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5) IOscill_azioni di tipo qu.alsiasi.

In base al teorema di Clebsch ogni campo vettoriale 5= pud
scnverm come somma di un campo 5 irrotazionale e di un cam-
po 5, solenoidale. Se ne deduce che uno spostamento  elastico

. generico puo sempre pensarsi come sovrapposizione di onde di
';;;‘:;jf;ff*;fff—compres.s'tone”e -di-ondedidistorsione e cid ¢ confermato dalla.

esperienza.

§ 7. MECCANICA DEI FLUIDL

1)  Accelerazione lagrangiana e accelerazione euleriana.

Per studiare il moto di un fluido si possono seguire due

_ punii di vista:

1)  lagrangiano o sostanzm!e secondo cui si segue il moto delle
singole particelle;

2)  euleriano o locale, secondo cui si fissa una posizione e si
considerano le particelle che, al frascorrere del tempo, passano in
quel punto,

In corrispondenza ai due punti di vista si hanno due acce-
lerazioni:

1) accelerazione lagrangiana, che sorge dalla variazione che la
velocitd di una determinata particella, individuata dalla sua posi-
zione all’istante ¢, subisce passando da tale posizione ad un’altra,
fra Vistante ¢ e l’istante successivo;

2} accelerazione euleriana, che sorge dalla variazione rispetio al
tempo che in un punto prefissato subisce la velocitd fra il pas
saggio di una particella all’istarite te di un’aitra particella all’istan-
te successivo.

L’accelerazione lagrangiana & la derivata rispetto al  tempo
della velocitddi una determinata particélla: tale velocita pud di-
pendere dal tempo ¢ sia direttamente sia aftraverso la posizione
della particella stessa, la quale dipende da ¢ attraverso le sue coor-

[y

dinate x (#), ¥ (), z(#), ossia &

(1) 7= T, v, 2, 1],
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per cui si ha

47 _ 9% 9% dx % dy 97 ds

@ =5 m at o o

dt ot ox dt oy dt 0z dr’

ossia N _'a? 57 a7 3%
ds v v 7
—— T — . v
G Tw T Ty YT

Per indicare sinteticamente tale risultato, si pud introdurre
la notazione simbolica
e a7 - a7

- '—). T d = i Rl el

‘(v grad) v v, 3% +vy 2y +v, 5

e quindi si ha

R . R
- (4 ' ?=T+(v'grad)v.

-L'accelerazione euleriana si ha invece tenendo fissa la posi-
zione e derivando solo rispetto al tempo ¢ per cui tale accelera-

N ] '
zione ¢ _a:_ .
Possiamo dimostrare la formula
‘ 2
(5) @ grad) 7= grad 2L + rot 7 x 17;
infatti & : _ _
- 2 12 v, 9z, - 9y,
4y 2 ¢ 2 2 2, .
(grad 5 )x 7 % (vx+vy+vy) v, ™ +vy P +v, 3
' N v, v, av, avy
o fet®), Got Dy o
(rot ? X ?)x_= : =
v, v, v, v,
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sommando si ha

(6) (grad 'yj"+rot5>x 7 =v »—a&ﬂ; 9% + &=
2 X 9ax Y oy z Bz

= (T grad) T,

e analoghe formule valgono per le componenti lungo gli assiy ez.

2) Linee di flusso e linee di corrente.

Consideriamo all’istante ¢ una linea di flusso del vettore ve-

~locita (tale cioé che in ogni suo punto P sia tangente alla velo-

citd 7 (P)); chiamiamo stazionario un moto che non dipenda dal
tempo; dimostriamo che nel moto stazionario le linee di flusso
coincidono con le traiettorie delle singole particelle, ossia con le
linee. di corrente; infatti, se una particella si trova all'istante ¢
nella posizione P su di una linea di flusso, si trovera sulla stes-
sa linea di flusso anche nell’istante #+df, perché la sua posizione
nel detto istante ¢

P'=p+7 (P)dt

e lo spostamento P’'— P risulta parallelo a v (come il vettore che
congiunge due punti infinitamente vicini di una linea di flusso).

Ma all’istante ¢-+d¢ la linea di flusso passante per P non &
cambiata, essendo il moto stazionario, e, ripetendo sempre lo
stesso ragionamento, si dimostra che la particella si troveri anco-
ra sulla stessa linea di flusso anche in un istante successivo a
t+dt e cosi via. Dunque la linea di flusso considerata & il luo-
go delle successive posizioni defla particella, & cio¢ linea di cor-
rente.
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3)  Equazioni del moto di un fluido non viscoso.

Per ottenere I'equazione indefinita del moto di un fluido
non viscoso basta sostituire nell’equazione indefinita dell’eguilibrio
in ogni punto del mezzo la forza di massa con la forza perdu-
ta. La forza d’inerzia applicata alla massa infinitesima dm &

M dm = =pdV —

dv- v

dr ar °
riferendoci all’unitd di volume, cioé¢ dividendo per il volume ele-
mentare dV si ottiene

Se nell’equazione dell’equilibrio dei fluidi non viscosi

i
(9) gradp = p F

introduciamo la detta forza d’inerzia col segno cambiato si ottie-

ne Yequazione
. -

dv =
Q10 P d—t=-gradp+pF;

questa equazione, che corrisponde a tre equazioni scalari, contie-
ne cinque variabili scalari v, Vs Vs P € P, Per completare il bi-
lancio occorre procurarsi ancora due equazioni scalari.
 Un’ulteriore equazione si ottiene dal principio di conscrvazio-
ne della massa da cui si deduce la cosidetta equazione di conti-

- nuitd. Basta scrivere che la quantitd di massa che entra in un

qualunque volume ¥ nel tempo dr attraverso la superficie dicon-
torno ¢ & esattamente uguale alla variazione della massa m conte-
nuta in V. A tale scopo consideriamo un elemento do, sui cui
consideriamo il versore # della normale esterna costruiamo un
cilindretto di base do e di generatrice laterale v vdt (Fig. 17); la
massa contenuta in tale cilindretto, nell’intervallo di tempo df ha
attraversato la supertficie do. Per valutare tale massa basta molti-

z
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&

Fig. 17

plicare il volume del cilindretto per la densitd p

_(11) ~do ?-E*dtp

Per calcolare la massa che nell’intervallo di tempo d¢ attra-
versa tutta la ¢ basta integrare Pespressione precedente su tutta

dm
la ¢ e, tenendo conto che la variazione di massa & dm "—Jdt

con m =/VpdV, si ha

d ‘
12 - f . -
(12} | pv 7 dodt rre VpdVdf.

Semplificando per d¢, portando sotto integrale, appli-

cando a primo membro il teorema della divergenza e scrivendo
un unico integrale si ha

(13) f [d:v (07) + _a_] v = 0,

.da cui, per Parbitrarietd di V, si ottiene

)
(14) div (0 7) + —a‘-:i- =0
che ‘¢ I'equazione di continuiti preannunciata.

Per ottenere I'ultima equazione detta complementare basta

precisare il legame che sperimentalmente si trova esistere fra la
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pressione p ¢ la densitd p, legame che dipende dalla natura del
~fluido—edallo “stito termodinamico in-cui-esso si trova.

' Cosi per un liquido omogeneo, 0 per un gas omogeneo che
non esplica la sua comprimibilita, I’equazione complementare si
limita ad affermare che p & costante, per cui I'equazione (14)
diventa

e in tale caso la (15) e la (10) sono sufficienti per determinare
le -incognite v e D. R
Per un gas perfetto (cioé lontano dal punto di liquefazione

¢_sopgetto—a- pressioni-non-1roppo_totti). in condizioni isoterme &

16 R p”—"ap

con @ = RT, dove R & la costante dei gas perfettie T ¢la tem-
perafura assoluta supposta costante; per un gas perfetto in con-
dizioni adiabatiche & '

a7 - p=C,

dove C & una costante ¢ v & il rapporto fra il calore specifico
a pressione costante e quello a2 volume costante. La (17) vale in.
condizioni isoentropiche, quando cioé 'entropia non varia né da
punto a punto, né da istante ad istante.

Pili in generale I'equazione complementare pud essere messa -

nella forma
(18) p = f{p)

In conclusione i quadro delle equazioni indefinite per il mo-

.

to dei fluidi non viscosi é il seguente

w 1 2 7= o F-orad
p(7 +"§*gradv +iotv xv)—p grad p
(19) |

| .
div (0P + - =0, p=f (.

87

A queste equazioni vanno aggiunte le condizioni iniziali e le-
condizioni al contorno. Le prime consistono nell’assegnare la ve-
locita (ossia lo stato cinetico) e la densiti (oppure la pressione)
nell'istante iniziale in ogni punto del dominio in cui si -svolge il
fenomeno; le seconde si ottengono facilmente se il contorno &
una supetficie rigida: basta tradurre matematicamente la incom-
penetrabilit tra fluido e parete, per cui il fluido non pud che
lambire la parete stessa, ossia imporre 1'uguaglianza in ogni istan-
te delle due componenti normali della velocita 7 del fluido e
della velocita @ della parete

@ g, =

U n

e, in particolare
@1 v, =0

se la parete & fissa,

Per calcolare velocita, densiti e pressione in ogni istante e
in ogni punto del dominio occorre quindi integrare le (19) sotto
le dette condizioni: si tratta di un problema molto arduo, trat-
tandosi di equazioni alle derivate parziali (esclusa l'ultima, che &
in forma finita) del primo ordine, non lineari.

Ci limiteremo a studiare qualche problema particolare.

4) Piccoli moti e vibrazioni acustiche.

Consideriamo “piccoli moti”, tali cioé che si possano trascu-
rare i termini di grado superiore al primo nelle funzioni incogni-

: ;. A w L
te e nelle loro derivate. E* percid A = T supponiamo inol-
tre trascurabili le forze di massa. La (19,) diventa allora
| 9 1
22) TRy gradp.
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Allo scopo di linearizzare il termine a secondo membro in-
—troduciamo—-una -nuova-grandezza-incognita adimensionale, che
chiameremo concentrazione definita da

P~ Po

23 s = -
(23) Po

dove po ¢ la densiti media del fluido. Per piccole variazioni di

CorsaraTlsl<€
Dalla (23) si ricava p = py (1+35); sviluppando in serie la
funzione. f (p) dell’equazione complementare si ricava
post ..~ potc? py s,

p=p fpe+pes1=pfpel+(~d£‘ f

dpTa

dove si & posto p(pg) =py € ( di ) = ¢%:. ¢ infatti p funzio-
[ F .

d
ne crescente di p per cui ¢ -&%" >0. B gradp = ¢ py grad s.

Si ha allora, servendosi della nota serie geometrica e linea-
rizzando,

1

L’equazione (22) diventa allora
il
o
facendo il rotazionale di questa equazione e ricordando che il
rotazionale di un gradiente & nullo, si ottiene

(24) == ¢? grads;

0 >
o ot v = (¢

e quindi, se supponiamo che allistante iniziale il moto sia irro-
tazionale, si ha in ogni istante successivo

rot v = 0;

1
— gradp= pa(ls) Po c? grads = (1-s+52—.....) ¢? grads ~c?grads.
0

39

esiste percid un potenziale cinetico ¢, definito a meno di una
funzione arbitraria del tempo per cui &
(25) ' 7 =gradg.

Introducendo nella (24) si ha

0% . 2 \-
grad( Y +e s)~—0

dy
un’ulteriore funzione arbitraria del

da cui, conglobando in v

tempo

0 .

ot
L’equazione di continuitd (19,), tenendo conto della (23),
diventa
9008
ot

+div[(pos+p0) 7 ] =0,

da cui, semplificando per pq, linearizzando e tenendo conto del
la (25),
ds
of
il problema & quindi ricondotto alle due equazioni lineari
(26) e (27) nelle due funzioni incognite ¢ ed 5. Derivando la pri-
ma parzialmente rispetto al tempo ed eliminando s, si ha

27 +Ap=0

e

28 = o2

(28) oz~ ¢ Av

mentre operando analogamente sulla seconda ed eliminando ¢ si ha
s
Y Rl e? As.

Essendo p e p funzioni lineari di s, anche p e p soddisfano
ad identica equazione.

Se c¢i limitiamo al calcolo di ¢ nel caso unidimensionale ¢ =
= v(x, 1), la (28) diventa
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L2 _ 2y
e DR ax2..... ..

ed ha come soluzione generale
@(x,t) = flx —ct) +g(x +ct)
i che’ rappresenta la solita sovrapposizione di onde piane progres-
.- sive e regressive che si propagano lungo lasse x con velocita
| c= (if.’__) .
dP Py

s +
La velocita v ha come componenti

v =) tgixten), v, = v, = 0

si tratta quindi di onde longitudinali Anche s, p e p si propaga-
no in modo analogo e quindi si tratta di onde di compressione,
che, come caso particolare importante, comprendono le vibrazio-
ni acustiche. E poiché, praticamente, tali vibrazioni avvengono in
modo adiabatico, essendo _
Crey Do

dp d - 0
—_—— —_— C'P’ = C '71) = ——— = ,
dp)p,, dp (€M = (CY P o oo LAy

Poiché in condizioni normali per l'aria &

Kg massa_ Kg

v=1,41, p, = 101.370 e PO = 1,29 3

si ha ¢ = 332 m/sec in ottimo accordo con Pesperienza.
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5) Teoremi di Bernoulli.

N "Consideriamo, per ora, un moto stazionario, nel quale ciog
v, p e p variano in generale col punto P a cui si riferiscono, ma

non variano col tempo. Sard dunque

% op dp
2 . — 2D e = m—— = ()
(29) ‘ . ot ot ot 0

Supponiamo inoltre che la forza di massa unitaria sia conser-

-vativa cioé ammette un potenziale U per unitd di massa, per cui &

(30) F = grad U;

essendo poi, in virth dell’equazione complementare, p funzione di
P poniamo

o
dp

31 ‘ = —_—,

31 P(p) / 5)

cosicché &

' d? 1 :

32 ' rad = —— dp = — gradp.
(32) g dp gradp p gradp

@ si chiama l'entalpia del sistema.
La (19,) divisa per p diventa allora
2

v (33) grad 2 o rotTxT = grad (U-2).

2

Indichiamo ora con dP il vettore che congiunge due punti
infinitamente vicini di una linea di flusso (o di corrente: si veda
il n. 2); dP & parallelo a 7 e moltiplicando scalarmente per dP
la (33) si oftiéne | '

e ,
(34) grad ( L -v+p)ap=o;

il prodotto scalare a primo membro non ¢ altro che il differen-
’ 2

v
ziale esatto del trinomio T U+Plungo la linea di corrente
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considerata; dalla (34) si deduce quindi che lungo la detta linea é

1
(35) 5 - U+P=
dove C & una costante (che, generalmente, cambia da linea a li-
nea).

~ La (35) costituisce il teorema di Bernoulli secondo il quale
“nel -moto- stazionario di un fluido non viscoso soggetto a forza

di massa conservativa é costante lungo una linea di corrente I
2
v

“somma dell’energia cinetica 5 dell’energia potenziale — U per

 unitd di massa e dell’entalpia .
.. In_particolare per un liquido omogeneo, essendo p costante,

e P = —E— e quindi la (35} si pud scrivere

2

)
(36) p 5 —pUtp=G

i primi due addendi del trinomio a primo membro rappresentano
Ienergia cinetica e I'energia potenziale per unitd di volume.
Come applicazione della (36) possiamo ricavare la formula
di Torricelli che fornisce la velocitd di efflusso di un liguido da
un recipiente dotato sul fondo di un piccolo foro (piccolo rispet-
to alle dimensioni del recipiente e al hvello 2 del liquido); se la
sezione del recipiente & grande rispetto a quella del foro, il mo-
to pud ritenersi stazionario. Considerata una linea di corrente che
parte da un punto P, della superficie libera del liguido e giun-
ge al foro O (Fig. 18), lungo di essa vale la (36). In P, & pra-

in O la velocita ha valore incognito, ¢ z= 0 e p si puo ritenere
ancora uguale a py. Essendo U/ =-— gz, se ne ricava

1)2
pghtpy=p —~ +po

da cui

ticamente v = 0, z = h e p uguaglia la pressione atmosferica py..
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L B = "T__E

v=/2gh

e.quindi la velocita di efflusso & quella che raggiungerebbe un

grave che cadesse liberamente partendo da fermo da un’altezza h.
Un caso particolare notevole & rappresentato dai cosidetti

moti irrotazionali, per i quali & in ogni istante

-

v

(37) rot = Q.

Esiste allora uno scalare v, detto potenziale di velocitd, de-
finito 2 meno di una funzione arbitraria del tempo per cui &

7 = grad .

Introducendo tale espressione nella (19,), supposta la forza
F conservativa e introducendo Ientalpia &, si ottiene

3 2
grad & + grad SUA grad (U—2),

ot 2
da cui si deduce che I'espressione
dyp 2
— —_— &
ot~ Ut?

non deve variare con il posto (teorema di Bernoulli generalizzato).

dp.
3t =0evalela (35

in tutto il dominio-del moto (per i moti stazionari generici la
(35) vale solo lungo una linea di corrente).

Se poi il moto & anche stazionario, &
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In part1colare per un I1qu1do in moto staznonano irrotazio-
nale ¢ ovunque costante il trmomm '

Tp'vz—pU-l-p.

Cid permette, per esempio, di studijare il moto stazionario
irrotazionale di un liquido attraverso un tubo ad asse orizzon-

tale "di sezione variabile; I'equazione di continuita diventa intanto

(38) dive = 0

.

e quindi il campo della velociti & solenoidale; poiché il tubod

anche_un__tuha_dL_ﬂnsso_(_in__quanto_la;uelocité,,, risulta_tangente

_al tubo stesso in ogni suo punto), se ne deduce che il flusso
di v attraverso qualunque sezione del condottoé costante. Con-
siderate due sezioni oy e o, (Fig. 19), ¢ ®, = &;; per picco-

o, : %
Fig 19

le sezioni si pud supporre v perpendwolare alle sezioni stesse
per cui si ha. '

G V), = 020

e quindi P'intensitd di 7 ¢ inversamente proporzionale alla sezio-
ne stessa; in una strozzatura o, si ha allora maggiore velocita
ed, essendo praticamente costante Penergia pbtenziale, si ha an-
che minore pressione, quindi nella strozzatura il liquido aumen-
ta di velocitd e diminuisce la pressione.

Se poi alla (37) . affianchiamo la .(38) si ricava che il po-
~ tenziale della- velocitidsoddisfa all’equazione

divgrad.y = 0 ciog Ap =0

e quindi risulta armonico.
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- 6) Vortici.

Cominciamo col ricavare un significato fisico del vettore rot v';
riferendoci al pi generale stato cinetico di un corpo rigido ricor-
diamo che il campo di velocitd da esso individuato é espresso da

o T =
v (P) = vo+ X x (P-0)

‘ s ' - P S
dove O é un punto del corpo, v, & la sua velocitd, w & il vet-
tore velocita angolare. Per semp]ificare i calcoli assumiamo come
asse z I'asse per O parallelo ad'®. E’ allora

i

S=r¥k OxP-0)= 0 0 r = - itrxj
x y z

8i ha inoltre, ricordando che @ non dipende da P,

o7
‘ ] ] 3
rot [& x (P—0)] = Y ""5";— F =2rk= 2@
—ry rx 0

essendo rot vp = 0, si ha che 2
oty =2,
ossia il rotazionale della velocitd dei punti di un corpo rigido ¢ il

doppio della sua velocitd angolare.
In un generico moto fluido consideriamo ora il vettore

-> -
r = rotv

| (che rappresenta il doppic della velocitd angolare di ogni elemen-

to fluido); ad ogni punto P associamo il corrispondente vettore
71 “otteniamo cosi un campo vettoriale solenoidale in quanto &

divi” = div rot 7 = 0.
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Un tubo di flusso del vettore 7 si dice fubo vorticoso. Es-

" so, come tutti i campi solenoidali, o si estende all’infinito, o ter-
mina sul contorno, o si chiude su sé stesso.

E’ molto importante il caso di un tubo vorticoso all’esterno
del quale il moto sia irrotazionale: detto tubo rappresenta un
vortice, quale corrisponde all’osservazione di movimenti fluidi.

T Teircolazione Tdel vettore velocita lungo una linea del tu-
bo che lo avvolge una volta sola eguaglia, per il teorema di Sto-
kes, il flusso di 7 attraverso il tubo vorticoso ed & quindi indi-
pendente dalla linea scelta: si tratta di una grandezza caratteristi-
ca del tubo considerato e si chiama intensita 9 del vortice.

Nel caso particolare in cui si_considera untubo vorticoso in-
~ finitamehte sottile, si ha un filetto vorticoso, che & caratterizza-
to geometricamente da una linea vy detta linea vorticosa, cioé da
una linea di flusso del vettore 7. Se do rappresenta la - sezione
del filetto in un punto generico P della linea, sezione fatta con
un piano passante per P e normale a v, risulta

d9=r do

e la quantitd d 7 non varia al variare del punto P su 1.

7y Vortici nei fluidi perfetti soggetti a forze conservative.

Consideriamo ora fluidi perfetti (ossia non viscosi)sopgetti a
forze di massa conservative. Introducendo 'entalpia 4?2, I'equazio-

ne del moto (10) si scrive
-

- d
(39) - —5—- = grad (U—2).

Consideriamo una linea chiusa v sempre formata dalle stes-
se particelle fluide (e quindi eventualmenie deformabile) e chia-
miamo € la circuitazione della velocitd lungo di essa; sara(V

(1) L'accelerazione dei punti di ¥ & quella lagrangiana; si deriva inoltre anche it dP
in quanto la curva & variabile.

={

-
¢ 4 <dP = v L wp+d 7 a7
dr de- . ‘
¥ ¥ v .

Iir base alla (39) si ha

dac v? v>

— . — Py . ¢ T — Pt e Y =

% fgrad(U P) dP+ﬁd > ﬁd(U P+-3 ) ,
it

essendo nullo lintegrale di un differenziale esatto lungo una cur-

va chiusa. Se ne deduce

C = cost,

questa relazione esprime il teorema di Thomson: in un fluido per-
fetto soggetto a forze di massa conservative é costante la circui-
tazione della velocitd lungo una curva chiusa formata sempre dal-
le stesse particelle. "

Dal teorema di Thomson si pud dedurre il teorema di La-
grange: in un fluido perfetto in moto regolare sotto l'azione di
forze di massa conservative non si possono creare vortici: infatti
se in un dato istante in ogni punto di una regione & aciclica del
fluido & rot ? = 0, consideriamo una generica linea chiusa+y tut-
ta contenuta in Z ; nelP'istante considerato si ha per il teorema

di Stokes
C={ 7'dP=/rot?-r?d020
¥ o

* (dove ¢ & una generica superficie che ha come orlo ¥ ed & tut-

ta contenuta in %#). In base al teorema di. Thomson sard C = 0

“in -ogni altro istante lungo la linea formata dalle particelle che
' costituivano v all’istante iniziale; poiché ciG si verifica per ogni
linea chiusa di %, deve risultare nullo il flusso di rot ¥attraver-
s0 una qualunque superficie ¢ di # e quindi deve essere ovun-

que roto = 0. Percid se in un determinato istante & rotz =0
in una regione aciclica ¢, sard sempre rotz =0 in 4.

In particolare se il moto del fluido parte dalla quiete, non
si possono formare vortici sotto I'azione di forze di massa con-
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“servative in quelle parti di fluido in cui il moto & regolare. I vorti-
—¢i~si-formano; -per- esempio; per-scontro -fra due correnti fluide.
Dimostriamo ora un primo teorema di Helmholtz sui vortici:

i tubl vorticosi e quindi i vortici sono sempre formati dalle stes-

se particelle. Si consideri infatti in un dato istante un tubo vor-

ticoso ¢ si consideri sulla sua parete un’area generica o anche in-

mtesxma -€-'si- mdlchn -con-—y- la linea-chiusa. che la delimita; la
01rcu1ta21one C della velocita 7 lungo v ¢ nulla perche, essendo
rot 7 tangente a o, ¢ nullo ii flusso di rot 7 attraverso o. Ma,
per il teorema di Thomson, se C & nulla in un dato istante, lo
& sempre, cioé le particelle che costituiscono vy sono sempre tali

—__che_lungo_la_linea_chinsa_4—_da_esse_determinata ¢ sempre C =0,
-quindi-attraverso -1a-superficie- infinitesima o, limitata da 4, rot v
ha flusso sempre nullo cioé & tangente a ¢ e percid tutta la o
e di conseguenza le particelle di v appartengono sempre ad un
tubo vorticoso. Quindi un tubo vorticoso, e percid ancheun vor-
tice, & sempre costituito dalle stesse particelle.

“Un secondo teorema di Helmholtz afferma che in un fluido
perfetto in moto regolare sotto l'azione di forze conservative i
vortici hanno sempre la stessa intensitd: infatti Pintensitda di un
vortice & misurata, in un dato istante, dalla circuitazione C del
vettore velocitd lungo una curva chiusa tracciata sulla superficie
che limita il vortice in modo da avvolgerlo una sola volta. Le
particelle che formano tale linea, per il brimo teorema di Helm-
holtz, resteranno sempre sulla parete che limifa il vortice e la
circuitazione C di 7 lungo detta linea (che si manterra chiusa e
avvolgéré il vortice una sola volta) resterd costante in base al teo-
rema di Thomson; il valore dellintensitd € del vortice  rimarra

quindi costante.

Ne segue che i vortici in un fluido perfetto soggetto a for-
ze di massa conservative non si possono distruggere nella regione
in cui il moto & regolare.

§ 8. CENNI DI MAGNETOFLUIDODINAMICA E ONDE DI
ALFVEN

Diamo ora un cenno su un recentissimo capitolo della Fi-
sica Matematica che si & sviluppato quasi esclusivamente negli
ultimi anni a seguito delle sue numetrose e importanti apphca-

zioni a fenomeni cosmici (macchle solari, campi magnetici nel

cosmo) e a problemi tecnici (viaggi spaziali, controllo dell’ener-
gia termonucleare, produzione di energia elettrica dall’energia ter-
mica senza passare attraverso I'emergia meccanica, ecc.). Questo
nuovo capitolo ha preso il nome di magnetofluidodinamica in
quanto studia particolari fenomeni che sorgono quando un flui-
do elettricamente conduttore & in moto in presenza di un cam-
po magnetico. |

Per poter ottenere le equazioni che descrivono tali fenome-
ni dovremo quindi associare le equazioni dell'elettromagnetismo
a quelle della dinamica dei fluidi introducendo in esse i termini
di mutua azione; ci limiteremo ai fluidi incompressibili e non vi-
scost. . ,

Le equazioni di Maxwell rimangono inalterate in quanto, co-
m’é noto dalla teoria della relativit3, valgono anche per i mezzi in
moto:

aE
(1) rotH—u-l—eTt
' - BH
1 ==y e
(1) rot.E Rk

¢ stato ammesso implicitamente che siano valide le equazioni ma-
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..o i ¢ T . . R
teriali B=up H,D=¢ E, cid che anche in un mezzo in moto ¢

senz’altro accettabile, se la velocita del mezzo & molto piccola
nei confronti delia velocitd della luce.

Una notevole modifica va introdotta invece nell’espressione
dei vettore densitd d1 corrente % in quanto si pud dimostrare che
al campo elettrico E va aggiunto un campo indotto dal moto

delle-particelle_del 'mezzo'”’che con velocita v tagliano le hnee cl:}
induzione magnetica B =u H questo campg indotto vale,uv x H
(e, ovviamente, & nullo se & 7 parallelo a B, cioé se il moto av-
viene lungo le linee di induzione).

A tutta la corrente elettrica di conduzione 'y(E + p.v X H)

va inolire agpiunta Ty corrente elettrica—di convezione, determii-
““nata dalla densita di carica spaziale p, che viene trasportata con
velocita 7 dal moto del fluido. Concludiamo che la semplice equa-
zione materialé u”=72€‘> dei mezzi in' quiete va sostituita con la
equazione pill complessa

: - -
(2) 7 =vyE+uwxH+p,v
Continuano a valere le equazioni
- -
3 div D =p,, divH= 0.

Nel'equazione della dinamica dei fluidi occorre aggiungere
alle forze abituali quelle di natura eiettromagnetlca e prec:samente
1D la cosidetta forza deflettente di _Iiorentz M ux H esercitata
nela umta di volume dall'induzione B = p H sulla corrente  di
densuta i che taglia le linee di induzione (se # fosse parailela a
B tale forza si annullerebbe);

2) la forza P, E esercitata dal campo elettrico E sulla carica

p, esistente nell'unitd di volume. L’equazione del moto ¢& quindi
—

) - 5 -
~— =—gradptpFtuuxH+p, E,

(4) Ly

-.-)
dove p & la densitd del mezzo (supposta costante) ed F ¢€ la for-
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za di massa di natura non elettromagnetica: la supporremo con-
servativa in modo che sia

(5) ;7') =~ grad U.

Rimane poi inalterata 'equazione di continuitd che per i
fluidi incompressibili &

(6) divy = 0.

Si tratta, come si vede, di un sistema di equazioni che pre-
senta difficoltd formidabili, dovute anche al fatto che i termini
di azione mutua fra campo elettromagnetico e moto risultano
tutti non lineari,

Ci limiteremo a ricavare una soluzione sotto le seguenti Lli-
mitazioni:

1) la conducibilitd ¥ del mezzo sia tanto grande da poter es-

sere considerata infinita; in tale caso dalla (2), divisa per %
al Hm si ricava:

y=>o0

- 1
E+p5>xl_;= ’Y—(a'?--peé?)-~-> 0,

-
per cui Pincognita £ pud essere espressa cosi

7 E=-uixH,
fa (13) diventa allora
aH
(8 o = rot (?x 1?);

si pud dimostrare inoltre che per ¥ molto grande si ha:
. oD |
a}la corrente di spostamento T?)T- ¢ trascurabile nei confron-

ti della corrente # per cui dalla (1,) si ricava

(9) . @ =rotH;

b)la densitd spaziale di carica p, & sempre nulla se lo & al-
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. 1’1stante t=0; basta infatti denvare la (3, )rlspetto al tempo

icavand ap"—-—a-—d D=di aB'~0- ‘
ricavanao at 3! lV iv ‘ Bt ~ se¢ ne rl"

cava che p, non dlpende dal tempo e quindi mantiene
sempre il suo valore iniziale che & nullo,
2) il ﬂuido sia soggetto a un campo magnetico uniforme Ho,

) 1 fenomeno sia unidimensionale, ‘ossia le grandezze del fe-

nomeno. dipendano solo dal tempo e da unasola coordinata
cartesiana per esempio la z.
L’equazione del moto, per la (5} e la (9) diventa allora

‘ -

qav 1] iy
10 — d——U+-—-- tHxH
0 g T (SR

dt

: 1! problema & quindi ricondotto alle equazioni (6), (8), (10) ol-

tre alla ‘condizionie iniziale (3;). Si tratta quindi complessivamen-
te d1 sette equazlom in sette incognite (le componenti cartesiane
di 2° e H ¢ la pressione p): le equazioni sono alle derwate par-
ziali del 1° ordine non lineari.

v,
: _ 0z
pud dipendere solo dal tempo e rappresenta percid un moto ri-
gido traslatoric di tutto 11 fluido parallelamente all'asse z.  Per
semphmta, dato che stiamo cercando una soluzione part:colare
possiamo porre: ‘

any . g =0

Si ha allora:

" La (6) nel éas_(_) ﬁnidjmens_ionale da = 0 e quindi v,

& _ e , o0 . &
U2 ar T e Tz T et

Per un generico vettore W sa ha poi (: , ] , 4 sono i verso-

ri di una terna cartesiana)
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- N 5 | i k . _ aﬁl> .
(13) rot W.= . — ' ’ = — (T 0 = Py .
, i 0 0 I 22 (kx W) kx_ 2

W, W, W,

segue in pa_rticolare che il rot di un qualunque vettore ha com-
ponente nulla tungo I'asse z. Allora dalla. proiezione di (8) sul-

aH, ' OH, '
Yo 0, mentre dalla (3;) si h;i 3 =0, per

cui H, & costante ed uguale quindi alla componente H,, del cam-
po magnetico primario H,.

PPasse z si ha

E’ inoltre
(14) t("i?-—'a Rx @I =—— (7 -0, B %
rot(v xH)= [kx(va)]-—?(sz =, )=HOZ¥

. oo 3H\ - oH H
“(15) rot HxH= (?x —-)xH=(?c+-I—f> _-_.(BH ﬁ)?:
0z 0z o9z
| oH 1 o2
e ——— e rre—— .—> =
- Ho. dz 2 9z k
oH H?
T o T e

- - >
Ponendo H = Hy + h e tenendo conto di (14), (12) e (15)
le (8) ¢ (10) diventano

- -
oh av
16 —_—= —_—
( ). o H,, %
C r p H? on
17 —_— - . (---—-- - —_.........) L .......E.....
( )‘ ot grad P U-l—p 5 )+ p Hy, vl

[ . . [ \ +
Pultima equazione si puo¢ scindere nella sua componente parallela

piano xy ¢ nella sua componente parallela all’asse z

S ol |
_ 7. 1 , ‘
(18) _at -—'"—p -Hoz _z , grad (_.p + - - U)—— 0.




104

Derivando la (16) r1spetto al tempo e la (18, ) rispetto a z

_si ottiene

T a 3z?

- 2n 3?7
an | 2

2 o 2
a

se invece si derivasse la (16) rispetto a z e la (18) rispetto - al

—tempo- 31 troverebbe che. a_r_x_)che,,,v ,,,,, soddisfa alla (19) e quindi il
campo magnetlco indotto & e la velocita o {entrambi normali al-
la direzione di propagazione), che soddisfano alla equazione (19)
delle corde vibranti, si propagano per onde piane trasversali nel-
la direzione dell’asse’z con velocita:

Si vede _imme(_iiatamente che non c’é propa_%azione in dire-
zione normale ed Hy e che la componente di H, normale alla
direzione di propagazione non ha effetto. Con calcoli analoghi a

quelli usati nel caso delle onde elettromagnetiche si ricava che la

soluzione generale del sistema costituito dalle equazioni (16) e
(18) & espressa dalle componenti cartesiane

he=fz=V,1)+g@+V, 1)

0=~ / f(z—Vt)+Fg(z+Vf), (G =x7)

dove le f e/ le g rappresentano funzioni arbitrarie da determinar-
si in base alle condizioni iniziali e ad eventuali condizioni al con-
torno se ci si limita alle onde progresswe, v & antlparallela ad
h mentre nelle onde regressive 7 ¢ proprio parallela ad h

Queste onde sono dette magnetoidrodinamiche o di ALFVEN.

Da (18,) si ricava che il trinomio

ﬁ-l-% H:=pU

rimane costante in tutta la regione occupata dal fluido, potendo
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solo variare ggi tempo, e ci da per esempio la pressione p nonappe-
na sia noto H e per un determinato valore zo di z la pressione  in
funzione del tempo: si ha infatti

pa = = = H G, 0+ p UR) +p(o, )+ 5= HE (20, £)=p Ulzo).

>
Il campo elettrico £ si ricava mediante la (7): & quindi pos-
sibile risolvere completamente il problema.




' §9. TEORIA DI DIFFUSIONE DEL CALORE.

1) Legge di Fourier.

A fondamento di tutta la teoria riguardante la diffusione del ca-
lore introduciamo la legge di Fourier relativa alla diffusione del calo-

re attraverso una parete piana indefinita le cui facce siano mantenu-

te a temperature diverse e costanti Ty e T, (con Ty, > T,) (Fig. 20).

Detta legge afferma che c’¢ passaggio di calore dalla faccia
pit calda alla pih fredda e che la quantiti di calore q che pas-
sa attraverso lunitd di superficie nc_)ll‘um‘td di tempo, detta den-

 sita di corrente termica, é direttamente proporzionale alla differen-

za di temperatura fra le due facce ¢ inversamente proporzionale
alle loro distanza s ossia:

-
o

-T §
n  g=k——* :

Fig, 20

dove k, coefficiente di conducibilitd termica interna, dipénde dal
materiale che compone la parete. '

Per esténdere tale risultato al caso di un solido qualunque, con-
sideriamo in un dato istante, nel dominio occupato dal corpo, la

famiglia di superfici isoterme

T{(x,y,2) = cost.

e ne consideriamo due infinitamente vicine, corrispondenti ai valori
T e T+ AT (Fig. 21); allo strato solido compreso fra di esse appli-
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Fig. 21

chiamo la legge di Fourier: pill precisamente consideriamo un ele-
mernito do della superficie T = cost. e su di esso prendiamo il versore
‘normale § orientato nel verso delle T crescenti. La quantitd di calore
dg che nell’'unitd di tempo attraversa lo strato passando per dg &
—-——ugitale—al—prodotto-di—de—perla—densita di corrente termica e
~quest ultimasi calcola-in-base-alla (1) in cui a s si  sostituisca
la distanza As fra le due superfici considerate e ad T\~ T, la
differenza T—(T+AT)=— AT; si avra allora: ‘

AT
As

dg =—k do

e al limite per As—> 0 si ha la formula ( 3 ¢ la derivatadi T
nella direzione di §7)

oT .
2) dg=—- & F do;

il segno meno indica che la corrente termica va nel verso delle
temperature decrescenti. _

Per giungere al caso pill generale consideriamo nel dominio
occupato dal corpo un elemento superficiale do comunque orien-
tato e sia 7 il versorc normale a do (orientato come st dira in
seguito).

Per calcolare la quantitd di calore dg che nell’'unitd di tem-
po attraversa do, consideriamo la superficie isoterma passante per
il centro di do e sia 5 il versore normale ad essa orientato co-
me le T crescenti; sia dg’ la proiezione normale di do su tale su-
perficie (Fig. 22). Si ha ‘
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“d

do

d = : - 3
¢ L do'=do §H

Fig. 22
7 & preso in modo che formi con 3~ un angolo < /2, essendo
§7+# il coseno delfangolo fra i due elementi di superficie); dg &
quella stessa che nell’'unitd di tempo attraversa do’ ed ¢ quindi

per la (2) '
= aT P = _aI_ Pegiird
dg =— k 5 do'=—-Fk 5 ST do.
aT - . . . + L
Ora 5 ¢ il gradiente di 7 (normale all’isoterma nel ver-

so delle T' crescenti) e quindi si conclude con la formula {valida
per qualunque orientamento di #)

: oT
(3) dg ==—kgrad T'# do = — k =, do;

~ k grad T si chiama vettore densitd di corrente termica.

2) Equazione detla diffusione del calore.

Tale equazione si basa sul principio della conservazione dclla
quantitd di calore. Si devono escludere trasformazioni di calore

~ in altra forma di energia.

Consideriamo una porzione v arbitraria del mezzo e siao la
superficie che la limita di cui # sia il versore della normale ester-
na; scriviamo che la quantita di calore che entra in v attraverso
la 0 nel tempo d¢ (proporzionale a df) & uguale . alf’incremento
nel tempo df della quantitd di calore @ contenuta inv. Detto ¢




110

11 calore specifico (per umta di massa) e p la dens:td del mez-

e g = f c p Td'b‘ Ricordando la (3) si ha

fkgmdﬂ?ﬂodt=q?j.cpTMdL

Apﬁlicando,,,,al,,,p,ifimo,,membm,,,il,,,,teorema della divergenza | e

‘portando la derivata rispetto al tempo sotto il secondo integrale
(in cui p e ¢ sono da considerarsi indipendenti dal tempo) si ha

[ [div(k grad T)—cp —-—] de = 0
; ot :

e qumch per l’arbltrarleta dl v se ne deduce

. BT
(4 div (k grad Ty=cp TS

by

Se il mezzo ¢ omogeneo, k, ¢ e p si possonoconsiderare co-

stanti (anche se, in effetti possono avere delle variazioni per gran-

di variazioni della temperatura T) e quindi posto

ks 2 A= O
o =b 31 ha (5) b* AT a7

che si chiama eqzéazione della diffusione del calore ed & alle de-
rivate parziali del secondo ordine lineare,

' Se si considera un corpo limitato occorre introdurre anche
delle condizioni al contorno; se supponiamo che il corpo sia a
contatto con altri corpi a temperatura Ty (nota in ogni punto ed
‘evenfualmente funzione del tempo) si_pud, escluso uno scambio
"di calore per irraggiamento e supposta non grande la -differenza
‘ ,T4To, ammettere, in base all’esperienza, che la quantitd di . ca-
lore dg che nell'unitd di tempo esce attraverso un elemento do
~del contorno sia '

6)  dg =y (T-Ty) do,

dove T ¢ la temperatura del corpo in do e v & il coefficientedi

e i o o
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conducibilité superficiale e dipende dal corpo (e, eventualmente,

dalla velocita relativa del corpo rispetto al fluido in cui pud es-
sere. immerso); ora in base alla (3) & sulla ¢

dg __, (9T
do k(an)a

per cui si ha su o la condizicne
oT

(D = =-X (- To)

on
che lega la derivata normale di T ai valori della Te della T,.
Come casi particolari considereremo:

a) % molto_ grande in modo da poter esseré considerato infinito:

‘la (7) diventa allora
8 - T=T,

cio¢ la temperatura sulla superficie & sensibilmente uguale a quel-
la de] mezzo con cui & a contatto,

b) = 0 (corpo termicamente isolato) per cui la (7) diventa
arT
®) on =0

Il problema fondamentale della diffusione del calore consiste
nella soluzione dell’equazione (5) affiancata dalla condizione al
contorno (7) e assegnata la temperatura T all'istante iniziale in
ogni punto del corpo. Si pud dimostrare che, sotto certe ipote-
si di regolanta per i dati iniziali ¢ al contorno, la soluzwne esi-
ste ed & unica.

Nel caso stazionario la (5) diventa

(10) | AT = 0,

"

ossia la temperatura € una funzione armonica; se la (10) & af-

.fiancata dalla (8) il problema é di Dirichlet, mentre con la (9)
~ diventa un problema di Neumann ed ha come immediata soluzio-
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zione T = cost, '

3) Caso unidimensionale. .

_ . Ci occuperemo per ora del caso unidimensionale, in cui ciog
“la“temperatura-¢ funzione di una sola coordinata spaziale per esem-

pio la x; le superfici isoterme sono’ percid piani perpendicolari al-
I'asse x.

~ La (5) diventa
?T 9T

(I b
A bt

ax? f ot

_ Tale equazione riguarda la diffusione del calore attraverso una
parete omogenea illimitata a facce parallele che sono superfici iso-
terme oppure attraverso un filo rettilineo, omogeneo, a sezione co-
stante, termicamente isolato sulla superficie laterale. Le condizioni
iniziali consisteranno nell’assegnare la temperatura per #=0in ogni
. puntc ossia

(12) T(x, 0) = f(0),

mentre le condizioni al contorno consisteranno nell’assegnare per
t>0 la temperatura agli estremi x =0 e x =/ del corpo.
Supponiamo che sia

(13) TO, =T =0,

Si tratta di risolvere il problema costituito dalla (11) conle
condizioni (12) ¢ (13).
Possiamo cercare delle soluzioni a variabili separate del tipo
Ti(x, y=X{x)0O().

Sostituendo nella _(]'I) ¢ separando le variabili abbiamo
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da cui con le solite considerazioni si ottiene

(14) X"+ w?X=0, 6 =-w2p20,

dove w €& una costante (reale o complessa). Si ricava
X=Acoswx+Bsenwx @=Ce "Wt

Imponendo le (13) si ha

A=0 senwli=0
T
da cui w! = nw, ossia w, =n Ve n=123.)
e quindi w deve essere reale e assumere uno degli infiniti auto-
valori suddetti. Una soluzione semplice del problema (11) e (13)
¢ quindi '

n -
(15) T, (x,8) =B, sen T oxe it 17300 (B, = BC).

Essendo la (11) lineare e le (13) lineari omogenee, la serie
delle soluzioni semplici {15)

nw ST IR
; xe (n*n*f1?) b

¢ ancora soluzione del problema se & convergente. Imponendo la
condizione iniziale (12) si ha

T(x,t) = ?n B, sen

w nw
‘12an sen ——— x = f(x),
ossia le infinite costanti arbitrarie B, vengono determinate dal fat-
to che sono i coefficienti dello sviluppo delia funzione f(x) as-
segnata per 0 <x <! in serie di soli seni.




