CALCOLO DELLE PROBABILITA — PARTE SECONDA

5. SPAZI DI PROBABILITA’ e VARIABILI ALEATORIE 1II.

Con gli strumenti introdotti nella prima parte siamo in grado di costruire modelli
matematici di esperimenti con un numero finito (o, in certi casi, numerabile)
di risultati possibili. Uno dei modelli che abbiamo considerato & quello di un
esperimento consistente in un numero n di lanci di un dado o di una moneta. In
quest’ultimo caso, il numero di possibili risultati e N®, se & & il numero di facce
del dado o della moneta. Consideriamo ora il problema di costruire un modello
probabilistico per un esperimento (ideale) in cul vi sia un numero infinito di

lanci, ossia consideriamo lo spazio delle sequenze semi-infinite
(5.1) Q=Q.={v:iw=wws..., w; €{0,1,...,N -1} }

Quanti sono in questo caso 1 possibili risultati? In altre parole qual’e la car-
dinalita di Q? Osserviamo a questo proposito che al punto (2.11) per mezzo
dello sviluppo N-adico abbiamo stabilito una corrispondenza biunivoca tra i
punti di € e i numeri dell’intervallo (0,1]. Dunque € ha la cardinalita del
continuo. In particolare {2 non & numerabile e dunque la probabilita p(w) di
ciascun suo elemento deve essere uguale a zero. In particolare, perde di senso la
possibilita di determinare la probabilita di un evento A per mezzo della formula
P(4)= EweAp(w). Vediamo cosi come in questo caso dobbiamo, fin dall’inizio,
assegnare la probabilita non piu ad eventi elementari ma a sottomnsiemi di €2, cioe
ad eventi nel senso piu generale di elementi di una o-algebra F. La definizione
di spazio di probabilita (2, F, P ) che abbiamo data in (1.5) acquisisce ora tutto
il suo significato. La misura di probabilita P dovra soddisfare le proprieta di
positivita, normalizzazione e g-additivita. E le condizioni perche cio avvenga

gono state stabilite nel Teorema (1.4).



(5.2) Esempio. Lo spazio di probabilita ([0,1],8,1}).

Dati —oo € @ < b < 00 poniamo
(@b ={z € R :a<z<b}

L’intervallo (a, o] sara identificato con (&, 00), il complementare di (—o0, a]. Sia
A P'insieme dei sottoinsiemi di IR formati da somme finite di intervalli disgiunti

della forma (a, b|:
AcA se A=UL,(ab], m<oo.

Se includiamo in A anche I'insieme vuoto ), allora & facile verificare che A
forma un’algebra. Tuttavia non & una o-algebra. Infatti se A, = (0,1 — 1/n]
allora A, € A ma U4, = (0,1) ¢ A. Possiamo tuttavia costruire una o-
algebra per mezzo di un processo di limite monotono. Diremo innanzitutto che
una collezione M di sottomsiemi di J forma una classe monotona se per ogni
sequenza monotona A, di sottoinsiemi di M che converge ad A, cioe tale che
An T A oppure A, | A (nel primo caso 41 € 43 € --- e A = UgpA,, nel secondo
A1 DAy D ---e A=0NpA,) siha A € M. La o-algebra B(IR) = o(A) generata
da A, detta o-algebra di Borel, € la pit piccola classe monotona che contiene A.
Qsserviamo che i
(a,b) = UsZ, (a,b— % , a<b,

E
la,b] = Moy (a_;:b , a<hb,

1
{a} =2, ( L.

Pertanto B(IR) contiene non solo intervalli (a,b] ma anche punti isolati {a} e
tutti gli insiemi della forma (a,b), [a, b], (—oo,b), (oo, b], (2,00). Gli elementi
di B(IR) si dicono boreliani. Sia inoltre A la misura di Lebesgue, ciot la misura
su R che ad un intervallo I C R della forma I = (a,b], I = (a,b), I = [a,}] o
I = [a,b) assegna la misura A(J) = |I| = b — a. E facile verificare che ) soddisfa

le condizioni richieste nel Teorema (1.4) sugli elementi di A, cioé che & s-additiva
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su (IR, A). Per un teorema generale di teoria della misura! A si estende in modo

unico a (R, B(R)), che diviene in tal modo uno spazio di misura. Poniamo ora

B([0,1) = {AN[0,1] : AcB(R)}.

Essendo A([0,1]) = 1, la restizione di A a B([0,1]) (che denoteremo ancora con
A) & una misura di probabilith. D’altra parte, oltre agli elementi di B([0,1])
& talvolta necessario considerare i cosiddetti sottoinsiemi misurabili (secondo
Lebesgue) di [0, 1]. Questi sono definiti come segue: diremo che C' € B 2 B([0,1])
se esistono due insiemi boreliani A e B tali che A CC C B e A(B\ 4) = 0.
La misura A pud essere estesa a B in modo naturale: dati A, B,C' come sopra
poniamo A(C') = A(A) (dove abbiamo usato lo stesso simbolo A per indicare la
misura di Lebesgue su B([0,1]) e la sua estensione a B). Per quanto visto, la

tripletta ([0,1], B, A) forma uno spazio di probabilita nel senso di Kolmogorov.

(5.3) Esempio. Continuazione di (2.11). Riprendiamo I’Esempio (2.11).
Abbiamo visto che applicazione (2.12) stabilisce una corrispondenza 7 : o0 —
[0, 1] (che puo facilmente essere resa biunivoca) tra lo spazio €24 delle sequenze
infinite w = wiwz ... ,w; € X = {0,1,... N —1} e i punti di [0, 1]. D’altra parte
la misura P, data in (2.16) & definita sulla o-algebra F,, generata dagli insiemi
cilindrici di dimensione < n. Consideriamo ora lo spazio di probabilita (2, F,P)
dove Q = {2, mentre F e P soddisfano i seguenti requisiti:

i) F contiene tutti gli insiemi cilindrici di dimensione finita, esiha P (C') =P ,(C)
se C' C £, per qualche n;

ii) se Cp & una sequenza monotona di insiemi in F alloralim, Cr € F e P (lim, Cr) =

lim, P (C,).

1 8i tratta del teorema di Carathéodory: Sia Q uno spazio, A un’algebra di suoi
sottoinsiemi e o(.A) la pit piccola o-algebra che contiene A. Sia po una misura
o-additiva su (£2,.A). Allora esiste un’unica misura g su (,0(A)) che estende

po, cioe tale che p(A) = po(A) per ogni A € A.
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Dal teorema. (1.4) segue allora che P & o-additivasu F e da quanto visto si deduce
facilmente che (2, F,P) & isomorfo, via la mappa =, allo spazio di probabilita
([0,1],B,A) considerato in (5.2). Prendiamo per semplicita N = 2, anche se
I’argomento pud essere facilmente esteso ad ogni 2 < N < oo. La (2.12) diviene
allora uno sviluppo diadico o binario. Dato un numero 0 < p < 1, possiamo
chiederci quale sia la misura dell’insieme delle sequenze infinite w = wywsy ...,
w; € {0,1}, per le quali il limite di ff(tl) = yS;])/n esista e sia eguale a p. In modo
equivalente, quale sia la misura (di Lebesgue) dell’insieme dei numeri = € [0,1]
in cui le cifre 0, 1 hanno una frequenza relativa limite rispettivamente 1 — p ed p

nel loro sviluppo diadico. Introduciamo a questo proposito la variabile aleatoria

T

(54) sn(w) = Zn(w), riw)=2- 15])(@1) -1

=1

dove le 15]) sono definite in (2.4) (qui z = 1). Le funzioni r; assumono valori

in {—1,1} e si ha
(5.5) lim fr(;]) = f<—Im M =2p—1.
T T T

Usando la prima disuguaglianza di Chebyshev (vedi pit avanti, (5.44)-VI) con

¢ = s e o = n'e? otteniamo, con leggero abuso di notazione (vedi (1.53)-(1.54)),
1
(5.6) P (|s,| > ne) = P (s > n'e') < n4164 [; s3(z) dx

Osserviamo ora che I'integrando in (5.6) ha la forma
(5.7) si = E T TR T
L5k
dove gli indici ¢, j,k,[ variano in modo indipendentente tra 1 e n. I vari termini
sl possono classificare nelle cinque classi seguenti, all’interno di ciascuna delle

quali gli mdici sono ora da considerare distinti:

|
—

bl
=1,

TYTiThk =TTk,
3
i
TiTiTETI.

r
reo

e b

4
i
2
i
2
z

rITi =TTy,
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Non e troppo difficile rendersi conto che I'integrale delle ultime tre classi & uguale
a zero. Consideriamo ad esempio l'ultima e supponiamo che [ > z, 7, k. Allora
'integrale su [0,1] si pud decomporre in 2! integrali, ciascuno su di un in-
tervallo diadico (I — 1)-dimensionale del tipo Is,,...ai_,- Ma su ciascuno di tali
intervalli, il prodotto r; r; rz € costante, mentre la funzione r; assume valore —1
nella meta di sinistra, 41 nella meta di destra. Cio detto, vi sono n termini nella
prima classe e 3rn(n —1) termini nella seconda. Infatti, vi sono r possibili scelte
per z in (5.7), a cui corrispondono tre possibili identificazioni, con j, con k o con
[, e n — 1 possibilita per il valore comune dei due rimanenti indici. Integrando

la (5.7) termine a termine otteniamo quindi

(5.8) A s} (z)dz =n + 3n(n — 1) < 3n.

Mettendo insieme (5.6) e (5.8) otteniamo

Sn

(5.9) P( '>e)<_i e

n n-e

—2

Prendiamo ora una sequenza e, — 0 tale che 3. e€,%n"? < oo, ad esempio

1/8 & poniamo

En =T
(510) Cn = Ukzn {|Sk/k| > Ek}
allora si ha €', 2 Cr41 e inoltre

(5.11) C=lmCy = {w : lim|sg(w)/n| >0}

Usando la proprieta (ii) e la o-additivita della misura P, insieme alla (5.9),

troviamo

(5.12) P(C)="P(limCy) =limP (Cp) <Tim | 33" =0.

1
k2t
k>n L

Riassumendo, abbiamo trovato che, dati pe g = 1 — p e posto
(5.13) M(p,q) ={x € (0,1] : 2z = 7(w), ]iin f,(;])(w) = p}
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sl ha

(5‘14) A (‘M-( , )) =1, A (‘M-(P:qn =0, pqg# 1/2'

b |
b2 =

11
202

I numen z € M( ) sl dicono numeri normali nel senso di Borel. Dunque
la (5.14) afferma che ’insieme dei numeri normali ha complemento di misura
nulla. In modo pit1 pittoresco: se scegliamo ‘a caso’ un numero in [0, 1], cioé
se lo ‘estraiamo’ usando la distribuzione uniforme su [0, 1], allora questo sara
certamente un numero normale. Si tratta di un caso particolare della ‘legge forte
dei grandi numeri’, in opposizione alla ‘legge debole’ vista al punto (2.8). I due
tipi di leggi stabiliscono due tipi diversi di convergenza delle medie artimetiche in

gioco e dunque due tipi diversi di teorema ergodico. In virtt delle (2.17)-(2.18)

s1 ha
(5.15) limP, ({w 1 fDw) —1/2] < 5}) =1

che rappresenta la convergenza in probabilita delle medie aritmetiche S) al

valore 1/2. D’altra parte, dalle (5.13)-(5.14) si ha

(5.16) P ({w:lm fO(w)=1/2}) =1

che si legge: “Iinsieme delle sequenze infinite w € 2 per le quali il limite
limg, f,(;l)(w) esiste ed & uguale a 1/2, ha probabilita P uguale a uno”. Tale
convergenza si chiama convergenza P -quasi ovungue. La (5.16) pud essere gen-
eralizzata in piu modi. Innanzitutto si possono considerare, come gia visto,
sviluppi N-adici con N > 2. Inoltre, si possono considerare distribuzioni arbi-
trarie sull’alfabeto X. Se p = (po,...,pn—1) denota una tale distribuzione e
£1,£2,... indica la successione di variabili aleatorie definite da £;(w) = w;, allora

possiamo considerare la misura prodotto P su F definita da

(5.17) P({w:tiw)=hN=ps, h=0,....,N—1.

Allora, un’immediata estensione della (5.16) si ottiene come segue: poniamo
(5.18) M(po,...,pN-1) = {w : lim FB)=pu, h=0,...,N -1}
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allora si ha

(5.19) P (M(po,...,pn-1))= 1.

Usando un linguaggio improprio ma abbastanza evocativo, possiamo dire che le
‘leggi fortl’ riguardano misure in spazi di dimensione mfinita, mentre le ‘leggi
deboli’ vengono formulate in termini di spazi finito-dimensionali di dimensione
crescente. Si potrebbe a questo punto obiettare che, dal punto di vista delle
applicazioni, 'utilita di leggl sul comportamento di sequenza infinite & per lo
meno discutibile, mentre le ‘leggi deboli’ assumono evidentemente un interesse
primario. D’altra parte, la trattazione del caso idealizzato infinito presenta
alcuni vantaggi, tra cui quello di rendere pin agevole I'introduzione di nozioni
asintotiche quali: ergodicita, complessita, entropia etc. alla base della teoria
ergodica, cioe di quella disciplina che si colloca tra la teoria della probabilita, la
teoria dell’'informazione e la teoria dei sistemi dinamici, e che studia le proprieta
di trasformazioni che preservano la struttura di uno spazio di probabilita. Piu
precisamente, sullo spazio (£2,F,P) considerato piti sopra, con P definita in
(5.17), possiamo introdurre una trasformazione T : @ — Q detta traslazione,
definita da (Tw); = w;11. In modo equivalente, se {£;} ¢ la successione di
variabili aleatorie definita piti sopra allora si ha £(Tw) = {iy1{w) e dunque

£:(T*w) = £;42(w). Ora, se C' & un cilindro della forma C'éll:_'_'_;h‘;:*, allora
(520) T7C ={w:Twe C} = U MHw : wi, = A, Wiy, =@, j=1,...,n}

e dunque anche 7! & misurabile e si ha P (TC) = P(C). Queste proprieta
sono facilmente estendibili ad ogni elemento della o-algebra F. Si dice allora che
la trasformazione T definita su (2, F, P) preserva la misura. Risulta abbastanza
naturale chiedersi a cosa corrisponda 1’azione di T su [0,1], ossia che cosa sia

7(T(w)). La risposta giunge immediatamente dalla (2.12):

(5.21) m(T(w)) =wz2 - N 14wy - N24---=N -z (mod 1)
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In altre parole vale la corrispondenza

(5.22) mnoT=Fom, F(z)=N -z (mod1l).

Diremo a tal proposito che T : Q@ — Qe F : [0,1] — [0,1] sono coniugate.
La trasformazione F' preserva lo spazio di probabilita ((0,1],8,z) dove p & la
misura su B corrispondente, via la =z, alla misura P su F. In particolare se P
é la distribuzione uniforme allora gz = A. QOsserviamo inoltre che se indichiamo
ancora con M(po,...,pn-1) C [0,1] 'immagine dell’insieme (5.18) rispetto alla
mappa 7, € se p# (1/N,...,1/N), allora si ha

(5.23) p(Mpo,...,pn-1)) =1 ma A(M(po,...,pn-1))=0.

In altre parole le misure g, costituiscono, al variare delle vettore p, una famiglia
(non numerabile) di misure di probabilita invarianti per 'azione di F' e mutua-
mente singolari. L’iterazione di F' genera un sistema dinamico che ad z € [0, 1]
associa la sua orbita =z, F(x), F?(z),... dove F" = F o --- o F per n volte.
(Ci6 determina un meccanismo per generare sequenze simboliche: suddividiamo
Uintervallo (0, 1] nei sottointervalli I, = (A/N,(h +1)/N], h =0,...,N — 1,
e assoclamo all’orbita di =z # 0 la sequenza w = wyw;--- determinata da
tn = F*(z) € I,,, n > 0. E’ immediato verificare che la sequenza in tal
modo generata altro non & che w = = ~1(z). Vale osservare che proprio questo &
il metodo con cui si producono nei calcolatori successioni di ‘numeri casuali’: si
considera una trasformazione dell’intervallo unitario in sé, ad esempio la (5.22)
con N = 2, e ‘scelto a caso’ un numero zq € (0,1], il ‘seme’, si definisce I'n-esimo
simbolo della successione uguale a 0 se z, € (0,1/2], ugualea 1 se z, € (1/2,1].
In virta della legge forte dei grandi numeri (per la misura di Lebesgue) avremo

buone speranze di ottenere una sequenza a tutti gl effetti ‘indistinguibile’ dalla

sequenza di lanci di una moneta.



(5.24) Variabili aleatorie e funzioni di distribuzione.

Un’estensione diretta dell’Esempio discusso in (5.2) si ottiene prendendo come
spazio di probabilita la tripletta (£2,F, P ) dove € & uno spazio metrico completo
e separabile e F la o-algebra di Borel, ossia la pit piccola g-algebra che contiene
tutte le bocce aperte!, cioé i sottoinsiemi della forma B, (wp) = {w, d(w,wo) <
r}. Tale o-algebra sara denotata con B(2). Possiamo a questo punto dare un

significato piu preciso alla definizione di v.a. come funzione misurabile.

(5.25) Definizione. Sia (£2,F,P) uno spazio di probabilita. Un funzione
£ : Q — IR si dice variabile aleatoria se & misurabile rispetto a JF, cioe se per
ogni B € B(RR) siha { 1(B) ={w:£(w) € B} € F. Una funzione £ come sopra

a valori in IR = [—o0, 0] si dice variabile aleatoria estesa.

(5.26) Osservazione. La necessitd di considerare variabili aleatorie estese
emerge in particolare quando si voglia costruire nuove funzioni a partire da una
data collezione {£,} di variabili aleatorie, come ad esempio Y 0o |£,], Im &,

lim¢&,, etc.

(sserviamo ora che:
(527) £THR)=Q, ¢YR\B)=Q\¢(B), ¢YuB)=ut(B).

In altri termini, la classe dei sottoinsiemi di @ della forma ¢~1(B), con B ¢
B(R) forma una o-sottoalgebra di F. Generalizzando la (prima parte della)
definizione (3.18), diremo che tale o-sottoalgebra & la o-algebra generata da
¢, e la indicheremo con F;. Poniamo inoltre P¢(B) = P (¢71(B)) per ogni
B € B(R). T facile verificare che P ¢ & una misura di probabilita su B(R).

(5.28) Definizione. P, di dice distribuzione di probabilita della v.a. £. La
funzione F¢(t), ¢t € IR, definita da Fg(t) = P¢(B,) dove B, = (—o0,1], si dice

funzione distribuzione della v.a. £.

1 11 caso discusso al punto (5.3) si riduce a questo se su 2 mettiamo la metrica

d(w,w') = grin{i:wi#wi} con 0 < 6 < 1 opportuno.
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1)

2)

(5.29) Alcune proprietd della funzione distribuzione.
F¢(t) & monotona non-decrescente: Fg(t1) < Fe(t2) per t1 < t2. Ciod segue
immediatamente dal fatto che B;, C By, e dalla (1.3.i).
lim; oo Fe(t) = 1elim,,_ o Fg(t) = 0. Infatti, sia {#;} una sequenza monotona
con ¢; — oo quando ¢ — oo, cosicche {By, } forma una sequenza monotona di
eventi con U;B;, = IR. In particolare cid implica che {£71(B,,)} & anch’essa
monotdna e per (5.27) si ha U;£71(Bs,) = . Da (1.4) segue allora che

Lim Fe(t;) = hm P¢(Be) = ].llT.l P(S_](Bt;)) =P(Q)=1.

i—o0
In modo analogo, usando (1.4.3), si mostra ’altro limite.

F¢(t) & continua da destra. In effetti, sia ¢; | ¢*. Allora {B4} & una sequenza
decrescente con M; By, = B, Pertanto, da (1.4) si ha

lim Fe(t:) = lim P(¢77(By)) = P(NE (By)) = Fe(t*).

i—o0 i—¥o0
Per ogni t* la probabilita P (§ = ¢*) si puo calcolare come il limite P(§ = #*) =
Fe(1*) — lim; 00 Fg(t;) per ogni sequenza {#;} tale che #; 1 ¢*. Infatti si ha
U; By, = (—o0,1*) e quindi

lim F(t:) = P (§ <17),

i— 0o

¢(1") = Im Fe(t;) =P ({ <t") —P{{ <) =P (£ =17).

i—¥oo
Da questa proprieta segue che P (£ = #*) = ( se e solo se F¢(t) & continua nel
punto #*. Osserviamo inoltre che per ogni intervallo semi aperto (#1,%2] si ha

(5.30)
Pg tl,tg]) = {w|t1 <£ w) <t2})

=P ({wlé(w) <t2}) — P({w|é(w) <t1}) = Fe(t2) — Fe(t1).
Pertanto la. funzione distribuzione Fg(t) determina univocamente 1 valori di

P ¢ sugli intervalli semiaperti, e per il teorema di Carathéodory ci6 determina

univocamente la misura P¢ su B(R).
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(5.31) Tipi di funzioni di distribuzione. Ogni funzione di distribuzione si
puo rappresentare in modo unico come somma. di funzioni di distribuzione dei

tre tipl seguenti.

Tipo discreto. Supponiamo che £ assuma un insieme finito o al pit numerabile
di valori z1,%2... con probabilita p1,pe2,.... In particolare, i valori {z;} si
possono mettere in corrispondenza con gli elementi di una partizione {D;} di
in modo tale che £(w) = 3. #;1p,(w). Variabili aleatorie di questo tipo sono
state studiate nella Prima Parte e verrano qui chiamate semplici. In questo caso
Fe(t) = 37, 5«4 Pis ciod una funzione a gradini, dunque discontinua.

Tipo assolutamente continuo. Anche questo questo caso & gia stato discusso
nella Prima Parte (seppure in forma euristica), e si verifica ogni volta che esista
una funzione densita pg(t) > 0 tale che Fg(t) = fimpg(s)ds.

Tipo singolare continuo. In questo caso Fg(t) & continua ma non pud essere
rappresentata come un integrale di una funzione densita. Un esempio classico si
costruisce come segue: poniamo innanzitutto F(0) = 0 e F¢(1) = 1. Dividiamo
Uintervallo [0,1] in tre parti uguali e poniamo F¢(t) = (0 + 1)/2 = 1/2 su
[1/3,2/3], mentre a questo stadio resta ancora non definita sui due intervalli
aperti (0,1/3) e (2/3,1). A questo punto procediamo iterativamente: al passo
n-esimo avremo 2" intervallini aperti di lunghezza 37" su cui F¢(¢) non & ancora
definita, mentre € definita sui loro punti di frontiera. Dividiamo ciascuno di
questi intervallini in tre parti uguali e poniamo sull’intervallino centrale (chiuso)
F¢(t) = costante, uguale alla media artimetica dei due valori assunti sui suddetti
punti di frontiera. La funzione limite si chiama scala del diavolo.

Vedremo ora che una qualsiasi v.a. (la cuil funzione di distribuzione sara m
generale una sovrapposizione dei tre tipi sopra elencati) puo essere costruita
come limite di v.a. semplici (la cul funzione di distribuzione & per definizione

discreta).

(5.32) Teorema. Per ogni v.a. (incluse le v.a. estese) esiste una sequenza

si v.a. semplici £1,& ... tale che [£x| € €] e &nlw) — £(w), n — oo, per ogni
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w € €. Se moltre £(w) > 0 allora la sequenza £, pud essere scelta in modo che
En(w) T €(w), n = o0, per ogni w € €.

Dimostrazione. Mostriamo prima la seconda aflermazione. Poniamo a questo

8COpo
n-2"—1 &
@)= 3 or L2 g<rin}(@) + 21wz (©).
k=0

E immediato verificare che £n(w) T €(w) per ogni w € Q. La prima affermazione
segue ora dalla seconda e dal fatto che un’arbitraria £ puo essere rappresentata

nella forma { = £t — £~ con €T =¢ - Live(wy>oy €€ = — & ey <oy a-ed.

(5.33) Teorema. Sia ¢ : R — IR una funzione B(R)-misurabile' e { una v.a.
Allora la composizione 7 = ¢ ¢ £ & anch’essa una v.a. Inversamente, se n7 € una

v.a. Fe-misurabile allora esiste una funzione boreliana ¢ tale che = ¢ o £.

Dimostrazione. La prima parte segue subito osservando che per ogni B € B(/R)

{winw) € B} ={w:¢(w)) € B} ={w:{w) € ¢ (B)} € F

perch® per ipotesi ¢~ (B) € B(RR). Per la seconda parte, consideriamo A € F¢
e n{w) = 1a(w). Mostriamo che 7 & rappresentabile nella forma ¢ o £ per qualche
funzione boreliana é. In effetti, se A € F; allora possiamo trovare B € B(IR) tale
che 4 = {w : {(w) € B}. Pertanto n(w) = 14(w) = 1p(£{w)). La stessa cosa pud
evidentemente essere detta per ogni funzione semplice F¢-misurabile della forma
n(w) = S pila, (@), A € Fe. Sia ora n un’arbitraria funzione F-misurabile.
Per (5.32) esiste una sequenza {r,} di funzioni semplici F¢-misurabili tali che
Nn(w) = n(w) per ogni w € € e, per quanto visto, si pud trovare una sequenza
di funzioni boreliane {¢,} tale che 1, = ¢, 0 £ e dunque ¢.(¢(w)) — nlw).
Linsieme B = {z € R : lim, $.(z) esiste} & boreliano, e dunque la funzione
() = lim, én(2) se = € B, ¢(z) = 0 se = ¢ B, & boreliana. D’altra parte si ha
1) = limg 6 (€(w)) = $(€(w)) per ogni w € Q. qed

1 Una funzione B(R™)-misurabile per qualche n > 1 viene detta anche funzione

boreliana.

12



Una immediata estensione del teorema appena dimostrato e che data una collezione
di via. £1,...,&s e una funzione boreliana ¢, la funzione n = ¢(£1,...,¢x)
¢ una v.a. F¢ ¢ -misurabile. In particolare lo ¢ ogni combinazione lineare
n = 3,4, lo & il prodotto n = J].&;, e, date £,£, con £(w) # 0 per ogni
w € 2, 1o & anche 7 = £ /£2. In accordo con quanto stabilito per le v.a. semplici,

diamo ora la seguente definizione.

(5.34) Definizione. Le v.a. &,...,&, si dicono mutnamente indipendenti se

per ogni collezione C1,...,Cy di elementi di B(/R) si ha
P& €Cry--- e C) = [[ P& €C).
=1

Se moltre sono identicamente distribuite e g mdica la comune distribuzione di
probabilita su B(IR), allora l'espressione scritta sopra & uguale a []_ p(C5).

Sia inoltre

Feog,(t1,..0,1) =P(€1 <t1,...,6n < tp)

la funzione distribuzione congiunta di £1,...,&, (detta anche distribuzione r-
dimensionale del vettore aleatorio £ = (£1,...,£,)). Ragionando come al punto
(5.30) si mostra che condizione necessaria e sufficiente affinche &, ..., §, siano
mutuamente indipendenti & che per ogni (¢1,...,%,) € R™ si abbia

T

(5.35) F .4, (1, HFs‘
=1

(5.36) Esempio. Se £ e i sono v.a. con funzione distribuzione congiunta

Fen(z,y) € ¢ = ¢(w,y) € una funzione boreliana allora, posto { = ¢(£,7) =i ha

Fe(z) = / dFen(z, y).
{z:,y:q')(r,y)éz}

Ad esempio, se ¢(z,y) =z + y e £ ed  sono indipendenti (cosicche Fip(z,y) =
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[

F¢(x) - F,(y)), allora per il teorema di Fubini! si ha

Fe(z) = f dF¢(z) - dFy(y)
{z,y:5+y<=2}
- /Rz 1{I+y§z}($:y) dFﬁ(m) ) dF'?(y)

= f: (/m lizry<e}(@:9) an(y)) dF(z) = /m Fy(z — z) dF(z)

—oa — o0
e, simmetricamente,

Fio) = [ Rl ) dF, o).

— 30

Ora, se F' e (G sono funzioni distribuzione, la funzione

Hz) = /m F(z — ) dG(=)

— o0

si chiama convoluzione di F' e G e si indica con F * (. Abbiamo cosi mostrato
che la funzione distribuzione F¢ della somma di due v.a. indipendenti £ e & la
convoluzione delle rispettive funzioni distribuzione Fe e Fy: Fe = F¢ + F), dove
é chiaro che F¢ * F, = F, * F;. Supponiamo ora che le distribuzioni di £ e n

abbiano densita p¢ € p,. Allora, usando ancora il teorema di Fubini, 'espressione

(Teorema di Fubini) Sia (2,F,p) uno spazio di misura con € = €y x 23,
F=F®F; e p=p X ps il prodotto diretto di due misure g1 e ps (cioé tale
che p(A x B) = p1(A)p2(B), per ogni A € F1, B € F3). Sia £ = {(w1,w2) una
funzione misurabile rispetto a F; ® JF; e integrabile rispetto alla misura p, cioé

Jo [€ldp < oo. Allora gli integrali ffh £(wi,we2)pa(dwr) e f% £(w1,we)p2(dws)

sono definiti per ogni wy e wy e s1 ha

Lﬁ(wlawz)d#(wlawz) = [21 { Qzﬁ(wl,wz)m(dm)] p1(den)

=/Qz { m&(wl,wz)m(dwl)] p2(dewz).
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scritta sopra diviene

Fe(2) =/m Fy(z — o) dFs($)=/m (/z_rpn(u)du) pe(w)dz

— a0 — o0 —Oa

_ /: (/_;pﬂ(u —x)du) pela)dz
_ /_m (/_ipn(u —w)pg(a:)dw) du = /_;pq(u)du

L)

pe(z) = /_ pr(z — u)pe(u)du = / pe(z — v)pg(v)dv.

— 30

con

Vediamo come queste formule possono essere usate in casi concreti. Conside-
riamo mnanzitutto due v.a ¢ e n, indipendenti e identicamente distribuite con

distribuzione uniforme su [0, 1], cioe p¢(z) = py(x) = 1o q)(2). Allora si trova

1 €Ty 0 S T S 13
Petn(z) = / 1{z—15u5z}(u) du = {2 —z, 1<z<2,
0 0, x> 2.
Se invece =1 ha
1 1

e—(r—ﬂ%c)z/wég, e~ (zmma) 29,

pe(z) = Vanoe Palz) = Wor

allora un semplice calcolo da

1

Pein(z) = ———
A /0’? + cr??

In altre parole la somma di due v.a. gaussiane indipendenti & ancora una v.a.

o~ (z—me—m,)?/2(ci+el)

gaussiana con media g + m, e varianza O’? + cr%.

(5.37) Aspettazione e sue proprieth. Se { & un v.a. semplice possiamo

procedere come in (1.23) e definire la sua aspettazione come
(5.38) E&=> 5P (Ck)
k

dove C} = {w € Q : £{w) = =} deve ora essere pensato come un sottoinsieme

di uno spazio di probabilita arbitrario . Per mezzo della (5.38) e del teorema
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(5.32) definiremo ora l'aspettazione E¢ di un’arbitraria v.a. £. Nel linguaggio
dell’analisi E ¢ altro non & che integrale di Lebesgue della funzione F-misurabile
¢ = £(w) rispetto alla misura P. Oltre a E£ useremo talvolta la notazione
[ £(w)P (dw). Sia dunque £ > 0 una v.a. non negativa e £, > 0 una sequenza
di v.a. semplici tali che &,(w) 1 £(w), 7 — oo, per ogni w € . Osserviamo che
essendo E dato dalla (5.38) un funzionale lineare e positivo sullo spazio delle
v.a. semplici, da £n41 > £ segue Eé,q1 > E&,. Pertanto il limite lim, E,

esiste (possibilmente infinito).

(5.39) Definizione. L’integrale di Lebesgue della v.a. £ > 0, o anche la sua

aspettazione, € il limite

E¢ =lmE¢,.

Non e difficile rendersi conto che la definizione é consistente, nel senso che il limite
non dipende dalla scelta della sequenza {£,} che approssima {!. Supponiamo
infatti che £, 1 £ e n, T £. Mostreremo che per ogni &, st ha En < lim, E¢,.
Per simmetria si allora anche E £ < lim, En,, da cui passando al limite & — oo
segue limy E £, = limy Eng. Ora, fissato k, & evidente che i, < £. Allora, se per
€ > 0 poniamo A, ={w: €, >m —€},siha A, 1 Qe =614, +€n1ac >
€nla, > (mx —€)la, . Per cui, dalle proprieta di monotonicita dell’aspettazione
per v.a. semplici si ha che E€, > E(nx —€)14, =Emls, —eP(AL)=En —
Emla: —eP (Ar) > Emx — max, na(w)P (AS) — ¢, ovvero lim, E, > Em — ¢

e la disuguaglianza cercata segue dall’arbitrarieta di e. q.e.d.

(5.40) Definizione. Diremo che 'aspettazione E £ di una v.a. £ esiste, o che &
definita, se almeno uno tra E£T e E£™ & finito, ovvero se min(E£T,E£7) < oo.

In tal caso definiremo

E¢=E¢t —E¢ .

Diremo infine che ’aspettazione di £ & finitase E£T < oo e E£™ < oo.

1 Si tratta in essenza del teorema della convergenza monotona.
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Essendo poi [£| = £T + £, 1a finitezza di E£, cicé |E£| < oo, equivale a E |£] =
EéT+E£™ < oo (e diremo in tal caso che I'integrale di Lebesgue & assolutamente
covergente). Lo spazio delle v.a. £ : Q@ — IR che verificano E |§| < oo viene
talvolta denotato con L'(2, F,P). Oltre all’aspettazione, altre caratteristiche
significative di una variabile aleatoria £ sono 1 numeri E £7 (il momento di ordine
p) e E[{|P (il momento assoluto di ordine p. Lo spazio delle via. £ : Q@ — R
che verificano E |£[? < oo viene talvolta denotato con L?(2, F,P). La varianza
di £ sara poi definita nel modo usuale: Varf = E(£ — E£)?. La covarianza
di due v.a. £ e 5 & invece definita da Cov(€,n) = E({ — E{)(n — En) e il
loro coefficiente di correlazione & il numero p(£,n) = Cov(£,n)/+v/Var £ - Var .
Un fatto mnportante in teoria della probabilita € che tutte le caratteristiche
numeriche associate ad una variabile aleatoria £, come 'aspettazione, 1 momenti,

la. varianza e cosl via si possono ottenere dalla. misura P¢ o, alternativamente,

dalla funzione distribuzione Fg.

(5.41) Teorema. Sia £ una v.a. e ¢ : R — IR una funzione boreliana. Per la

via. p=¢ofs ha
By= [ ¢)Petdn) = [ 6x)dRi(a).
(5.42) Corollario. In particolare,

E{=[R$P£(d$), E{P=]R$PP£(G?$), VM{=]R($—E§)2P£(d$).

Dimostrazione di (5.41). Al solito, consideriamo dapprima il caso in cui ¢ & una
funzione semplice e non negativa. Siano C; = {z : ¢(z) = ¢:} la collezione dei
suoi insiemi di livello e B; = ¢71(C;) € F. Allora avremo En =Y. $,P(B;) =
5. 0iPe(Ci) = [é(z)P¢(dz). T caso ¢ > 0 ma per altro generica si tratta
passando al limite in una sequenza di funzioni semplici non negative. Infine
nel caso generale si pone ¢ = ¢* — &, con ¢, H” > 0 e si dimostra 1’asserto

separatamente per T e ¢, q.e.d.
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IT.
ITI.

Un’altra espressione interessante, valida per v.a. non negative, e data dal

seguente,

(5.43) Lemma. Se £ > 0 allora

Ef = me(f(w) > z)dz

Dimeostrazione. Supponiamo innazitutto che £ sia semplice con valor: 0 < zy <

zg < --- Allora si ha

E£=Z$£P(§=$=‘)
_th (£ > 2:) —P(¢ = 2i41))
=Zmi—xi_1)P(szm)

dove (zp = 0). Ora, essendo P(£ > z) =P(£ 2 1) se 0 <z < z1,e P(£ 2
) = P(€ > z;) se 2,01 < z € w;, I'ultima somma scritta sopra pud essere

riguardata come l'integrale di Riemann della funzione a gradini P (§ > ). Se

ora £ > (0 € una v.a. arbitraria e £, T £ allora E£, T E£; inoltre, evidentemente,

P(ln > =) T P(€£ = z) e dunque j;J (€n = z)dz 1 ﬁ) (6 > z)dz, per il

teorema della convergenza monotona. q.e.d.

(5.44) Proprietd dell’aspettazione. L’aspettazione E£ definita in (5.39)
soddisfa alcune proprietd, alcune delle quali analoghe a quelle introdotte nel
caso di variabli aleatorie semplici (cfr la discussione che segue (1.23)).

Sia E £ definita e ¢ una costante, allora esiste anche E (¢£) e E{cf) = cE¢.
Se £ <y allora E£ < En.

Se E £ esiste allora [E ¢| < E|€] (che segue da —|] < ¢ < |¢| e dalla II).

Se E ¢ esiste allora esiste anche E (£ 14) per ogni 4 € F; se poi E£ & finita, tale
¢ E(£14); inoltre E({14) SE{ se { > 0;

Se £ e 1 sono non negstive, oppure tali che E|£| < oo e Eln| < o, allora
E{{+n)=E{+En.
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VI. La prima disuguaglianza di Chebyshev dimostrata in (1.28) per v.a. semplici

diviene ora

44 [ 44

P((>a)=Elgsa <

La (1.32) e le disuguaglianze in (1.56) seguono allo stesso modo.
Vi & poi un gruppo di proprieta dell’aspettazione che si verificano “con proba-
bilita. 17 o anche “P -quasi ovunque” (P-q.0.), o semplicemente “quasi-ovunque”
(q.0.) ove sia chiaro il riferimento alla misura di probabilith P. Ricordiamo che
una proprietd vale P -quasi ovunque se si pud trovare un insieme N € F con
P (N) = 0 tale che la proprieta in questione vale per ogni punto w € £\ N.

VIL Se £ = 0 (q.0.) allora E£ = 0. (Se £ & semplice allora se 73 # 0 deve essere
P(C}) = 0 e dunque dalla (5.41) si evince subito che E¢ = 0. Se poi £ > £, >0
con &, semplice allora ¢, = 0 (q.0.) e dunque E¢, = 0. Pertanto B¢ =
supye, ¢, <ey E€n = 0. T caso generale segue al solito ponendo £ = £+ — ¢~ e
osservando che £ < [€], £~ < €] e €] = 0 (q.0.)).

VIIL Se ¢ =7 (q.0.) e E|¢| < 00, allora E || < 00 e E£ = Er. (Segue facilmente da
VII).

IX. Se £ > 0 e E£ = O allora £ = 0 (q.0.). (Sia A = {w: £(w) > 0}, An = {w
£(w) > 1/n}. Eevidente che A, 1 Ae 0 < €-14, < €-14. Per la proprieta IT si
haallora 0 <E£l; <Efly=0. Quindi0=E£l, >P(4,)/neP(4,)=0
Vr > 1. Ma P(A) = lim, P (4,) e dunque P (4) = 0).

X. Sia £ una v.a. estesa con E [¢] < co. Allora |€] < oo (q.0.). (Se fosse P(4) > 0
con A = {w : £(w) = oo} allora si avrebbe E|£| > E(|¢[14) = 0o - P(4) = o0).

(5.45) Probabiliti e aspettazione condizionate rispetto a una o-algebra.
Sia (€2,F,P ) uno spazio di probabilita, G una o-algebra, G C F (cioé § & una
o-sottoalgebra di F).

(5.46) Definizione. L’aspettazione condizionata E(£|G) di una via. £ =
£(w) > 0 rispetto alla o-algebra G & la v.a. (estesa) che verifica:
a) E(£|G)(w) ¢ G-misurabile;
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b) per ogni A € G si ha

L ()P (dw) = L E (£]G)(w)P ().

L’aspettazione condizionata di una v.a. £ = {(w) arbitraria & definita se
min (E(¢1§),E(¢71¢)) <0 (P-q.0.),

e in tal caso vale
E(¢|G) =E(£T|9) —E(719),

ove, sull’insieme di probabilita zero dove la condizione sopra non € verficata,
si assegni a E(£|G) un valore arbitrario, ad esempio 0. Infine, dato C' € F,
’aspettazione condizionata E(1¢|G) si indica anche con P(C|G) e si chiama
probabilita condizionata dell’evento (' rispetto alla o-algebra G. Infine, se p &

una v.a. porremo

E(¢|n) = E (£|F).

(5.47) Osservazione. L’esistenza dell’aspettazione condizionata segue dal
teorema di Radon-Nicodym. In effetti, la funzione Q(4) = [, {(w)P (dw) &
una funzione d’insieme c-additiva su G. Inoltre se P(A4) = 0 allora anche
Q(A) = 0, ossia Q ¢ assolutamente continua rispetto a P. Pertanto, per il
teorema di Radon-Nicodym si pud trovare una funzione (estesa) G-misurabile
E (£|G)(w) = (dQ/dP)(w) tale che Q (4) = [, E(£|G)(w)P (dw).

(5.48) Osservazione. La definizione E(£|G) = E(£7|G) — E(£7|G) si riduce
alla definizione di E£ quando G & la g-algebra banale, G = {#,2}, ma non
presuppone lesistenza di E €. Se infatti prendiamo § = F e £ & una v.a. tale che
E{t =E£~ = o0, allora E£ non & definitama E (£|F) esiste ed & semplicemente
E (£|F) = ¢ = £T — ¢7. In generale perd non sara vero che E(£|G) = £, perche
£ pud non essere G-misurabile. Ad esempio se C € F ma C' ¢ G allora £ = 1¢

non & G-misurabile (perché {w : £(w) = 1} ¢ G). Tuttavia in questo caso
E (£|G) = P(C|G) & G-misurabile e si ha P(ANC) = [, P(C|G)(w)P (dw), per
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ogni A € G. In modo simile a quanto fatto per I'aspettazione di possono qui
mostrare proprieta analoghe a quelle dell’aspettazione condizionata rispetto a
una partizione. La sola differenza & che proprieta come la (3.26), (3.28), (3.32),
(3.34), (3.35) e (3.36) saranno ora proprieta valide P-q.o.

(5.49) Osservazione. Un caso importante si ha quando G = o(D) e D = {D;}
é una partizione finita o numerabile di {2 che sia misurabile rispetto a P. Cio
significa che P (D;) > 0 Vi e se A C D; allora P (A) = 0 oppure P (D;\ 4) = 0, e
implica che la distribuzione condizionata P (- |D) (vedi (3.22)) esiste P-q.0. In

questo caso si puo dimostrare che se £ & una v.a. per cui E £ & definita, allora

E(£G) = E(£|D;) = %&3’*), (P-q.0. su D;).

Cid segue dal fatto generale che se una v.a. n & o(D)-misurabile allora & rap-
presentabile nella forma n(w) = 3. z;1p,(w), cioé assume valore costante sugli

atomi della partizione D.

(5.50) Esempio. Supponiamo che la durata di un qualche apparecchio (ad es.
una lampadina), cioe il tempo in cui cui tale apparecchio continua a funzionare,
sia descritto da una v.a. non negativa £ = £{w) la cui funzione distribuzione
F¢(t) ha densita pe(t) > 0, cosicche Fe(t) = fotjpg(s)ds (perche essendo £ > 0
si ha Fg(t) = pe(2) = 0 se £ < 0). Determiniamo l'aspettazione condizionata
E (£ — | > 7), cioé la durata media dell’apparecchio sotto I'ipotesi che abbia
gia funzionato precedentemente per un tempo 7. Sia P(§ > 7) > 0. Allora si
ha, per (5.41),
E((€ —7) - 1gory) _ Jo6 =7) - 1o P (dw)

P =) P({2>r)
_ [T (s —7)pe(s)ds

J7 pels)ds

In particolare, se £ & distribuita esponenzialmente, cioe se pg(t) = Ae M pert >0

E{(—rl=r)=

e p¢(t) = 0 per ¢ < 0, allora si trova (la primitiva di Ate e —te M e At/A):

o0 1
Ez§=/ Ae Mdt = =
0 A
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e anche \
foo/\(.s—’r)e_ fds 1

E(f — e = =T = —
(E-rlz7) [P XeM(s)ds A

per ogni 7 > (. In altre parole, in questo caso la durata media dell’apparecchio

sotto 'ipotesi che abbia gia funzionato precedentemente per un tempo 7, € in-
dipendente da 7, ed € semplicemente uguale alla sua durata media. Possiamo
anche calcolare la funzione distribuzione condizionata P (§ — 7 <¢|€ > 7). Si
trova, usando (5.30),

P(g—rgﬂgz:r):P(tS&STH) _ERltr)-F)+ P =7)

P(27) 1-F(r)+P(¢=r)
(1 o e—/\(t—l—‘r)) o (1 o e—A‘r)
N 1—(l—e>7)
e (1 — e M i
= (e—)\r ) —1 e

Dunque la distribuzione condizionata P (£ — 7 < ¢|£ > 7) coincide con la fun-
zione distribuzione non condizionata P (£ < t). Questa notevole proprieta &

un’esclusiva della distribuzione esponenziale.

(5.51) Problema. Dato un foglio a righe, qual’é la probabilitd un ago di
lunghezza pari alla meta della distanza tra le righe cada su una di esse quando
venga lasciato cadere ‘a caso’ sul foglio? Per formalizzare questo problema dob-
biamo innanzitutto definire cosa significa lasciar cadere I’ago ‘a caso’. A questo
scopo possiamo considerare il foglio come la ripetizione periodica della regione
delimitata tra due righe consecutive assegnate. Denotiamo poicon 0 < £ <11a
distanza del punto di mezzo dell’asticella da una qualisasi delle due righe e con
8 ¢ [—=/2, /2] 'angolo formato dall’ago con la retta passante per il suddetto
punto di mezzo e perpendicolare alle due righe. Assumeremo allora che sia £
che # siano uniformemente distribuite nei rispettivi intervalli e mutuamente in-
dipendenti. Sia A l’evento in cui 'asticella interseca una delle due rette. Una

breve riflessione mostra che A = {w : (#,£) € B} dove

B_ {ae [—n/2,7/2], b € {O,%cosa] U [l—ioosa,l] },
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e dunque la probabilita cercata &
P(A)=Els(w)=Elp(fw),£&(w)).

Ora usando la versione della (3.28) per 'aspettazione condizionata di una v.a.

arbitraria rispetto a una a—algebra 81 ha

E15(8(w),¢(w)) = E(E (1o (6(), £(w)) | 8(w)))
=/QE(1B(9) ) [8()) P (o).
/2
— [ B(1s(8),£0)6() = o) Po(da).

—‘rr/?
D’altra parte, dalla (versione generale della) (3.34) si ha chese B ¢ B(lR*)efe
n sono indipendenti allora P-q.0. siha E(15({,n)|n = y) = E15(£,y). Inoltre
si ha P ¢(da) = da/m e dunque Vintegrale scritto sopra diviene

1 ‘J'r/? 1 ‘J'r/? 1
/ Elp(a €(w))de = — cosada = —,

T —/2 2r —/2 T

perche

1 1
Elp(e,é(w)) =P ({ € {O,L—lcosa] U {1— Zcosa,l]) = 008 @.

Dunque P (A4) = 1/7. Questo risultato puo essere usato per una determinazione
‘sperimentale’ di w: supponendo di poter realizzare una successione di ‘lanci’
dell’ago mutuamente indipendenti e ponendo £; = 1 se I’ago interseca all’z-esimo

lancio e £; = () se non interseca, avremo, per la legge deil grandi numeri,

P{ b4t

n
per ogni § > 0. In altre parole, usando 1l risultato ottenuto sopra, avremo che

—P(4)

>5}—>0, n — 00,

in una sequenza ‘tipica’ di lanci ﬁ ~ 7. Questa formula, ottenuta per
la prima volta nel 1777 da Georges Louis Leclerc, conte di Buffon, é poi stata
effettivamente usata per la determinazione statistica di #. Ad esempio, nel 1850,
un astronomo di Zurigo, R. Wolf, ha lanciato un ago 5000 volte ottenendo una
stima di = pari a 3.1596. Sitrattava in effetti di una della prime applicazioni delle

regolarita statistiche all’analisi numerica (applicazioni oggl note come metodi

Monte Carlo).

23



5.52 Appendice. Entropia e dimensione.

Riprendendo le notazioni dell’Esempio (5.3), sia p = (po,...,pN—1) e denoti-
amo con M(pg,...,pn—1) 'insieme dei punti dell’intervallo unitario che nel loro
sviluppo N-adico contengono la cifra b nella proporzione py, h =0,..., N — 1.
Allora abbiamo visto che, se p # (1/N,...,1/N), allora A(M(po,...,pn-1)) = 0.
Dati p # p’ # (1/N,...,1/N), una domanda naturale é&: in che modo con-
frontare i due insiemi M (po,...,pn—1) € M(p6,...,pNv_1), entrambi di misura
di Lebesgue uguale a zero, per vedere ‘quale & piu grande’? Per rispondervi
possiamo procedere come segue. Supponiamo di ricoprire il nostro insieme con
un certo numero di palle di raggio p e consideriamo il limite p — 0. Il numero
minimo N(p) di palle necessarie a ricoprire l'insieme avra un andamento del
tipo N(p) ~ p~ P dove D pud essere interc o non intero. Pii precisamente, dato
un insieme non vuoto M, su cui & definita una metrica, sia N(p, M) il minimo
numero di palle aperte di raggio p necessarie a ricoprire M. Allora la capacita
o dimensione di Kolmogorov di M & definita da:

— log N(p, M)

(5.53) dimc (M) = Tg = "~ TR

(5.54) Esercizio. Mostrare che se M & 'insieme di Cantor dei terzi di mezzo

allora dimg (M) = log2/log3 < 1.

Un’altra caratterizzazione ‘dimensionale’ di un insieme & data dalla dimensione
di Hausdorff, mtrodotta nel 1919. Sia & un ricoprimento di M con una famiglia
numerabile di palle aperte B; di diametro < p. Dato un numero reale e > 0

definiamo la misura di Hausdorff in dimensione oo di M come 1l limite

(5.55) m* (M) = }.1—:% my (M),
dove
(5.56) m*(M) = ix;fZ(diam B;)~.

E’ evidente che il limite (5.55) esiste, finito o infinito. Infatti, quando p — 0,

’'estremo inferiore che definisce m%(A{) viene preso su ricoprimenti sempre pit
e p p pre p
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fin1 e dunque m;'(JM') cresce, o almeno non decresce. QOsserviamo moltre che
m(M), come funzione di M, & una misura esternal.

La dimensione di Hausdorff di un insieme M si definisce considerando il com-
portamento di m®{M) non in funzione di M, ma in funzione di . Supponi-
amo che {B;} sia un p-ricoprimento di M t.c. } .(diam B;)* < m;"(M') +1<
m*(M)+ 1= K < oo. Allora se o’ > o si ha m-;"(Mr) < Eﬂ‘-(d.iacmBi)c'f <
p“’_“ 3 (diam B;)* < p“’_aK che tende a zero quando p — 0. Dunque,
se m®(M) & finita per qualche valore di « allora & nulla per tutti gli @ pit
grandi. Esiste dunque un unico valore ap, tale che m® (M) = 400 per a < ag
e m*(M) =0 per @ > ap. Il valore di m®(M) in @ = @ pud essere 0, positivo
e finito, 0 o0. Questo numero & la dimensione di Hausdorfl di M, che dunque

risulta definita da
(5.57) dimg (M) = sup{a : m“(M) = +oo} =inf {a : m*(M) = 0}.

(5.58) Esercizio. Mostrare che per ogni insieme compatto M vale la relazione

dimr (M) < dimg(M).

Se M ¢ [0,1] allora ovviamente m!(}M) < 1. Dunque dimgy(M) sta tra 0
e 1. Ad esempio, nel caso di una famiglia di intervalli si ha m'(M) > 0 e
quindi dimg(M) = 1. Al contrario, ogni insieme finito o numerabile di punti
ha dimensione di Hausdorff uguale a zero. Tra 1 due troviamo, ad esempio,
I'insieme di Cantor dei terzi di mezzo, per il quale si trova il valore dimg (M) =
dimg (M) = log2/log 3 (vedi piti avanti). Mostriamo ora che la dimensione di
Hausdorfl ha interessanti connessioni con I’entropia. A questo scopo, osserviamo
che se M C [0,1], allora le palle B; sono intervalli e il loro diametro & la loro

lunghezza. Consideriamo in particolare gli intervalli N-adici (o insiemi cilindrici)

Una misura esterna e una funzione m* definita su tutti 1 sottoinsiemi di uno
spazio £, con le proprieta: (i) m*(C) € [0, 00] per ogni C' C €; (i) m*(¢h) = 0;
(i) A C B implica m*(A4) < m*(B); (iv) m*(U:C;) £ 3, m*(Cy).
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della forma

h h+1
. = —, ——— > = "
(5.59) I (Nn, Nn], n>1, h=0,1,...,N"—1,
Se ora poniamo
(5.60) (M) =inf Y |L|°

dove I’estremo inferiore é ristretto ai ricoprimenti di M con intervalli della forma
(5.59) di lunghezza < p, allora non & difficile verificare che m-;“(JM) < E;‘(M’) <
2Nm; (M) e dunque possiamo effettuare il calcolo della dimensione di M usando

la (5.60) al posto della (5.56). Generalizziamo ulteriormente la definizione data

sopra ponendo, per ogni misura di probabilita g su B3,
(5.61) pe(M) =inf}  p(I)°,

dove I’estremo inferiore & ristretto ai ricoprimenti di M con intervall I; della
forma (5.59) e tali che p(f;) < p. Dinuovo, quando p — 0, p; (M) tende mono-
tonamente a un limite p*(M), che come funzione di M & una misura esterna,
e per M fissato esiste ag t.c. p®(M) = o0 se o < g mentre p*(M) = 0 se
o > ap. Definiamo allora ag come la dimensione di M rispetto alla misura pu,
e indichiamolo con dim,(Af). Evidentemente dim¢(M) = dimgy(M). Ora, se

I.(z) denota il cilindro rn-dimensionale che contiene =z, allora si ha il

(5.62) Lemma.

MC {m : 7};1130 (—%logp(fn(m))) = 9} = dimy(M) = lquNdimp(Mr).

Psendo-dimostrazione. (Per una dimostrazione completa si veda [2]) Supponi-
amo che log z2(,(z)) = —n#é per ogni n. Se {I;} &un ricoprimento di M con cilin-
dri della forma, (5.59), ciascuno dei quali interseca M, allora ogni I; ha la forma
I; = I(2) per qualche n e = € M, dunque p(;) = e ™ = |[;|%/ 196 N perche
|I;] = N~ Pertanto 33, p(L)® = 33, I[P/ 16 N & dunque p®(M) = £ (M)

con o' = fa/log N, che implica 'asserto. q.e.d.
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(5.63) Corollario. Se z soddisfa l'ipotesi del Lemma 5.62 e p(M) = pl(M) >

0 allora dim, (M) =1 e dunque dimg(M) = ﬁ.

Sia ora g la misura su B corrispondente alla (5.17). Allora si ha

N-1

(h)
¥ o) logpr = — Y fiP(z) logps
h=0

T
T

1 N-1
(564  ——logu(In@)=— 3
k=0

D’altra parte & chiaro che M = M{pq,...,pn—_1) soddisfa I'ipotesi del Lemma
5.62con @ =h =—3", pplogp,. Ora dalla (5.23) si ha che M(po,...,pn-1)
ha g-misura uguale a 1 e dunque, usando (5.63), abbiamo mostrato la seguente

relazione tra entropia e dimensione:
(5.65) Teorema.

. 1
dimp (M (po, ..., pn-1)) = “log N > prlogp.
k

Dunque la dimensione di Hausdorff di M{po,...,pn_1) & uguale a uno se e solo
se pp = 1/N, Vh, altrimenti & < 1.

Un’altra applicazione di (5.62) & la seguente. Prendiamo N = 3, p = (1/2,0,1/2)
e p come sopra. Ora —2 logp(l.(z)) & uguale a log 2 se le prime n cifre dello
sviluppo 3-adico di x sono 0 o 2. Cosi

(5.66) McC {w : lim (—%logp(fn(x))) = log 2}

—roo

se M & l'insieme di Cantor (dei terzi di mezzo). Di nuovo, (M) =1 e (5.63)
implicano dimg (M) = log2/log 3.

5.67 Dimensione e matrici stocastiche. Concludiamo con un’ulteriore ap-
plicazione. Consideriamo di nuovo la corrispondenza «, tra sequenze simboliche
semi-infinite w, con alfabeto X = (0,1,..., N — 1), e numeri z in [0, 1] determi-

nata dallo sviluppo N-adico. Sia

M@) ={=z €[0,1] : Im f{V(w) = qi}, i,j=1,...,N,
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dove @ = (g;;) € una matrice N X N di elementi non-negativi e tali che se
m; = E;‘ g:; allora E‘- gi; = T; e El- m; = 1. Sia p;; = qgj/?rg; allora P = (p;j)
¢ una matrice stocastica con distribuzione stazionaria (7;). Supponiamo per

semplicita che tutti i p;; siano positivi e consideriamo la misura di probabilita

P definita sui cilindri da

P{{w 1 wo =iy, w1 = Biyy oo ywWn = B, }) = Pig Pigiy "~ Piv—ing s

per qualche distribuzione inziale (z;). La legge forte dei grandi numeri afferma

in questo caso che

P ({w: mfOW)=n})=1, 1<igH,

P ({w: lmfw) =mpy}) =1, 1<ij <N

Sia p la misura di probabilita su ([0, 1], B) che corrisponde alla misura di Markov
definita sopra. Allora, per ogni =z € M(@) si ha,

, 1
lim (—Elogu(fn(:v))) = =2 mipii logpis

n—ro0 .
if
dove I (z) &1il cilindro n-dimensionale che contiene z. D’altra parte pu(M(@)) =
1 e dunque, per (5.63)-(5.64), si ha

. 1
dimg(M@)) = “log N E ™; pij log pij.
i
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6. SEQUENZE DI VARIABILI ALEATORIE INDIPENDENTI.

La serie 3>, -.1(1/n) diverge ma 3>, 5,(—1)"(1/n) converge. Che cosa possiamo
dire sulla convergenza o la divergenza della serie 3 ,+,(£n/n), dove £1,62... 8
una sequenza di v.a.i.i.d. bernoulliane con P ({£; =1}) =P ({& = —1}) = 1/2?
Detto altrimenti, che cosa possiamo dire sulla convergenza di una serie il cui

termine generale sia +1/r, con il segno scelto a caso in accordo con la sequenza

di v.a. £1,£2...7 Sia

(6.1) Ci=(w: Z({n(w)/n) converge

n>l

I'insieme delle realizzazioni (cioe dei punti di §2) per cui > ;(£n/n) converge
a un numero finito e consideriamo la probabilita di questo insieme, P (C1). A
prima vista non sembra affatto chiaro quale valore tale probabilita possa as-
sumere. Vedremo tra poco la ‘legge zero-uno’ di Kolmogorov che implica che
P (C1) possa assumere soltanto due valori, 0 o 1. Ma prima ci occorrono alcune
nozioni preliminari. Consideriamo uno spazio di probabilita (£2,F, P ) e una suc-
cessione {4, }n>1 di eventi, con A, € F, Vn. Se A1, Az, ... hanno probabilita 0,
allora lo stesso vale per U, A,. Se, all’opposto, A, 4;,... hanno probabilita 1,
allora lo stesso vale per N, A,. Data {A,},>1, definiamo l’evento limite

(6.2) A% =Tim A, = N2, U2 Ay

n=1

Evidentemente s1 ha A ¢ F e URR A; | A%, per cui, essendo A, C U Ay,
si ha P(A4,) < P(UZ_A;) = P(A™®). In particolare, se A, — A, ad esempio
se A, ¢ monotona, allora 4 = A™ e limP(4,) = P(A4°). Ora, w € A® se e
solo se per ogni n si puo trovare almeno un k£ > n per cui w € Ay; in altre parole,
w € A™ se e solo se esiste una sequenza infinita n; = n;(w) tale che w € Ag;,

t = 1,2,...; se 'indice n viene pensato come un indice temporale allora s puo

scrivere (6.2) nella forma

(6.3) A® ={ A, 18}, 1. s. = infinitamente spesso
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6.4 Esempio. Nel contesto dell’esempio (5.3), con N = 2, sia [,(w) il numero
di 1 consecutivi a partire dall’n-esimo simbolo della parcla w. In altre parole
() =k se &a(w) =1, o', bnppo1(w) = 1 e €npp(w) = 0. Inoltre porremo
I.(w) = 0 se &,(w) = 0. Ora, l'evento {w : I,(w) = k} & 'unione di 2°~? intervalli

2—k—]

(cilindri) disgiunti di lunghezza 27"~ *, e ha dunque probabilita . Se ora

fissiamo un intero positivo r e poniamo
Ap={w i hw)2r}={w: &w)=1, n<i<n+r},

allorasihaP(A4,) =3 ;, 27F~1 — 277 ¢, per quanto visto sopra P ({ 4, i. 8.}) >

277, Vedremo tra breve un risultato piu forte.

E conveniente formulare a questo punto due risultati semplici ma importanti che
risultano essenziali nello studio di proprieta che sono soddisfatte con probabilita

1.
6.5 Lemma. Borel-Cantelli I. Se }° P (A4,) < oo allora P({A4,1.8})=0.

Dimostrazione. Da { Ap 1. 8.} C U AgseguecheP({ A, 1.s.}) <P (UR _A;) <
> x>, P(Az), € nelle ipotesi del lemma questa somma tende a 0 quando n — oc.

g.e.d.

6.6 Osservazione. L’argomento usato in (5.4)-(5.12) per dimostrare le legge
forte dei grandi numeri puo essere riguardato come un’applicazione di (6.5). In
effetti, con le notazioni dell’Esempio (5.3), sia An = {|sn/n| >r"1/8}. Dalla
(5.9) siha 3> P(A,) < oo e dunque P ({ 4, i. s.}) = 0. Ma per w nel comple-
mentare di { A, 1. 8.} si ha sx(w)/n — 0.

6.7 Definizione. Gli eventi Ay, 4,,... in (2, F,P) si diranno indipendenti se

tali sono le variabili aleatorie {1 = 14,,8 =14,,....

6.8 Lemma. Borel-Cantelli IT. Se {A,} & una sequenza di eventi indipendenti
ey P(Ar)=ocalloraP({A4,is})=1.

Dimostrazione. Poniamo C' = Q \ € ed osserviamo che { 4, i.s.} = U2, N

Aj. Sard dunque sufficiente provare che P (N§2,, 4x) = 0. Ora, usando 1 — z <
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—T

e” %, sl trova
ntl n+l
P(nilidn) = JJ(1—P(4x) <exp( ZP Ak)) [ o0
k=n

e dunque P (ng‘;nZk) = limj0e P (ﬂ;:“ Ar) =0. qed.

6.9 Esempio. Nella situazione dell’esempio (5.3) sia s una sequenza prefissata
di 0 e 1 di lunghezza k. Consideriamo i cilindri A, = {w : {wn - ..wn+k_1) =
s}. Evidentemente si ha P(4,) = 2%, A causa delle sovrapposizioni tra, ad
esempio, A,, Apt1, -+, Antr—1, gli eventi A, non sono indipendenti, tuttavia
lo sono gli eventi B, = A(n_1)k+1, per i quali vale ancora P (B,) = 2~k Inoltre
si ha { Ap 1. 8.} D {Bn i s} Ora}, . P(B,) = o0, e dunque, per (6.8), si
ha P({A. i.s8.}) = 1. Cosl ad esempio, in una sequenza ‘tipica’ (infinita) di
lanci di una moneta, ovvero nello sviluppo diadico di un numero scelto ‘a caso’

in [0, 1], un’arbitraria ‘parola’ s di 0 e 1, comparira un numero infinito di volte.

6.10 Esempio. Riconsideriamo ’esempio (6.4) e invece di prendere r fissato
prendiamo una successione non-decrescente r,, di reali positivi. Abbiamo visto
che P({w : la(w) 2 rp}) = 279 < 27™ dove g, & 'arrotondamento di r, al
primo intero > r,. Se ad esempio rn, = (1 + ¢)logyn con € > 0 allora >, 2™

converge, perché 27 = 1/n!t¢ e da (6.5) segue che
(6.11) P{ln>2(14+¢€)log,n i.8.})=0.

Il limite superiore del rapporto I,(w)/log, n supera 1 se e solo se w appartiene
all’evento di probabilita nulla considerato in (6.11) per qualche € razionale posi-
tivo. Ora, I'unione di questa classe numerabile di eventi ha anch’essa probabilita
nulla e dunque P (lim,, I, /log, 7 > 1) = 0 o, che & lo stesso,

(6.12) {w:Em LIC 11) = 1.

. [ 73 I —]
logy n
Ora, se r, = log, n allora ) 27" diverge. D’altra parte, per poter applicare

Borel-Cantelli II, dobbiamo avere una sequenza di eventi indipendenti. A questo
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scopo, scegliamo una sottosequenza ny definita dany =1 e ng1 = ng+[rs, +1],
k > 1. Cosl, se ad esempio r, = log, n, si trova ne = 2, ng = 4, ny = 7, etc.
In altre parole gli indici ny sono tutti distinti e gli eventi 4z = {w : I, (w) >
Paw } = {w 1 &(w) = 1, ng €1 < ngiq} sono indipendenti. Inoltre si ha

. 9= 9re o 2T
Z? *ZZ _I_kl(nH]—nk)ZZ Z ?‘-I-l_ZT'n—I-l-

T
k>1 E>1 TR k>lap<ndnptr a>1

Cosl, la divergenza di ) ;27 ™ /r, implica quella di 3, 27 ™. Per il nostro
esempio Y, 1 27™ /rn =3 s, 1/(nlog, n), che ancora diverge. Pertanto (6.8)

implica
(6.13) P({ls 2logyn i.s.})=1.

La (6.12) insieme alla (6.13) da

(6.14) P ({w T () _ 1}) ~ 1.

log, n

In altre parole, per tutti gli w in un insieme di probabilita 1, log, r costituisce

una sorta di inviluppo superiore per la funzione I,(w).

Abbiamo visto fin qui alcuni esempi di eventi, ad esempio quello definito in (6.2)-
(6.3), con la curiosa proprieta che il fatto che un punto w vi appartenga o meno
non dipende dalle sue prime n coordinate, cicé dai valori assunti da §;(w) = w;,

t < n, per quanto grande si possa prendere n.

6.15 Definizione. Sia £1,£;... una sequenza di v.a. su (,F,P ) e consideri-
amo le o-sottoalgebre Fr, = F(€n,€ny1,...). Laloro intersezione Foo = Np>1F5
si chiama o-algebra all’oo e ogni suoi elemento si dice evento all’co, o anche
evento asintotico, ed € determinato, in qualche senso, solo dai valori assunti dai

termini ‘infinitamente lontani’ della sequenza £1,§&> ...

Ad esempio, per l'evento €4 definito in (6.1) si ha, perognirn > 1, n > 1,

Ci={w: Z({i(w)/n) converge = { w : Z({i(w)/n) converge » € F,

i>1 i>n
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con F,, = F(&n,€nt1,.-.). Pertanto C) € Foo = Np>1.F,. Similmente si vede

che, data un’arbitraria sequenza I; di boreliani di R,
Co ={w : &i(w) €T; 1.8} € Foo,

con F,, come sopra. Un altro esempio & ’evento definito in (5.11):
.

rn(w)—l—---—l—rk(w)‘ >0}

ri(w) +---+ (@)
k

03={w:@

In effetti, per ognin > 1,

C’gz{w:h}c’n 5

e dunque, se poniamo A, = {w : £x(w) = 1}, allora 3 € F(An, Ant1,...) per

ognin > 1, ovvero Cs € Foo. Allo stesso modo

Ci = {w : li.}'[;l'l rafw) + ';;:'+T'k(w) = 0} € Foo.

Al contrario,
By ={w: &w) = 0¥i 21},
B, = {w Hm(& + -+ £n) esiste ed gc},
By={w:&L+-+&=01is},

sono esempi di eventi che non appartengono & Foo = N1 F (Eny ntay - - -)-

Abbiamo visto nell’Esempio (5.3) che P (C3) = 0 mentre P (C3) = 1. Inoltre,

se supponiamo che le variabili aleatorie £; usate nella definizione dell’evento C';

siano indipendenti, allora per Borel-Cantelli I e II si ha
P(C2) =0+= ) P({& € L}) <oo,
P(C2)=14= ) P({& € L}) = oo.

Quindi la probabilita di € pud assumere solo i valori 0 o 1 a seconda del carat-

tere convergente o divergente della serie . P ({{; € I;}). Pin in generale, le

probabilita degli eventi all’oo & descritta dalla legge zero-uno di Kolmogorow:
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6.16 Teorema. Se £,&;,... € una sequenza di v.a. indipendentie A € F,

allora P(A) = 1 oppure P (4) = 0.

Dimostrazione. L'idea della prova & che se A € Fo allora A & indipendente da
se stesso e dunque P (4) = P (AN A) = P2(4). Pi precisamente, se 4 € Foo
allora A € F° = F(by,&s,...) = F(UpFR), dove FP = F(&y,...,£,). Maallora
non & difficile rendersi conto che si pud determinare una sequenza di eventi
An € FP, n > 1, tale che P(AAA,) — 0, e dunque si ha P(4,) — P(4)
e P(ANA,) — P(4). Ma A non dipende da &,,...,¢, per ogni n finito e
dunque A e A, sono indipendenti ¥n > 1. Pertanto si ha che P (A N 4,) =
P(A,)-P(4) + P%(A)=P(4) e quindi P(4) =00 1. qed.

6.17 Convergenza di serie aleatorie. Sia £1,{2,... una sequenza di v.a.
indipendenti e s, = £1 + --- + £,. Sia A 'msieme degli eventi elementari w tali
che s,(w) converge a un limite finito. Dalla legge zero-uno segue che P (4) =0
oppure 1. (ioe la serie Y £, converge o diverge con probabilita 1. Diamo ora

del criteri che consentano di decidere tra le due eventualita.

6.18 Teorema (Kolmogorov ¢ Khinchin). Sia E£, = 0, n > 1. Allora se
STE£2 < o0, la serie Y £, converge con probabilita 1.

La dimostrazione dipende in modo essenziale da un’importante disuguaglianza,
detta disuguaglianza massimale, la quale essenzialmente afferma che per somme
di variabili mdipendenti, se maxi<x<n |s%| € grande allora con grande probabilita
anche |s,| € grande.

6.19 Disuguaglianza massimale (Kolmogorov). Siano £1,...,&, v.a. in-

dipendenti con E§; = 0 e E£? < 00, 1 € 7 < n. Allora per ogni o > 0 si

ha
P ({ max |si| > o:}) < Va:[';‘n-
1<k<n o

Dimostrazione. Decomponiamo 'evento A = {maxi<i<x |5%| 2> @} come unione
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disgiunta degli eventi A in cul |s;| > @ ma |s;| < @ per z < k. Allora si ha

Es2 >E ZE -14,)
D’altra parte si ha che
82 =53 + 2(5, — 81 )sk + (80 —52)% > 8% + 2sx(55, — 51)-
Inoltre, usando l'indipendenza delle ¢; e il fatto che E¢; = 0 segue che
E ((sn —5x)sx -14,) =E (sn —5z) -E (s - 14,)=0.

Pertanto

Dimostrazione di (5.18). Da (6.19) (e (3.20)) sl ha

N
1
P ({]I{I}ca{xN |Sptk — Sn| > E}) < E—Q;V&I‘ Ent ke

D’altra parte, gli eventi di cul stiamo calcolando la probabilita nel termine a
sinistra formano una sequenza monotona in N e quindi, prendendo il limite

N — o0, otteniamo

1
P BUP |8tk — Sn| > € < — Var £,
({k2]§l)| * | }) e? Z Soti

Ma allora, siccome ) Var {, converge,

lim P ({sup |8nt+k — 8n| > e}) =0,
s k>1

per ogni € > 0. Sia ora F(n,¢) 'insieme su cui BUP; k> n |s; — sx| > 2e e Ele) =
NnE(n,€). Si ha E(n,¢) | E(¢) e dunque, per quanto abbiamo appena trovato,
P(E(¢)) = 0. D’altra parte I'insieme U.E(¢) (dove I'unione viene presa ad
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esempio sui valori razionali positivi di €), contiene 'insieme su cui {s,} non & di

Cauchy, e per quanto visto questo insieme ha probabilita zero. q.e.d.

6.20 Esempio. Nel contesto dell’esempio (5.3) con N = 2 poniamo ry(w) =
2w, — 1, cosicché r, € {—1,+1}. Sia inoltre {a,} una successione assegnata e
poniamo &,(w) = g - ra(w). Allora si ha Varé, = a2 e dunque ¥, a2 < oo
implica che }* &,(w) converge con probabilita 1. Il caso particolare a, = n™*
mostra che se i segni di Y. Zn~! sono scelti lanciando una moneta (oppure

osservando lo sviluppo binario di un numero normale), allora la serie converge

con probabilita 1. La serie armonica alternata & dunque, in questo senso, ‘tipica’.

Un’altra applicazione non banale della legge zero-uno di Kolmogorov riguarda le
passeggiate aleatorie. Sia £1,£2,... una sequenza di v.a.l.l.d. bernoulliane, ossia
che possono assumere due valori soltanto, diciamo —1 e 1, con P ({§;, = 1}) = p,
P({&=-1})=q,ptq=1,¢ > 1,esias, =&+ - -+E€, lapasseggiata aleatoria
corrispondente. E’ abbastanza intuitivo che nel caso ‘simmetrico’ (p = 1/2) una
passeggiata ‘tipica’ attraversera lo zero infinite volte, mentre quando p # 1/2 se

ne andra all’infinito (cfr. (2.27)). In effetti si ha il seguente risultato:

6.21 Teorema.
a) se p# 1/2allora P ({5, =0 1.8.}) =0
b) se p=1/2 allora P({s, =0 i.s.})=1.

Dimostrazione Abbiamo gid osservato che 'evento B = {s, = 0 1i. s.} non
é un evento asintotico, e dunque non & a priori ovvio che la sua probabilita
debba essere (0 0 1. Ora, se poniamo By, = {s3, = 0} allora si ha P(B;,) =

Py n 4 e N .
(Qn)(;pq) ~ % e dunque ) P (B;,) < oo se p # 1/2 (perche, come gia
osservato, 4p(1 —p) <1se 0 < p < 1, p # 1/2). La proprieta (a) segue ora da

Borel-Cantelli I. Per mostrare (b), sara sufficiente mostrare che ’evento

Az{ﬁj/_—nﬁzoo,]i_mﬁz—oo}



ha probabilita 1 (perche A C B). Poniamo

AC={ES—“>C }ﬂ{l@s—“<—c} = AN A

Jn Jn ’

cosicché A. | A quando ¢ — oo. Osserviamo che 4, A, A', A” sono tutti ele-
menti di Foo = M1 F(€ns&nit,...). Per il teorema (6.16) sard dunque suf
ficiente mostrare che P(A4’) > 0 e P(A”) > 0. Osserviamo ora che se &,
& una sequenza di v.a. allora si ha {lmé, > ¢} 2 Im{¢ > c} (infatti,
se w € Tm{¢, > c} allora An;(w) T oo tale che £, (w) > ¢, Vi, e dunque
lim¢,(w) > c¢). Pertanto

(e ) o (53 ome (2
dove I'ultima disuguaglianza segue dal teorema di De Moivre-Laplace. q.e.d.

Consideriamo ora pit1 in generale una sequenza £1,£s,... di variabili aleatorie
su (2, F,P ), indipendenti e identicamente distribuite e poniamo, al solito, s, =
€14+ ---+ &, Allora gli eventi {w : lim, s,(w)/r =1},1 € R, si trovano in F,
e dunque hanno probabilita 0 o 1. Osserviamo che s, /n non converge al limite [
se e solo se sl pud trovare un ¢ tale che per nessun intero m la quantita |s, /n —|
sia minore di € quando n > m. In altre parole, cio accade se, per qualche ¢, si

abbia |sn/n — I| > € per infiniti valori di n. In altre parole si ha,

(6.22) {limsp/mn=m} =Uco{|sn/n—m| >e¢ i.8.}.
Mostriamo ora la

6.23 Legge forte dei grandi numeri I (Cantelli). Supponiamo che le
v.a.i.id. £ abbiano i primi quattro momenti finiti, cioé E£¥ < 00, bk =1,...,4.

Sia m = E¢§;. Allora

T 5n(w) _ |1, sel=m;
(6.24) P({w 1171;11 no = {0, altrimenti.
Dimostrazione. Senza perdita di generalita possiamo assumere m = 0 (se

m # () possiamo sempre considerare £; — m). Dalla (6.22) si evince che l'evento
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{ lim, s,/n = 0} ha probabilita 1 se e solo se P{{|s,/n| > ¢ i.5.}) =0 Ve.
Per Borel-Cantelli I & percid sufficiente mostrare che . P({|s./n| > €}) <
oco. Infine, usando la disuguaglianza di Markov (1.57) con k = 4, sard suffi-
ciente mostrare che 3 E(s,/n)* < oco. D’altra parte, ripetendo alla lettera
’argomento combinatorio usato nell’Esempio (5.3) otteniamo Es? = nE£! +

3n(n — 1)E£? < Kn?, e dunque l'asserto. q.e.d.

6.25 Osservazione. In accordo con quanto discusso nell’Esempio (5.3), il teo-
rema (6.23) si puo riformulare dicendo che la sequenza di variabili aleatorie s, /n

converge P -quasi ovunque al numero m, scritto talvolta

Sn
L (P-q.0.)

Nella forma presentata in (6.23), dovuta a Cantelli, le assunzioni richieste sono
piuttosto forti, ma come vedremo tra poco, questo ultime possono essere ridotte

alla sola ipotesi che E|{,| < oo usando tecniche piti raffinate (Kolmogorov).
QOsserviamo intanto che dalla disuguaglianza di Chebyshev si ottiene la

6.26 Legge debole dei grandi numeri. Se Var{; = o2 allora, per ogni ¢ > 0,

6.27 Osservazione. Abbiamo gia osservato che per ogni sequenza di eventi
{An} si ha P(4,) € P(Ur>ndir) = P({Ax L 8.}). In particolare, se risulta
P ({ An i 8.}) = 0, alloralim, P (A,) = 0 {che pud essere vista come l'implicazione
inversa di Borel-Cantelli I). Ora, dalla (6.22) segue che P ({ limp sn/n =m}) =1

ge e solo se, per ogni € > 0,
(6.28) P{{|sn/m—m|>eis})=0,
e quindi, per quanto detto,

Jim P({|sn/n—m| > }) =0,
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In altre parole la (6.23) implica la (6.26). Non & difficile rendersi conto che il
viceversa é falso. Un semplice controesempio € il seguente: sia (£,) una sequenza

di v.a. indipendenti bernoulliane tali che

P(£n=1)=pn, P(gnz[]):l—pn,

con (p,) una sequenza assegnata di numeri non negativi. Allora siha E£, = p,
e la prima disuguaglianza di Chebyshev implica che P (£, > €) < p, /¢, che tende

a zero se pp, — (. Inversamente, se P (£, > ¢) — 0 allora

Pr= Bl =B (6n €n 26 + Ebn; bn <€) <P (£ 26) he< 2

se n & grande abbastanza. Abbiamo pertanto che £, converge a 0 in probabilita
ge e solo se p, — 0 quando n — oo. D’altra parte, se anche p, — 0, ma
3., Pn = 00, allora per Borel-Cantelli IT si ha che P{{, = 11i.s8.}) = 1. Da cio
si deduce che condizione necessaria affinche £, — 0 (P-q.0.) & che }’_p, < oo.

Il controesempio si ottiene ora prendendo p, = 1/n.
Vediamo ora una versione ancora piti forte della (6.23).

6.29 Legge forte dei grandi numeri IT (Kolmogorov). Sia £1,...,&, una
sequenza di v.a. indipendenti. Supponiamo che le £; abbiano i1 primi due mo-

menti finitl e che esista inoltre una sequenza b, T oo di numeri positivi tale

che

Varé,
Z b?r. < 00
Allora s1 ha
— 0 (P-q.0.)

La dimostrazione di questo teorema richiede due risultati prelimmari. Il primo
di questi afferma che se una successione {z,} converge ad un limite z allora

anche qualunque sua media alla Cesaro converge allo stesso Limite.
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6.30 Lemma (Toeplitz). Sia {a,} una sequenza di numeri non negativi tale
che} ", ai>0pern>1le) . ; a; 1 oopern — oco. Allora, per ogni sequenza
di numeri {z, } convergente a un limite z si ha
D iy i i
Ylin @

In particolare, se a, = 1 s1 ha

— n — 0.

1 T
—E T; 2 T n — 0o.
n

i=1

Dimostrazione. Dato € > 0 scegliamo ng = no(€) in modo che |z, — x| < €/2 per

n > ng. Poniamo ora b,, = E?:] a; e scegliamo inoltre ny > rnp in modo che
kL]
e < £

b, -2

1

Allora, per n > n1 st ha

a; T — X

1 T
s

bn =1 bn i=ng+1
1 1 <

Sb— al|$l—$|+bf Z al|$1—$|
=1 ® i=nq+1

6.31 Lemma (Kronecker). Sia {b.} una sequenza di numeri positivi e cres-
centi tale che b, 1 0o per n — 0. Sia inolire {z,} una sequenza di numeri tale

che 3" z,, € convergente. Allora
1 TE
b—Zbgm;—)O, n — 00.
™ oi=1
In particolare, se b, =n e =, = yn/n si ha
1 T
— Z yi — 0, n — 0.
n i=1
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Dimostrazione. Poniamo by =0, so =0 e s, = Y. ; ;. Sommando per parti

sl ha

T

ib;mi Zb i —8i1) =bnsn —boso— D si-1(bi —bi1)
i=1

=1

e dunque
1 Sn bz = 1 En ' s .
b, £ i Xi = 8n b, £ Si—1 44

con b, = Y ., a;. La tesi segue ora dal lemma precedente, essendo s, — .

g.e.d.

Dimostrazione di {(6.29). Scriviamo
—Es, _ 1y & —EE
— b
e )
Allora per il lemma di Kronecker, una condizione sufficiente per avere (6.29) &
che la serie > (g%ﬁ) converga (P-q.0.). Ma, per il teorema (6.18), cio &
garantito dalla condizione ), %ﬁ < 0. q.e.d.

6.32 Esempio. Siano £1,& ... v.a.did. bernoulliane con P({& = 1}) =
P ({& = —1}) = 1/2. Dalla dimostrazione del teorema 6.21 si ha, con prob-
abilita 1,

lim — = o0, lim— = —o0.

/n

Inoltre, essendo E(nlog2 n)~! < oo si ha, per (6.29),

Sn
— =0
vnlogn ’
con probabilita 1. Piu precisamente si puc mostrare la legge del logaritmo

iterato:

Pl s =1 P U g = 1 =
che equivale a dire che, per ogni € > 0,
P{Jonl > (1 - oy/Zloglogni. o} = 1,
P{Jon] < (14 oy/Zloglogni. o} = 0.
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Nel caso in cui le v.a. £1,£, ... siano non solo indipendenti ma anche identica-
mente distribuite (come nell’esempio precedente) possiamo ottenere una legge

forte dei grandi numeri sotto la solo ipotesi che le £; stiano in L.

6.33 Legge forte dei grandi numeri IIT (Kolmogorov). Siano £1,...,£,

v.a.iid. con E|£1| < oo. Allora si ha

s m (P-q.0.)
n

conm=EE,.

La legge dei grandi numeri fa parte di una famiglia di risultati che va sotto il
nome di Teoremi Ergodici, i quali forniscono condizioni generali sotto le quali
medie aritmetiche di variabili aleatorie ammettono un limite. Tali condizioni si
riducono generalmente alla stanzionarieta, ovvero al fatto che la distribuzione
congiunta di una qualunque collezione di k& v.a. £,11,...,€,1% non dipende
da 7 (s1 noti che tale condizione non e verificata nel controesempio discusso n
6.27). Mentre le conseguenze sono che le medie aritmetiche 1 3°7_, £x(w) sono,
‘tipicamente’, vicine all’aspettazione e dunque asmmtoticamente non dipendono da
w, cloé non sono piu aleatorie. In altre parole: lunghe serie di variabili aleatorie
mostrano con grande probabilita regolarita deterministiche. Come gia accennato
altrove, tali regolarita possono essere talvolta utilizzate per la costruzione di

algoritmi per il calcolo di quantita di vario tipo.

6.34 Esempio. Il metodo Monte Carlo. Sia f(z) una funzione continua
definita su [0,1] e a valori in [0, 1]. Sia &1,m, £2,72, ... una sequenza di (coppie

di) v.a. indipendenti e uniformemente distribuite su [0, 1]. Poniamo

C-={1’ se f(&) > mi,
L0, se fl&) <

Per ogni : > 1 la distribuzione di probabilita congiunta di £; ed n; e la dis-

tribuzione uniforme sul quadrato [0,1] x [0,1]. Evidentemente si ha

EG =P (f(&) > m) =A f()dz,
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e, per la legge forte dei grandi numeri,

1 e 1
n;g,%/() f(z)dz  (P-q0.)

Sara percio possibile approssimare un integrale J;J] f(z)dz generando numerica-
mente una sequenza (£;,7;), ¢ > 1, come sopra e calcolando (; e le sue medie
aritmetiche. L’mteresse pratico di questo metodo risiede nel fatto che & facil-
mente estendibile al calcolo di integrali multipli di dimensione anche elevata, per
i quali il calcolo numerico delle somme di Riemann corrispondenti comporterebbe

una quantita enorme di operazioni.

Dimostrazione di {6.33). Osserviamo innanzitutto che se £ & una v.a. non nega-
tiva, l’espressione (5.43) insieme al fatto che P ({x > z) € monotona decrescente

per z > 0, implicano che per ogni e > 0,

(6.35) Y P(Ezan)< e <14 Y P(E 2 an).

n>rl n>rl

La (6.35) con @ = 1 insieme alla stazionarieta da

El&] <oo e Y P(l&a]2n) <oo & > Pl 2n) < .

Per Borel-Cantelli I risulta pertanto P (|| > n i.s.) = 0. Dunque, ad eccezione

di un insieme finito di valori di 5, si ha |£5| < r. Poniamo

£(m) — {Sm €n| < m,
" 0, €nl 2 n,

e s = 551) +---4 {,(,;n). Supponiamo che m = E £; = 0 (altrimenti possiamo

considerare le variabili £; — m. Allora avremo che s,/n — 0 (P-q.0.) se e solo

se SELR)/TE — 0 (P-q.0.). Ora, in generale avremo E{,(,Ln) # 0, ma

B&Y =E (6n-1et<n) = E (6 Lgarany) 2 B =0, n— o0,

Per il lemma 6.30 si ha allora

1 TE
~3BEY 20, nooo,
k=1
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e dunque s, /n — 0 (P-q.0.) se e solo se

Mot

0, n—=o0, (P-q0.)
n

dove i = {ik) — E{ik). Ma per il lemma 6.31 questa condizione sara verificata
se ».(na/n) converge (P-q.0.), e per il teorema 6.18 cio accadra se la serie

S (Enk/n?) & convergente. D’altra parte, si ha

3 Enn 3 E(")? _ )3 E [¢n - Ljg,l<n)]”
?’32

- n? n?

_3 E[& - 1(e)<ny]
_ n2

1 T
= ?kZE [5]2 . l{k_]£|£1|<k}:|
=]

o0 \ 1
= ZE [{1 'l{k—]§|£1|<k}1 Z n2
e1 >k

=1
<2 Z EE [512 - 1{k—]§|£1|<k}:|
k=1
<2)°E (|| Toagiel<n]
k=1
— 2E|f| < 0. g.e.d.

6.36 Osservazione. Supponiamo di sapere che per una data sequenza £1,£> ...
di v.a. Li.d. le medie artimetiche (€3 + --- + £)/n convergano (P-q.0.) ad un

limite finito m. Allora si ha che

(6.37) §n _ Sn _ (” - 1) 2=l 50 (P-go)

T T T n —

e quindi P (|¢,] > n i. s.) = 0. Borel-Cantelli IT implica allora che 3" P (|, >
n) < oo e dalla (6.35) si ha E|&]| < oo. Per il teorema appena dimostrato
m = E{;. Vediamo dunque che per v.a.i.l.d la condizione di avere il primo
momento assoluto finito sia necessaria e sufficiente per la convergenza (P-q.0.)

delle medie aritmetiche a un limite finito.
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6.38 Controesempio. Siano £1,£; ... v.aiid. con E|§]| = oo. Da (5.43) si ha
che la funzione P (|£1] > z) non appartiene a L' (€2, F,P). Inoltre dato & > 0 si
ha

14+ ) P(lalZan)=3 P(l&] 2 an).

n>l n>0
Da (6.35) e E |£1] = oo si ha che la serie nel termine a sinistra & divergente.
Applicando Borel-Cantelli II (si ricordi che le §, sono indipendenti) otteniamo
dunque che P ({|{,| > ani.s.}) = 1 e quindi, essendo « arbitrario, lim |£,,|/n =
oo con probabilita 1. Insieme alla (6.37) cid implica che P (lim |s,|/n = 00) = 1.
A sua volta si puo mostrare che cio € equivalente a

Sn
— —dq
L

lim

T

=oo (P-q.0.),

per ogni sequenza di costanti {a, }.

6.39 “Statistiche anomale”™. Supponiamo che per una sequenza di v.a.a.i.d.
£1,€2 ... si abbia E|£1|* < oo per qualche 0 < @ < 1. Mostriamo che in questo

caso si ha

(6.40)

—0, nrn—o0, (P-q.0.).

Osserviamo imnanzitutto che sn/n]ff“ — 0 se e solo se |s,|*/n — 0. Inoltre,

essendo ) < a < 1 81 ha

a4+ &al® <& * + -+ Gal%

D’altra parte, se poniamo n; = |£;| si ha E |n;| < 0o e dunque per (6.33) si ha

che
m—+---+"nn

—Em <o, (P-q0.).
n

Cio mmplica che I'insieme degli eventi elementari su cui la successione |s5|%/n
& uniformemente limitata ha probabilita 1. D’altra parte usando la {6.35) con

£ = |£1|® e 'indipendenza si ha

El6]* <oo & Y P(I€1]° 2 n) <oo & Y P(|E,| 2 n'/*) < 0.
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Borel-Cantelli I da allora

P (|&] 2 '/ s} =0.

Dunque, ad eccezione di un insieme finito di valori di n, si ha |{,] < nl/e,
Possiamo ora procedere in modo analogo a quanto fatto nella dimostrazione di

(6.33). Poniamo

) _ J &ny |En] < /e,
o {0, En] = il

(n) _ (1)
1

e sp =
e solo se 35, )/nl/“ — 0 {(P-q.0.). Per (6.31) cid accade se } 5( )/nl/“ converge
(P-q.0.) e quindi, per (6.18), se la serie ) E ({1(.:;)) /n*® & convergente. D’altra

-+ f(n) Per quanto visto si ha che s,/n'/® — 0 (P-q.0.) se

parte, si ha

(n))z

2
> =2 E L& Lgeatcnrey)
2,’0. n2le
1 T
= Z m Z E [5]2 . 1{(k_])1;a£|£1|<k”ﬂ }:|
k=1

S 1
— ZE [5? . 1{(k—1)1fu£|£1|<k1;u }} Z e
k=1 nok
< 2a
2 — Zk@ a)/a 51 Lir—1yr7= <l [<k2/ }}
2a
= 2 — ZE [€11* - Lga—ayrse <l <hrsey

=( 2a )E|§1|“<oo.
2—a

E ci6 conclude la dimostrazione di (6.40). In modo simile si pud mostrare che

se F [£1]® < oo per qualche 1 < b < 2, allora

sn —nE&

(6.41) —

=0, n—o0, (P-qo.).
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7. CONVERGENZA DEBOLE E FUNZIONI CARATTERISTICHE.
IL TEOREMA DEL LIMITE CENTRALE.

Sia £1,&2,... una sequenza di v.ali.d. bernoulliane con P({& = 1}) = p,

PH{& =0 =g, p+ag=1,es, =&+ ---+ £n. La legge dei grandi numeri

(6.26) asserisce che la successione s, /n converge in probabilita al numero p, cioé

Sn

— —p >e)—>0.

T

(7.1) P (

7.2 Lemma. Sia £, una successione di v.a. convergente alla v.a. £ in proba-

bilita. Sia inoltre f € C'(JR) una funzione continua e limitata. Allora

Ef(&) = Ef(£), n— oo

Dimostrazione. Sia ¢ > 0 tale che |f(z)| < ¢. Dato € > 0 scegliamo ¢ in modo
che |f(x) — f(y)| < € quando |z —y| < 4. Allora si ha

E (If () — F(E)]) = E (If () — F(E) |5 [6n — €| < 4)
+E(f (6n) = FE) |5 [En— €] >6)
<et2 P (|tn—t|>6).
Ora, P (|6, — €] > §) = 0 e dunque E (|f (€,) — £(€)|) < 2¢ per n abbastanza

grande; e la tesi segue dall’arbitrarieta di €. q.e.d.

Poniamo ora

Sn 1, tzp,
Fn(t)=P(;£t), F(t)={0, t<P'

dove F(t) & la funzione distribuzione della v.a. degenere { = p. Siano poi P,
e P le misure di probabilita su (MR, B(IR)) corrispondenti alle distribuzioni F,, e

F. Qsserviamo che si ha

Bi (L) = [ f@Pade),  Bsw)= [ fe)P

Dal lemma. 7.2 si evince pertanto che la (7.1) implica
(73 | 1@Patdn) > [ j@)Pide), v eCm),
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ovvero

(74) [R f(z) dF(z) — [R f(z)dF(z), YfcC(R).

In analisi la (7.3) (o la (7.4)) si chiama convergenza debole di P, a P e si indica

con P,=P (o anche F,= F'). Osserviamo inoltre che si puo scrivere

Folt) =E(L{aunxey)s F)=E(l{enp),

e dunque, per il lemma 7.2, si ha che
(7.5) Fo=F = Fo(t)— F(t), n— oo,

per tutti i € R ad eccezione del solo punto ¢ = p, dove 1(;>,) e discontinua.
Vediamo dunque che la convergenza debole F,,= F' non implica la convergenza
puntuale F,(t) — F(t), ¥t € R, ma solo per t € Pg(F) dove Po(F) C IR
& 'msieme dei punti di continuita di F, detta anche convergenza in generale.
Vedremo tra poco (Teorema 7.7) che vale anche il viceversa e dunque che con-
vergenza debole e convergenza in generale sono equivalenti. Se poi, per ogni
n > 1, F, & la funzione distribuzione di una v.a. £,, e F quella di £, allora
un modo equivalente di dire che F,,= F' e che £,, converge in distribuzione a £,
denotato con fn—dk £.

Cosi, se poniamo

Sp — TP

am=P(¢@§50, szj%[;fmﬁ,

allora il teorema di De Moivre-Laplace (2.27) asserisce che F, () — F(¢) per

ogni ¢t € IR (in questo caso Po(F') = RR), e per quanto detto cido costituisce
un’affermazione anche sulla convergenza debole di F,, a F, o anche sulla conver-
genza in distribuzione di £, = (s, —np)/,/npg a una v.a. gaussiana normalizzata.
Dimostriamo ora alcuni risultati generali di notevole interesse. Supponiamo

innanzitutto di avere uno spazio metrico completo e separabile (E,&,p) con
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metrica p = p(r,y) e o-algebra £ generata dai sottoinsiemi aperti, e una sequenza

di misure di probabilita P,P1,P»... su (E,¢&,p).

7.6 Teorema. Le seguenti proprieta sono equivalenti:
a) Pr,= P;
b) lim, P ,(A) <P (A4), per ogni A chiuso;
c) lim, P,(A) > P (A4), per ogni 4 aperto.
Dimostrazione. a) = b). Sia A chiuso, f(z) = 1a(z) e fe(z) = g(e 'p(z, 4))
con p(z, A) =1inf{p(xr,y) : y € A} e g la funzione definita da
1, 1 <0,
g(t)z{l—t, 0<2<1,
0, :> 1.
Poniamo inoltre 4. = {z : p(z, A) < €}, cosicché A. | A quando ¢ | 0. La

funzione fc(z) € limitata, continua e soddisfa

Pn(A)=[E1A(m)Pn(dm)S[Eff(a:)Pn(da:)

e dunque
@PR(A) < hfl[_,_g Je(z)P ,(dx) = [Eff(m)P(da:) <P(A4)1P(4), €l0,

che da 'implicazione cercata. L’equivalenza b) < ¢) segue subito prendendo i

complementari degli insiemi considerati. In particolare, se prendiamo un sot-
toinsieme A tale che P(3A4) = 0 ed indichiamo con A° = A\ JA la sua parte

interna e con cl (A4) la sua chiusura, allora b) e ¢) danno
limP ,(A) < imP ,(cl(4)) < P(cl(A4)) = P(4),
lim P ,(4) > mP ,(4°) > P (4°) = P(4),

e dunque per mostrare I'implicazione b) < ¢) = a), bastera mostrare che a)

segue dal fatto che P,(A) — P(A) per ogni A tale che P(JA) = 0. A questo
scopo sia f(z) una funzione continua tale che |f(z)| € M. Sia D Pinsieme, al
piu numerabile, dato da

D= cR:P{z: f(z) =1} # 0},
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e consideriamo una decomposizione 7; dell’mtervallo [—M, M] del tipo
—M=ay <a1 <---<a, =M, E>1,

con g ¢ D,:=0,...,k Siainoltre B; = {z : a; € f(z) € ai11}. La continuita
di f implica che l'insieme f~'(ai,ait1) & aperto. Percid 9B; C f'{a;} U
f_]{tI-H_]}. Ricordando che a;,aiy1 ¢ D si ha P(JB;) = 0. Ma allora per la
supposta proprieta
k k
> aiPn(Bi) >+ > aP(B
=0 =0

D’altra parte,

/f dw)—iagP

R(dz) /f

=0
Zal n(Bi) —Zal B;) Zal )—/f(:t:)P dz
=0 =0 i=0 E
k
< 20121::3{}: @iyl — a, ga, al ) — gagP (B

da cw segue la tesi per quanto visto sopra e per arbitrarieta della partizione

Tr. qed.

Nel caso particolare in cui £ = R e & = B(IR) & la o-algebra generata dalla

metrica euclidea p(z,y) = |z — y| si ha il seguente,

7.7 Teorema. La convergenza debole P ,= P & equivalente alla convergenza
F, — F in generale (cioé sull'insieme dei punti di continuita) delle rispettive

funzioni distribuzione.

Dimostrazione. Dalla dimostrazione del teorema precedente segue che P, = P
& equivalente al fatto che P ,(A) — P (A) per ogni A tale che 84 = §. Allora
se P,=P si avra in particolare P ,(—00,8] — P(—00,t] per ogni t € R tale
che P{t} = 0, ovvero F, — F in generale (abbiamo gid osservato che F(t) &

continua in #* se e solo se P {#*} = 0).
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Viceversa, supponiamo che F;, — F' in generale. Per 1l teorema precedente, per
mostrare che P ,= P sara sufficiente far vedere che lim, P ,(A4) > P(4) per
ogni aperto A. Ora, se A & aperto, sl puo trovare una collezione numerabile di
intervalli aperti e disgiunti I3, 15,... tali che A = Up 1. Dato € > 0 selezioniamo
da cilascun Iz = (ak,br) un sottointervallo I}, = (a}, b}] in modo tale che a},b; €
Po(F) e P (1) <P(I})+e-27% (tali intervalli certamente esistono poiché F(1)

ha al pili un insieme numerabile di discontinuita). Per il lemma di Fatou!,
lmP ,(A) =lIm 3 P o(5) 2 Y lmP (L) 2 Y lmP (7).
" "ok " "
D’altra parte
Po(l}) = Fulby) — Fulay) = F(b) — Flai) = P(I}).
Pertanto

ImP . (4) = 3P () 23" (P(R) - ) =P(4) -«
k k

T
e D’asserto segue per 'arbitrarieta di € > (. q.e.d.

In generale, data una sequenza di misure di probabilitd {P .}, prima ancora
di considerare la questione della sua convergenza (debole) a qualche misura di
probabilita P, s1 dovra evidentemente stabilire se la sequenza in esame converge
a una misura qualsiasi, o perlomeno ammette una sottosequenza convergente.

Non & difficile costruire esempi in cui nessuna di queste condizioni € soddisfatta.

(Lemma di Fatou) Se £, & una sequenza di v.a. non negative si ha limE¢, >
E lim, .. Dimostrazione. Poniamo 1, = infy>, &, allora 0 < g, ¢ =lim, £,
e per il teorema di convergenza dominata (vedi piu sotto) E£, > Eg, — Eg.
g.e.d.

(Teorema di convergenza dominata) Se |£,| < n P-q.0. con n € L1(Q,F,P) e
gse £, — £ con probabilita 1, allora E£, — E£. Dimostrazione. Esercizio (ad

esempio come nella dimostrazione del Lemma 7.2, con f = 1).

51



Sia ad esempio P ,, n > 1, concentrata in {n}, cicé P ,{rn} = 1. Dal momento
che lim,, P ,(a, b] = 0 per ogni a < b, una eventuale misuralimite dovrebbe essere
identicamente nulla, contraddicendo il fatto che 1 = P ,(R) /4 0. Osserviamo

che in questo caso la corrispondente sequenza {F,,} di funzioni distribuzione:

=
R={g 130
converge per ogni t € IR: lim, F,,() — F(#), tuttavia F(¢) non & una funzione
distribuzione nel senso della definizione 5.28 (perche 1 # lim, oo F(t) = 0).
Questo esempio mostra che lo spazio delle funzioni distribuzione non € compatto.
Inoltre, affinche una sequenza di funzioni distribuzione converga ad un limite
dato anch’esso da una funzione distribuzione occorre introdurre delle ipotesi che

impediscano il fenomeno della ‘fuga di massa all’infinito’.

Definizione 7.8. Una famiglia di misure di probabilita P = {P .} suuno spazio
metrico (E, &, p) si dice relativamente compatta se ogni sequenza estratta da P

contiene una sottosequenza che converge debolmente a una misura di probabilita.

QOsserviamo che in questa definizione la misura limite deve essere una misura di
probabilita, sebbene non necessariamente un elemento della famiglia P (da cui
Pavverbio ‘relativamente’). Consideriamo il caso particolare £ = IR. Allora,
data una famiglia P = {P,} su (R,B(R)), possiamo applicare un classico
teorema di selezione di Helly che garantisce, per ogni sequenza {P ,} estratta
da P, D’esistenza di una sottosequenza {P ., } e di una funzione F' tali che per
le corrispondenti funzioni distribuzionne valga F,, (f) — F(t), Vi € Pg(F).
Tuttavia, come ’esempio discusso pin sopra illusra chiaramente, la funzione ¥
puo non essere una funzione distribuzione o, che € lo stesso, la misura limite puo
non essere una misura di probabilita. D’altra parte, se P (JR) = 1 allora per il
teorema 7.7 si ha P ,, = P. Dunque, la famiglia P sara relativamente compatta
se rlusciamo ad assicurare che ogni eventuale misura limite P sia normalizzata:
P(R) =1. MaP(/R) = 1 se per ogni € >> 0 esistono a e b tali che P (a,b] > 1—e.

Supponiamo allora che per ogni € > () vi siano a e b tali che per per ogni sequenza
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{P .} estratta da P si abbia P ,(a,b] > 1 —¢, n > 1. Ora, fissata una sequenza
{P .}, questa condizione continua a valere se a viene fatto decrescere e b viene
fatto crescere e possiamo dunque sceglierli in modo da essere punti di continuita
di F. Ma allora da F,, (t) = F(t) e dal teorema 7.7 segue che P(a,b] > 1 — e
Ne segue che la famiglia P é relativamente compatta se per ogni € > () esistono
a e btali che P ,(a,b] > 1 —¢ per ogni a. Questa condizione impedisce in questo
caso la fuga di massa a cui abbiamo accennato piu sopra. D’altra parte, se tale
condizione non é soddisfatta, allora esiste un ¢ > 0 tale che, quali che siano a
e b, P,(a,b] < 1— e per ogni qualche &. Potremmo dunque scegliere P, € P
in modo tale che P ,(—mn,n] <1 —e. Se ora esistesse una sottosequenza {P,, }
debolmente convergente a una misura di probabilita ¢}, si avrebbe, per ogni
z € IR,
Q(—=z,2) < mP,, (—=, r) < BmP,, (—ng, i) <1 —¢

che & impossibile. La condizione suddetta & dunque necessaria e sufficiente. QOra,
siccome un intervallo (&, ] ha chiusura compatta ed ogni insieme compatto puo
essere contenuto in un tale intervallo, la condizione puo essere riformulata come
segue: una famiglia {P o} di misure di probabilita su (R, B(RR)) é relativamente
compatta se e solo se per ogni € > (} s1 puo trovare un insieme compatto in modo
che P o(K) > 1 — € per ogni a. Posta in questo modo la condizione ha un senso

in qualunque spazio metrico.

Definizione 7.9. Una famiglia P = {P,} di misure di probabilitd su uno
spazio metrico (£, &, p) si dice serrata (tight) se, per ogni € > 0, si puo trovare

un insieme compatto K C F tale che

supPo(E\ K) <e.
Quanto visto sopra nel caso ¥ = JR & un caso particolare di un importante
risultato generale.

7.10 Teorema (Prokhorov). Una famiglia P = {P .} di misure di probabilita

su uno spazio metrico completo e separabile (E, £, p) & relativamente compatta
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se e solo se & serrata.

Introduciamo ora un nuovo concetto che, tra le altre cose, risulta di grande

utilita per studiare il limite debole di certe sequenze di misure.

7.11 Funzioni caratteristiche. Sia £ una v.a. su uno spazio di probabilita
(Q,F,P). La sua funzione caratteristica p,(}) & la funzione a valori complessi

della variabile reale A definita da
(7.12) we(A) = Ee,
In accordo con 5.41, w¢(A) & anche Ja trasformata di Fourier-Stieltjes di Fe(x):

(7.13) wel(A) =f e dFe(x).

R
Cosl, se £ & una v.a. semplice con distribuzione pr = P({ = =), k= 1,2,...,
allora si ha

(7.14) pe(X) =) preten.
%

Se invece £ & distribuita con densita di probabilitd pe(z) allora

(7.15) we(A) = /jR ere pe(z) de,

e dunque @¢( ) & la trasformata di Fourier di p¢(z). Osserviamo che la funzione
caratteristica di una v.a. dipende solo dalla sua funzione distribuzione, e che
dunque due v.a. distribuite allo stesso modo hanno la stessa funzione caratter-
istica. Vedremo tra poco che vale anche il viceversa: se F' e (7 sono due funzioni
distribuzione con la stessa funzione caratteristica allora F(z) = G(z).

Alcune semplici proprieta sono le seguenti. Se = af + b allora
(7.16) walA) = E cAMeitt) — (Abg giral — eMoe(al).

Se poi £1,£2,...,£, sono v.a. indipendenti e 5, = £ + --- + £,, allora si ha,

usando il lemma 3.20,

(7-17) (Pau (A) — Ee‘lk(£1++£vc) —_ Ee‘lAEl . Ee‘ikgu f— H (Pg‘f (A)-
=1
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Questa proprieta & essenziale nella dimostrazione di svariati teoremi limite per
somme di variabili indipendenti con il metodo delle funzioni caratteristiche. A
questo proposito osserviamo che per diretta estensione di (5.36) al caso di n v.a.

indipendenti s1 ha che
(7‘18) Fau(t) =F§1 *"'*Fﬁu(t)

dove * indica il prodotto di convoluzione. Dal confronto tra (7.13), (7.17) e

(7.18) segue una nota proprieta delle trasformate di Fourier.

(7.19) Esempio. Sia 0 < p <1 e £ una v.a. bernoulliana con P(£{ = 1) = p,
P({ =0)=¢g=1—p. Allora si vede subito che

pe(A) = pe +q.

Se poi &4,. .., &, sono v.a.iid. come £ allora ponendo ¢, = (s, — np)/+/npq si
ha

Pe) = e Vel [peﬂ/vlﬁ + qr = [Pe"’\\/‘ﬁ—“?’ + Qe—ixmr X

Sostituendo gli sviluppi

_ 2 _ 2
pequ{q/np ZP_I_ZA %_¥+0 (l) : qe—qu/p/’nq —_ q—ZA E—Q—FO (l) ,

n n n 2n n

s1 vede che

cptu()\) — e_kzﬂ, n — 00.

24 . . .. . .
D’altra parte, come ora vedremo, e~* /2 & la funzione caratteristica di una vari-

abile distribuita normalmente.

(7.20) Esempio. Sia £ una v.a. gaussiana, cioé distribuita con densita pe(z) =

2, 2
1 —(z—m)" /20
o

con |m| < oo e o2 > 0. Allora si ha

WE(/\) — ei/\me—kzc.rzf2-
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Sia infatti n = (€ — m)/o la corrispondente v.a. normalizzata. Per la (7.16) si
ha

ee()) = Mg, (02
Sara dunque sufficiente mostrare che p,(A) = e 2/2 Siha

1 [ o, .2 1 [ o= (fAr)® 2
(Ipﬂ()\)zl\/—2_w/ ek e /2d$=‘\/—2_ﬂ_/ Z n') e /2d$
—o0 0 p=0 )

= i (3‘/\?1@ B ehe % 2 dy = i ((z;\;:‘ (2 — 1)U

n=0

S VR N o &) I T
B Z onnl Z al o C / ’
n=0 n=0

dove abbiamo usato il fatto che

1 = 2r41_—=z° /2 2n+1
— " e T dy = En*™ T =0
1./271'/_00 { !

mentre

\/%—ﬂ_/;m 2252 gy — Ey??“ =2r—-1)(2r—-3)---1=(2r — 1)!!

che si ottiene facilmente integrando per parti. Infine

@r-1t_ 1 _ 1

(2n)! )it 27pl

(7.21) Esempio. Sia £ una v.a. poissoniana con parametro p:

e fp*
Allora si ha
L efpk RO «s
aos(/\)=kze”°k—!p=e ";%=6pr(6’\—1)-
=0 =0

(7.22) Esempio. Sia £ una v.a. distribuita uniformemente sull’intervallo
[—c,cl: per —c < a < b <e,

—a
2e

P(a<{<b)=b
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Allora =i ha

1 f° . sincA
A= — ‘l)\.l“.‘d — .
pe(M) 2;.:/ ¢dr = —

—C

(7.23) Ulteriori proprieta delle funzioni caratteristiche.

1) |pe(X)] € we(0) = 1. Se poi |pe(Ao)] = 1 per qualche Ay # 1 allora £ &
concentrata su {a + nh}n,cn per qualche a € Re h = 2n/)o.
(Dimostrazione.) La prima proprieta & evidente. Per la seconda osserviamo che
nelle sotto le ipotesi fatte si puo trovare un numero @ tale che wg(A) = gihas,

Pertanto
/ M7 dFg(z) = M = / e (z) =1
R ¥4

che equivale a
/ [1 —cos(ho(z — a))] dFe(z) =10
R

Essendo 1—cos (Ag(€ — a)) > 0, per la proprieta (5.44)-IX si ha cos (Ag (£ —a)) =

1 (P-q.0.), che a sua volta & equivalente a

Z P{{=a+nh} =1, g.e.d.

neN

2) pe(A) & uniformemente continua per A € IR.
(Dimostrazione.) Cid segue dalla disuguaglianza e (A+h)—pe(N)]| = |Eetré(ehe —
1)| < E|e**¢ —1| e dal teorema di convergenza dominata, per cui E [e**¢ —1| = 0
quando A — 0. q.e.d.

3) Se £ ha un momento assoluto di ordine r > 1, cioé se E|{|™ < oo, allora ¢ (A)

ha n derivate continue e tp(n)(ﬂ) =:"EL" SepolE[f|" <ocoperognin>1le

o EEME

(7.23) v - R < 00,
allora.

[ o] -A T
(7.24) pe() =Y %Eg“, VA < R.

n=0
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(Dimostrazione.) Prendiamo innanzitutto n = 1 e consideriamo il rapporto

incrementale

h h

Essendo |(e*"* — 1)/h| € z e E|{| < 00, dal teorema di convergenza dominata

pe(A+h) —pe(A) _ E oiré (eihg - 1) _

segue che il limite limy 0 Ee‘.kﬁ(e‘.hﬁ — 1)/h esiste ed & uguale a

. irg et —1 . iIXEN . Az
lim Ee 5 =:E(fe™) =1 | ze"dF(x).
R

Percio c,o'é(/\) esiste ed & uguale all’(ultima )espressione scritta qui sopra. A
questo punto possiamo facilmente procedere per induzione in n per ottenere la
prima parte della proprieta 3. Per ottenere la (7.24) assumiamo innanzitutto

che E [£]|™ < oo ed osserviamo che essendo

(cos(P1z) + ¢sin(Paz))

+

. n—1 .. k v m
T =cosx+isinx = Z (z) (2)
k! n!

con |91|,[d2| €1, si ha

O i (i’:f!)n (cos(P1 ) + i sin(P2 A6))

P k!

con ¥; = Ji(w), ¢t = 1,2, e quindi

[N . (?:)")k k
(7.25) Ec™=3%" B+ Ra(Y),
k=0 )

dove Rn(A) = ((zA)"/nDE [£" (cos(P1 AE) + £sin(P2AE) — 1)], cosicche

R.(M)] =
3A"E |£|™/n! Vale osservare da E |£|™ < oo e dal teorema di convergenza domi-
nata si ha che R,(A) — 0 quando A — 0. Supponiamo ora che E [£|™ < oo per
ogni n > 1. Allora, dato 0 < A < R, dalla formula di Stirling si ha

]E(EIH )" < 1 ﬁm(/\Em )" <1=>m(/\ E[¢| )”<1
n n e-A n n € n n!

e la tesi segue dalla (7.25), dalla stima del resto R, e dal test di Cauchy per la

convergenza delle serie. q.e.d.
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4) {Formula d’inversione) Per ogni intervallo (a,?) si ha

— &

c e—iAa —Ab
(7.26) lim i/ ————we(A)dA=Pg{la,B)} + %Ps{a} + %P ¢{b}.

c—oo 2'}1’ e Z/\

Da cui segue in particolare che due se due v.a. hanno le stesse funzioni carat-
teristiche allora hanno anche le stesse distribuzioni di probabilita (teorema di
unicita).

(Dimostrazione.) Applicando il teorema di Fubini troviamo

1 c e—i)\a o e—'ikb 1 c e—ila o e—ikb .
— ————— (A dA = — T — Aop .(d dA
9% v or J_. B (/Re el m))

T J_
1 ¢ gmita =i
— ﬂ/IRP,E(d;c)/ — ¢ dX

—cC

Se ora nell’ultimo integrale usiamo la formula di Eulero per l’esponenziale e
osserviamo che 'intervallo d’imtegrazione é simmetrico attorno a A = (} troviamo,

dopo alcuni semplici passaggi,

1 € e—iha _ o—iXb c(z—a) sin s

1
o7 |, Tﬁos(/\)d/\=fﬂps(d$);£($_b) P dps.

Ora, I'integrale % fci(;__;;) Si—':‘_.’idp & uniformemente limitato in ¢ e dunque

c _—tha __ _—iAd c{z—a) _:
lim i/ ig&g(/\)d/\z/. P ¢(dz) lim 1/ Ll 1P
2A B c—¥oo T c{z—b) 23

= / T, o(2)Pe(dw),
g5

dove
0 sezx<a,
% se r = a,
Top(z) =<1 sea<z<bh,
% se £ = b,
0 sez>bh

L’asserto finale segue ora da (7.26) e dal fatto che nelle suddette ipotesi le due
corrispondenti funzioni distribuzione devono assumere gli stessi valori su tutti i

punti di continuita, e dunque devono comcidere dappertutto. g.e.d.
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(7.27) Problema. Sela funzione caratteristica (i) = flR e‘-kr‘dF(x) e analitica
in un intorno di A = 0, allora esistono due costanti ' > 0 e & > 0 tale che

P{(#,00)} =1—-F(#) £ Ce "

Mostriamo ora un risultato che insieme alle (7.17) e (7.20) fornisce uno stru-
mento potente per studiare la distribuzione limite di somme di variabili aleatorie

indipendenti.

(7.28) Teorema di continuiti. Sia {F,} una successione di funzioni dis-

tribuzione e {,} la corrispondente successione di funzioni caratteristiche:

wn(}) = Aﬁ € dF, ().

Sia inoltre F' una data funzione distribuzione e ¢ la sua funzione caratteristica.
Condizione necessaria e sufficiente per avere F, = F' & che pn(A) — ¢(A) per
ogni A € k.

Dimostrazione. La necessitd segue immediatamente dal fatto che e'** & uni-
formemente limitata in modulo e applicando la definizione di convergenza debole

alla parte reale e alla parte immaginaria di €**®. Per la sufficienza, osserviamo

che per 1l teorema di Fubini s1 ha

21—& _2(1 — @a(A))dA = /R (21—& /_1(1 - ei*z)d/\) P, (dz)
=/R (1_ sintm:) (d)
1
z /|.7:|>2/'a ( |ﬂ$|) Fald

>Priz:|z| > 2/a)-

Ora, siccome @ & continua nell’origine e ©(0) = 1, per ogni dato € si pud trovare
un numero @ in modo che ;= [ (1—p(A))d) < e. D’altra parte v, converge a
e dunque vi sara un intero rng tale che 21—0 fja(l—tpn(k))d/\ < 2eperognin > npe
dunque, per quanto trovato pit sopra P, (z : |z| > 2/a) < 2¢ se » > no. Dimin-

uendo @ se necessario possiamo sempre fare in modo che questa disuguaglianza
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sia verificata anche per I'msieme finito degli n con n < ng. Dunque {P,} &
gerrata. Per il teorema 7.10 bastera dunque mostrare che ogni sottosuccessione
{P ..} che converge debolmente, converge a P. Ora se P,, = P’ quando
k — oo, allora per I'implicazione di necessita vista sopra P’ deve avere funzione
caratteristica ¢, ma allora per il teorema di unicita (corollario di (7.26)) deve

essere P/ =P. q.e.d.

Vediamo ora alcune applicazioni immediate del teorema precedente allo studio
del comportamento di somme di v.a.1.1.d., riservandoci di discutere m seguito
il caso piu interessante di somme v.a. indipendenti ma distribuite m modo
arbitrario. Mostriamo innanzitutto come si puo facilmente ottenere la legge
(debole) dei grandi numeri sotto le stesse ipotesi del teorema 6.33 (e dunque

senza poter usare la seconda disuguaglianza di Chebyshev).

7.29 Legge dei grandi numeri. Siano £1,...,&, v.alid. con E|§1| < o0 e

8n="~8+ -+ &n. Allora s,/n converge in probabilita al numero m = E£;.

Dimostrazione. Da (7.16) e (7.17) si ha

Panjn(A) = {wsl (%)] N

Ora, essendo E |£;| < oo si ha per (7.25),
9951()“) = 1+)“m+o()“): A— 0,

e dunque, per ogni A € R,

(J\) L Am ()\)
v |l - )1=14+:—+o0| =), n— oo,
n n n

. Am AN iAm
Ps,, falA) = {l—l—z?—l—o(;)] — "™,

Ma la funzione (i) = €*™ & continua in 0 ed & la funzione caratteristica della

da cul si ottiene

v.a. degenere £ = m. Per il teorema 7.28 ci6 mostra che sn/n—d> m. D’altra
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. 7 . . .. d . .
parte non & difficile rendersi conto (esercizio) che £, — ¢ con ¢ costante implica
che £, — ¢ in probabilita (dunque, nel caso in cui la v.a. limite sia degenere &

vero anche il viceversa del lemma 7.2). q.e.d.

7.30 Teorema limite di Poisson. Per ogni n > 1, siano date n v.a. indipen-

denti £,1,...,&,, tali che

P(f«nk= 1)=Pnk, P(&nkZO)ank, pnk"’@'nk:l;

Supponiamo che maxj<i<n Pnk — 0ma Y., Pak — p > 0 quando n — oo. Se
poniamo s, = £p1+ - - - + €nn, allora per ogni m = 0,1,2... s1 ha

T

e fp

P(sp=m)— , n — 00.

!

Dimostrazione. Siha Ee**s = p, 1 e** 4.1 € dunque per la. (7.17) e per n — oo,

=[] (pore™ + qni) H (1 4+ par(e™ —1)) — exp (p(e** — 1)),
k=1 fale

e I’asserto segue da 7.21 e 7.28. q.e.d.

7.31 Teorema del limite centrale per v.a.i.i.d. Siano &,...,¢, v.adld.

(non degeneri) con E£? < o0 e s, = &1+ --- + £,. Allora

sn—Es 1 £ 2

P2 —< — _T‘/Qd', te R.
(V;a*rb’n - )—> V2?T/.—ooe ’ ©

Z e N = (8n —Esn)/y’%acrsn.

©n,. (A) = {tpsl—m (J/\W)] n.

Ora, essendo E ¢} < oo si ha per (7.25),

Dimostrazione. Poniamo Ef; = m, Varéy = o

Allora =i ha

2A2
2

Co—ml(A)=1— + o(3?), A =0,

e dunque, per ogni A € R,

2)\2 13" 2
= [ 22 o ()] s e

20n n
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e D’asserto segue da 7.20 e 7.28. q.e.d.

7.32 Teorema del limite centrale per somme di v.a. indipendenti. Sia

£1,...,&n una sequenza di v.a. indipendenti con E£? < oo, per ogni ¢. Poniamo
mi=E&, 0 =Var&, s, =Y. &, d2 =Y 0 0% e sia F(t) laf.d. della v.a.
£;. Supponiamo moltre che valga la condizione di Lindeberg: per ogni € > 0

1 T
(733) % Z/r:|r—m-|>cd }(LB - m')QdF‘(‘T:) — O! n — o0.

Allora

5, — E s 3
n n e % /2
(734) P (401,; ) o / e, 1R

Dimostrazione. Supponiamo senza perdita di generalita che m; = E£; = 0, Ve.

Posto t,, = s,/d,, per quanto visto in precedenza sara sufficiente mostrare che

P, (A) = %u( ) Hc,og,( ) e X2 n 0.

A tale scopo consideriamo le rappresentazioni

2 3
ﬂl _1+Zz_z_+ﬂ2:)|,z| :

=141z +

valide per ogni z € IR e 0 < |#1(2)|,|92(2)| <€ 1. Usando tali rappresentazioni e
il fatto che m; = f zdF;(z) = 0 otteniamo

oe) = [ Peire)

A2 A2 AP
=1+ S’ dF; — - w2 dF; + |—/ 92 |zPdF..
2 J|z|>ea, |o|<ed., 6 Jls|<ed,

Inoltre si ha

1 _
- / D 22dF: = 9, / 22 dF:
2 J|z]>ed. |z|>ed.

per qualche 91 = 91(}, ¢, n) con |¥1] £ 1/2; e similmente

1/ 192|$|3d1:;-=§2/ ed,z?dF;
6 |z]| <ed. |z| <ed..
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con |#3] € 1/6. Poniamo anche

Ain = + 2dF:, Bin =

—/ w2 dF;,
F |II<Edu d?; |.7:|zedu

cosicche 4;, < 62,
T

> (Ain+ Bin) =1,

=1

e, per la condizione di Lindeberg,
Z Bin—0, n—ooo.
=1

Mettendo tutto insieme abbiamo trovato che

A XA o .
e (E) =1 =0 4 M Bin ¢ AP Dpdin =t 14 Cin,y

dove, per n abbastanza grande,

< A2 3
]Iélftéxn|0 | < A% + €| Al

3 |Cinl A e|AP.

i=1

Ricordiamo ora che per ogni z € R con |z| < 1/2 si ha che
In(l+2) =3 (-1)* 1 =z 4822
n
n>l

dove ¥ = ¥(z) soddisfa |}(z)| < 1. Dunquesi ha, per ogni A fissato, n abbastanza

grande ed ¢ abbastanza piccolo,

A
]Il(P&', (d_) = 111(1 + Oin) = Cin + ﬂincz?n: |ll;in| é 15

e quindi

Inps, (A) =D Inpe(M) = Cint+ > 9inCl.
=1

=1 i=1
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Ora
thn = (1 - Z Atn) +)‘2 Z "-9] )‘)ZJ ';"3) tn+6|/\|3 Z'g? /\J ZJR)A”“
i=1 i=1 i=1

e per quanto visto sopra, per ogni ¢ > 0 possiamo trovare ng e € > 0 in modo

che per ogni n > ng st ha

b2 2q

2 TE
’\—+Zc
i=1

e, nello stesso tempo,

Z ﬂlncﬂan

=1

< roax |0m|2|0m| < (A2 + e APYA +¢AP) <

=1

l\.'él"-‘»-:

e infine
2

% —|—111(pt”(/\)‘ < 4.

Quindi, per ogni A € R,

e, (A) M2, 1, n— oo, q.e.d.

7.35 Osservazione. Vediamo alcuni casi speciali in cui la condizione di Linde-
berg & soddisfatta:

a) supponiamo che sia soddisfatta la condizione di Lyapunov: per qualche § > 0

1 T
T i=1

Sia ora dato € > (. Allora si ha
Bl —mif** = [ o - miar(z)
R
> ] & — m;*TdF;(x)
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e dunque

1 O 2 1 1 ¢ 244
- T — ey dFlLB S—— E{i—mi .
a ;/{zﬂz—mnzedu}( J AR = G s ; | |

E dunque la condizione di Lyapunov implica quella di Lindeberg.

b) Siano £1,£2... v.ai.i.d. con media m = E¢; e varianza 0 < 0% = Var{; < .

Allora

n

1 < / , \
— (x—m;)"dF;(z) = — |z—m|*dFi(z) — 0
di ; {I:lr_mlzfdu} nJ? {I:ll‘—mlzfﬂ'\/‘!—t}

perche {z : |z — m| > eor/n} | ) quando » — oco. Pertanto la condizione di

Lindeberg & soddisfatta e dunque (7.31) segue da (7.32).

c) Siano £1,&; ... v.a. indipendenti, uniformemente limitate, cioe tali che
& < K < o0, Vi,

e che moltre valga d, — o0, n — o0. Allora si ha, usando la disuguaghanza di
Chebyshev,

(z —mi)*dFi(e) = E [(& — m:)® L{jg—ma|>e )]
/{lr:lr—m|26d“} { > J

2
a;

ed?’

TL

< (2K)?P (|6 — mi| > edy) < (2K)?

e quindi, ancora una volta, la condizione di Lindeberg e soddisfatta.

7.36 Osservazione. Se poniamo
(7.37) B(z) = / ey
V2 J oo

e tn = (8n — E s5)/dn, allora (7.34) implica che per ogni = € R,
(7.38) Fi (z) = ®(z), n —oc.
Dal momento che ®(z) & continua la convergenza & in realtd uniforme:
(7.39) sup |Fy, (z) — ®(z)| =0, n — oo.

IR
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In particolare cio implica che
(7.40) P(sn € 1) %@(ﬂ), n — 0o.

(10 s1 esprime talvolta dicendo che per n abbastanza grande s, e distribuita mn
modo approssimativamente gaussiano con media E s, e varianza d°.

Una stima della velocita con cui i limite (7.39) ¢ raggiunto si pud ottenere
sotto 'ipotesi che le §; siano v.a. indipendenti identicamente e uniformemente
distribuite con E|£1* < oo. In questo caso si ha la disugnaglianza di Berry-
Esseen:

E|§1—E§1|3_

(7.41) 52%|Ftu($) —P(z)| £C ot /n

7.42 Altre distribuzioni limite. In alcune situazioni & necessario considerare
distribuzioni che decadono cosi lentamente che flR z?dF(z) = oo. In questo caso
sl ottengono distribuzioni limite di natura diversa. Ad esempio se £, ... sono
v.a.i.id. distribuite con densitd p(z) tale che p(z) = p(—=2) e p(z) ~ e1/|z|*H!
per qualche costante ¢1 > 0 e 0 < a < 2, allora se poniamo 1, = sn/’n]}“ (cfr.
(6.39)), la sua funzione caratteristica o, (A) converge per ogni A € R ad una

—cao |Al*

funzione caratteristica della forma. e , per qualche costante c2 > 0.
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