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Introduccion

En el proceso de ensefianza y aprendizaje de las matematicas se hace fundamental el uso de
representaciones de los objetos en una variedad de sistemas semioticos de representacion,
mas especificamente en diversidad de registros semidticos (Duval, 1999), pero en especial
se hace necesario apropiarse de posibilidades para transformar una representacién semidtica
de un objeto matematico en otra. Tales transformaciones entre representaciones semioticas
se dan tanto al interior de un mismo registro de representacion semidtica como entre
registros diferenciados, transformaciones que Duval denomina tratamientos y conversiones,

respectivamente.

Duval reconoce la conversién como una de las operaciones cognitivas fundamentales para
el acceso del sujeto a una verdadera comprension, y centra la mirada en las dificultades de
aprendizaje de las matematicas en dicho proceso. No obstante, en matematicas, las
transformaciones de tratamiento entre representaciones semiéticas —al interior de la
variedad de registros utilizados—, no so6lo resultan fundamentales sino que podrian ser
fuente de dificultades en los procesos de comprension de las matematicas por parte de los
estudiantes. Usualmente se afirma que los problemas cognitivos estan relacionados con la
conversion, mientras que lo relacionado con el tratamiento no suele considerarse como un
problema relevante para la construccion del objeto matematico. Es decir, este autor destaca
explicitamente la complejidad que conlleva el reconocimiento de un mismo objeto a través
de representaciones completamente diferentes, en tanto producidas en sistemas semidticos
heterogéneos (conversion), pero no destaca la complejidad asociada a transformaciones

realizadas al interior de un mismo sistema semidtico de representacion (tratamiento).

La presente investigacion esta orientada a documentar el fendmeno relacionado con las
dificultades que encuentran algunos estudiantes para articular los sentidos asignados a
representaciones semidticas de un mismo objeto matematico, obtenidas mediante

tratamiento. Se realiza una descripcién y un analisis de los procesos de asignacion de
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sentidos de nueve estudiantes, seis de grado 9° y tres de grado 11° con base en el trabajo
realizado por ellos en tres pequefios grupos en relacion con tareas especificas, en las que se
indaga por el sentido asignado a ciertas representaciones semidticas y se requiere realizar
transformaciones de tratamiento. Se asume un enfoque de investigacion cualitativo,
realizando un anélisis de tipo descriptivo-interpretativo, desde diferentes perspectivas
tedricas, tomando como referencia trabajos de Bruno D’ Amore, Raymond Duval, Juan D.
Godino y Luis Radford.

Asi, este trabajo se sitla en un contexto semidtico, y estudia de manera general la relacién
semiosis-noesis en la construccion de conocimiento matematico por parte de estudiantes de
grados 9° y 11° de la educacién basica y media, respectivamente; estudio que, sin ser
exhaustivo, incluye aspectos sobre la actividad matematica, la comunicacion sobre objetos

matematicos emergentes y la construccion cognitiva de los objetos matematicos.
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1. Planteamiento de la Investigacion

En la primera seccion de este capitulo se describen dos situaciones, a manera de ejemplo,
que contextualizan y permiten plantear explicitamente la pregunta de investigacion. En la
segunda se presenta, de manera sucinta, los antecedentes sobre el tema especifico de esta
investigacion y, en la tercera seccion, se presenta una delimitacion del problema de

investigacion.

1.1  Ambito de investigacion

En las dos situaciones presentadas a continuacion se puede evidenciar, en particular, una de
las complejidades asociadas a las transformaciones semidticas de tratamiento, relacionadas
con el cambio de sentido asignado a un objeto matematico (D”Amore, 2006b), o con la
articulacién de sentidos asignados a un objeto matematico. En principio, el «sentido» es
asumido aqui como un significado parcial, asociado mas a lo contextual e incluso a lo
temporal. Cada contexto ayuda a generar sentido —aunque no todos los posibles sentidos—
(Font & Ramos, 2005). Es necesario reconocer la complejidad asociada al concepto
significado, e incluso que en la actualidad atn no se cuenta con una teoria compartida sobre
este concepto (D"Amore, 2005a), existe una diversidad de definiciones y todavia esta
vigente el debate sobre el tema. Siguiendo ideas de Godino & Batanero (1994), se asumira
que el significado de un objeto (institucional/personal) es el sistema de préacticas
(institucionales/personales) asociadas al campo de problemas de las que emerge dicho

objeto en un momento dado.’

» Situacion 1. Propuesta a estudiantes de 5° grado de educacion bésica (en Italia). Calcular la

probabilidad del siguiente evento: lanzando un dado se obtenga un nimero par.

! Una precision sobre el uso de los términos sentido y significado en didactica de las matematicas se
abordara posteriormente en este escrito (ver seccion 2.5).

10
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Después de trabajar en pequefios grupos, con la orientacion del profesor, comparten que, en
tanto los resultados posibles al lanzar un dado son 6 y los que hacen verdadero el evento son 3,
la respuesta es 3/6. También reconocen que dicha probabilidad se puede expresar como 50%, en
tanto aceptan la equivalencia entre 3/6 y 50/100, propuesta por el profesor. Incluso, algunos de
los alumnos reconocen que hablar del 50% significa que se tiene la mitad de la probabilidad de
verificarse el evento respecto al conjunto de los eventos posibles y que, por lo tanto, debe ser
valida como respuesta la expresion Y, la cual es aceptada y validada por los demas comparieros

y por el profesor; es decir, los sentidos asignados a los objetos mateméaticos son compartidos.’

Una vez concluida la sesion de clase, el investigador les plantea a los estudiantes que la fraccién
4/8 también seria una respuesta adecuada, si se tiene en cuenta que es equivalente a 3/6. Los
estudiantes y el profesor manifiestan que no y, por su parte, el profesor del curso afirma que la

fraccion 4/8 no puede representar el evento porque las caras de un dado son 6 y no 8.

En este caso, ¢qué explica este «cambio» en los sentidos asignados a las representaciones
de los objetos matematicos antes compartidos?, o, mejor, ;Por qué no se “articulan” los
diferentes sentidos, los “significados parciales” asignados a las representaciones, en uno
mas “amplio”? Si 4/8 es el resultado de tratamiento de 3/6, ;por qué el sentido del objeto

matematico “probabilidad de obtener un resultado par lanzando un dado” no se “conserva”

con 4/8?

» Situacion 2. El sentido asignado por estudiantes universitarios (en Italia) a la ecuacion

X’+y*+2xy-1 = 0 es de “una circunferencia” y al de la ecuacion el de “una suma que

X+y=——
X+Yy

tiene el mismo valor que su reciproca”. Reconocen que, mediante transformaciones de
tratamiento, pueden pasar de la primera ecuacién a la segunda, pero ante la pregunta: ¢la
segunda ecuacidn representa 0 no una circunferencia?, encuentra respuestas como las

siguientes.

Estudiante A: Absolutamente no, una circunferencia debe tener x2+y2

Estudiante B: Si se simplifica, jsi!

Si bien la primera ecuacion no corresponde a una circunferencia, no es de interés en este

(13

trabajo abordar dicho aspecto; lo interesante aqui es que, en el primer caso, ‘“‘ser

2 posiblemente sea mas adecuado afirmar que “se tienen por compartidos”, al menos por parte del
investigador.

11
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circunferencia” esta asociado a una cierta expresion, que es vista como icono y que, en el
segundo, la transformacion semiotica (de tratamiento) es la que da o no cierto sentido a la
expresion; al realizar la transformacion se genera un «cambio de sentido». El objeto
matematico “circunferencia” esta aceptado Yy relacionado con la primera ecuacion, pero no
es aceptado con la segunda ecuacion, aunque ésta es obtenida por tratamiento de la primera

¢Por qué?

Desde lo descrito en las situaciones anteriores, los sentidos asignados a cada una de las
representaciones especificas de un objeto matematico, al parecer, no tienen vinculo alguno
entre si que posibilite su articulacion. Se cuenta con evidencia, en una variedad de
situaciones, en diversos niveles de escolaridad (D" Amore, 2006b), respecto a un «cambio
de sentido» cuando una representacion semidtica se transforma en otra, al interior de un

mismo registro de representacion.

Hechos similares a los anteriormente descritos han sido evidenciados en el contexto
colombiano por el autor del presente trabajo de investigacion. Se plantea asi la necesidad de
indagar la complejidad del “sentido de los objetos matematicos”, asociada a la pareja

(representacion semiotica, objeto).

Una interesante relacion inicial entre sentidos y comprensién es presentada por Radford
(2004, p. 15):*

Objeto S
e
/\ n
Y <t
Presentacidn 1 Presentacion 2 Presentacion 3 i
d
~ 0
~
Sintesis de presentaciones en relacion con conceptos de razon Com-
< pren-
sion
Objeto conocido ~

3 En autor presenta esta relacién basado en Kant, quien cuestiond la idea de que el objeto conceptual sea la
extension del objeto concreto o que sea abstraccién de lo particular.

12
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Si se incorporan resultados de trabajos posteriores de este autor, en los que plantea que los

conceptos u objetos de conocimiento se componen de estratos de generalidad y que el

significado debe asumirse como emergente de actividades reflexivas mediadas, en su

dimensién personal y cultural (Radford, 2010), dicha relacién puede afinarse un poco mas.

Asi, como lo propone Santi (2011, p. 289), el esquema anterior puede re-elaborarse de la

siguiente manera:

Estratos de generalidad

\.L/

Objeto(s)
conocido(s)

Objeto 1 Objeto 2 Objeto 3
Y
v v v
Actividad Actividad Actividad
reflexiva reflexiva reflexiva
mediada mediada mediada

A
oOQ =3 ®D®Ww

Com-
pren-

sion

Ahora bien, de situaciones como las dos referidas anteriormente, surgen

interrogantes:

e ;Qué origina estos cambios de sentido?

e ;Por qué la dificultad para articular sentidos?

e ;Qué criterios permitirian caracterizar un “cambio de sentido™?

algunos

e ;/Se trata del desconocimiento por parte del sujeto de las reglas propias de un
registro semiotico que le dificulta realizar una transformacion de tratamiento?

e ;Esta dificultad esta asociada a cada contexto y a que en él exista o no algun tipo de

“motivacion” para realizar una transformacion?

e ;/Qué explicaciones son posibles desde un punto de vista cognitivo? ¢cuales desde
una perspectiva sociocultural?

Este estudio esta orientado por la siguiente pregunta de investigacion:

¢ Que explica la dificultad que encuentran los estudiantes para articular
los diferentes sentidos asignados a representaciones de un objeto
matematico obtenidas mediante transformaciones de tratamiento?

13
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1.2  Antecedentes

En los ultimos afios se han retomado con cierta fuerza los estudios sobre representaciones
semioticas y sus relaciones con el funcionamiento cognitivo, entre los que se destacan los
desarrollados por Raymond Duval en las ultimas dos décadas; como lo reconoce D”Amore
(1999/2006a, p. 272), “sus analisis estan obligando a reflexionar de un modo nuevo a todo

aparato cognitivo puesto en accion en el acto del aprendizaje de la matematica”.

En ciertos contextos cotidianos, y en algunos campos de conocimiento cientifico, es posible
acceder a los objetos directamente mediante la percepcion o la utilizacion de instrumentos;
0, de manera indirecta, haciendo uso de representaciones de tales objetos. En otros campos,
sin embargo, el acceso via representaciones no solo resulta atil sino obligatorio. Las
representaciones de los objetos, como lo plantea Duval (2004, p. 17), son producidas

haciendo uso de sistemas de representacion de diferente naturaleza.*

En matematicas, en particular, el aprendizaje de los objetos es en primera instancia
conceptual;” el sujeto no entra en “contacto” directo con los objetos, pues estos no son
accesibles ni perceptual ni instrumentalmente. En tanto no son posibles las referencias
ostensivas de tales objetos, se hace necesario servirse de representaciones.® En palabras de
Duval, “[la] mediacién semiotica es tan indispensable en matematicas como la mediacion
instrumental para la observacion de los fenomenos” (p. 18). Sin embargo, en tanto en los
procesos de aprendizaje es usual que el acceso a un objeto matematico se realice via una de
sus representaciones,’ este hecho hace posible que se generen dificultades si no se toma
conciencia 0 no se hace explicita la diferencia entre el objeto y la representacion mediante

* Como lo afirma este autor, tales sistemas pueden ser no semidticos —redes neuronales (como las
diferentes formas de memoria), instrumentos fisicos (como microscopios y telescopios)—, o pueden ser
semidticos (por medio de signos). La produccién de una representacion semidtica, necesariamente, es
intencional. Esta es, para algunos autores, la diferencia entre semiética y semiologia.

> para Duval, la adquisicién conceptual de un objeto pasa por adquirir representaciones semiéticas, esto
es, representaciones por medio de signos.

® Estas representaciones pueden ser discursivas —usando lenguas naturales o lenguas formales—, o pueden
ser no discursivas —mediante figuras geométricas o grafos cartesianos—.

" Como se menciond en la seccion inicial, en el proceso de aprendizaje de las mateméticas se requiere
apropiarse de una variedad de sistemas semidticos de representacion, asi como también de las posibilidades
de transformar una representacion semidtica en otra —productos culturales que han posibilitado el desarrollo
de las matematicas—.

14
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la cual se “accede” a ¢l, pues podria suceder que el objeto sea confundido con una

representacion especifica de éste.®

De acuerdo a Duval (1999/2004, p. 20), en tanto todo conocimiento matematico debe
servirse de representaciones y movilizar una variedad de sistemas semioticos de
representacion de sus objetos, resulta prioritaria la dupla (signo, objeto), o (representacion
semiotica, objeto). Asi, en el proceso de aprendizaje de las matematicas, los estudiantes
requieren apropiarse de dicha variedad de sistemas semioticos de representacion y, en
especial, de las posibilidades de transformar una representacion semiética en otra, sea tal

transformacion de tratamiento, o de conversion (Duval, pp. 44-45).

En relacién con el planteamiento anterior, es importante aclarar que el hecho de usar una
determinada representacion no garantiza la existencia del “objeto matematico” al que se
hace referencia. Por ejemplo, la funcion definida mediante la expresion f(x)=|x|, cuyo
dominio es el conjunto de los nimeros reales, es derivable para cualquier real diferente de 0
y f'(x) representa la derivada de la funcion f en el punto X, es decir, f'(x) existe para todo
namero real x diferente de 0. Si bien es usual hacer referencia a la derivada de f en 0, la
cual se representa por f(0), no por ello se le puede asignar existencia como “objeto

matematico’.

Por otra parte, es necesario llamar la atencion sobre un hecho que en principio resulta
paraddjico: (Coémo se explica que la actividad sobre los objetos matematicos solo sea
posible mediante representaciones semioticas, si el aprendizaje de los objetos matematicos
es un aprendizaje conceptual? Es otras palabras, si el objeto matematico no es accesible ni
perceptual ni instrumentalmente no es posible decidir si algo es representacion de dicho
objeto; pero, por otra parte, si no se cuenta con representaciones del objeto, no es posible
adquirir conceptualmente tal objeto. Esta paradoja, reconocida explicitamente por Duval en

1995, sera analizada en el desarrollo de este trabajo.

8 Por ejemplo, por las maneras en que se trabaja el &lgebra escolar, es usual que los estudiantes consideren
los polinomios como objetos del algebra y no como representaciones de una funcion polindmica. En el trabajo
aritmético, en la escuela primaria, los nimeros son los signos mismos que los representan.

15
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En el contexto internacional son varios los trabajos de investigacion que abordan
especificamente problemaéticas relacionadas con las transformaciones semidticas, entre los
cuales se resaltan los realizados por Duval (1995/1999, 1999/2004, 2006a); D"Amore
(2006b); Godino, Batanero & Font (2007); Font, Godino & D'Amore (2007); D"Amore &
Fandifio (2008) y Santi (2011). En el contexto nacional, se destaca el trabajo realizado por
Ledn (2005), en el que reporta dificultades asociadas a tratamientos entre representaciones

en registro figural.’

Una investigacion reciente en la que especificamente se aborda la dificultad para articular
los sentidos asignados a representaciones de un mismo objeto matematico, es la
desarrollada como tesis doctoral por Giorgio Santi (2011),*° quien siguiendo ideas de
D’Amore (2006), estudié las dificultades que encuentran los estudiantes cuando tienen
que atribuir el mismo significado a diferentes representaciones de un mismo objeto
matematico. En particular, presenta un andlisis de un experimento de ensefianza realizado
con estudiantes de educacion media en Bologna (lItalia), en un trabajo sobre la tangente.
Dicho analisis se realizd haciendo uso de dos herramientas tedricas, una, tomada de la
Semiotica Cultural de Radford (2006b): la objetivacion, vy, otra, tomada del
enfoque ontosemiotico de Godino (2003): la funcidn semidtica.

En el trabajo antes referido, Santi (2011, p. 306) parte de reconocer que las matematicas,
en tanto han recurrido a la transformacion de signos dentro de sistemas semioticos, se han
convertido en la forma refinada de racionalidad que hoy conocemos y que, por tal razon,
“la actividad matematicay el aprendizaje de matematicas son, intrinsecamente, una

actividad semiotica”. Plantea que

[...] para comprender como se utilizan los signos, debemos tener en cuenta, dentro de un
enfoque cultural y social, la actividad reflexiva mediada que subyace a la coordinacion de registros
semioticos. La cuestion del significado y cambios de significado se desplaza desde el objeto que

% En esta tesis doctoral se reportan, en particular, dificultades asociadas con la relacién pitagorica,

especialmente cuando se realizan modificaciones mereoldgicas de las figuras, esto es, modificaciones de las
relaciones entre partes de dichas figuras. El poco desempefio de los estudiantes en tratamientos figurales hace
gue recurran a registros algebraicos para la realizacion de tratamientos (p. 310); este cambio de registro hace
que se produzca un “cambio de sentido” de la relacion pitagérica, desde lo geométrico a lo numérico.

9 George Santi y Pedro J. Rojas, autor de la investigacién aqui reportada, hacen parte del Grupo de
Investigacion NRD de Bologna (Nucleo di Ricerca in Didattica). Algunas de las ideas relacionadas con las
tesis doctorales de estos autores han sido discutidas conjuntamente, y socializadas en seminarios internos del
grupo NRD que dirige el Dr. Bruno D" Amore.
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los signos representan a la practica que ellos logran y median. Se pas6 dela cuestion de

coordinacion de los sistemas semidticosa la cuestion dela integracion de sistemasde la

practica de la cual emerge significado.
Este autor presenta evidencias con respecto a que “el significado no puede ser
identificado s6lo conla relacion entre unarepresentacion semioticay su objeto
de referencia” (p. 306), y destaca que para dar cuenta de la complejidad de las matematicas
comoun esfuerzo cultural e individual no es suficiente “reducir el aprendizaje Yy
el pensamiento matematico auna coordinacion de muchas representaciones con una
denotacion comtn” (p. 306). Tomando como referencia el objeto matematico “tangente”,
pone de manifiesto que la dificultad en la construccion de un significado unitario de este
objeto no se remonta so6lo a la falta de transformaciones semioticas, pues se requiere que las
practicas que los sujetos exponen a través de diferentes medios semidticos se sinteticen en
un significado cultural unitario. Plantea ademas que las dificultades de los estudiantes para
atribuir sentido a las diferentes representaciones de un objeto matematico comun estan
relacionadas con el tipo de procesos de objetivacién y con las funciones semioticas que

ellos son capaces de establecer.

1.3 Delimitacion del problema de investigacion

En esta investigacion se pretende tanto describir el fenémeno relacionado con la dificultad
para articular los sentidos asignados a representaciones de un mismo objeto matematico,
obtenidas mediante transformaciones semiéticas de tratamiento, como explicitar elementos
de analisis sobre dicha dificultad. Se parte del hecho de que la verbalizacién de los procesos
de pensamiento y accién proporcionan importantes informaciones, no sélo a partir de
materiales escritos —como pueden ser los obtenidos mediante instrumentos de indagacion
(tareas o cuestionarios)—, sino también a partir de procesos de interaccion —como los
generados en los trabajos con pequefios grupos o mediante entrevistas—. Como opcion
metodoldgica se trabajara la entrevista estructurada basada en tareas, realizada a pequefios

grupos de estudiantes de grado 9° (educacion bésica) y de grado 11° (educacién media).™

1 En Colombia la escolaridad, previa a los estudios universitarios, est4 organizada en 11 grados,
agrupados en 3 niveles: Educacion Basica Primaria (5 grados, edades entre 6 y 10/11 afios), Educacion Béasica
Secundaria (4 grados, entre 11/12 y 14/15 afios) y Educacion Media Vocacional (2 grados, entre 15/16 y
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El trabajo en pequefios grupos, basado en tareas, ofrece mayores posibilidades de
interaccion que posibilitan reconocer interpretaciones realizadas de los objetos matematicos
involucrados en dicha tarea e identificar los sentidos asignados a las expresiones, ademas
de reconocer algunas razones que posibilitan o no dicha asignacion de sentidos y la

articulacion de estos.

Desde la perspectiva de Goldin (2000, p. 526), en el disefio de la investigacion se hace
necesario distinguir cuidadosamente entre lo que esta controlado parcial o totalmente de lo
que no lo esta; por ejemplo, usualmente se realiza un control sobre las tareas,*? sobre las
preguntas de la entrevista (el lugar para realizarla y el tiempo asignado) y sobre las
sugerencias ofrecidas, pero no siempre se puede tener control de la comprension que tienen
los estudiantes de algunos temas que podrian tener efectos importantes en la indagacion.
Por otra parte, afirma este autor, se debe distinguir lo que se observa de lo que se infiere o

deduce de las observaciones empiricas.

16/18 afos). Las edades de los estudiantes en un mismo grado de escolaridad, en algunos casos, puede diferir
en 2 o 3 afios. Esta diferencia de edades se debe, entre otros, al ingreso tardio de los estudiantes a la educacion
formal, a la desercion (no culminacion del afio escolar por bajo rendimiento académico o retiro por problemas
socio-econdmicos), 0 a la repeticion de grados debido al no cumplimiento de “estandares” o “logros”
asociados a cada uno de los grados o grupos de grado.

12 Abordando variables como “el contenido matematico y la estructura, la complejidad y la estructura
lingiiistica y semantica” (Goldin, 2000, p. 520). La tarea presentada (no la tarea interpretada) debe estar sujeta
a control experimental.
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2. Fundamentaciéon Tedrica

El andlisis de las producciones de los estudiantes reportado en esta investigacion se realizd
desde varias perspectivas, orientado desde tres propuestas tedricas, con niveles
diferenciados de uso de las mismas. Por una parte, el enfoque estructural-funcional de
Raymond Duval (2004), empleado basicamente para identificar el campo de investigacion,
en tanto permite realizar denominaciones que posibilitan ver y describir el fenémeno a
estudiar. Por otra parte, el enfoque sociocultural de Luis Radford (2006b) y el enfoque
onto-semidtico del grupo de Juan D. Godino (2003), utilizados para explicar y comprender
las producciones de los estudiantes, en tanto no solo reconocen hechos cognitivos sino
también culturales e historicos. Para estos dos ultimos autores, el uso de sistemas formales
de signos es un fendmeno emergente de los sistemas de practicas enmarcados social y

culturalmente.

En la primera seccidn se realiza una presentacién sobre dos elementos de tipo general de la
perspectiva tedrica asumida en esta investigacion: el pragmatismo y la semidtica. En tres
siguientes secciones de este capitulo se presenta una breve descripcién de cada uno de los
tres enfoques antes mencionados, enfatizando nociones o conceptos que seran asumidos
para el desarrollo de esta investigacion; en la quinta y Ultima seccidn, se presentan
elementos especificos, particularmente en lo que tiene que ver con el concepto de sentido,

asumidos para la realizacion de dicho analisis.

En el siguiente diagrama se presenta una organizacién tematica de los aspectos abordados

en este capitulo:
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Perspectiva general
» Pragmatica

* Semidtica
Enfoque
Estructural
| |
Enfoque Enfoque
Sociocultural Ontosemiético
|
b |
Sentido

Diagrama 1. Organizacion tematica

2.1 Perspectiva tedrica general

El lenguaje se ha constituido para el ser humano en manera de describir el mundo y de
comprender sus producciones, generando a su vez la necesidad de construir culturalmente
significados. Desde los planteamientos de Jerome Bruner (1990/2006), el lenguaje se
adquiere en su mismo uso, en procesos de interaccién, donde las funciones e intenciones

comunicativas estan establecidas, adquisiciones que son bastante sensibles al contexto.

La forma de vida del ser humano, como lo plantea dicho autor (pp. 30-32), depende de
formas de discurso compartidas, de significados y conceptos compartidos,™ que se hacen
publicos en cada cultura, lo cual posibilita negociar entre seres humanos las diferencias de
interpretacion y de significado; reconociendo que los sistemas simbdlicos usados por los
individuos en la construccion de significado preexisten y estan arraigados en el lenguaje y
la cultura; es a través de los sistemas simbdlicos que los seres humanos construyen y dan
sentido al mundo. Se vive publicamente, es decir, no aisladamente, mediante significados e
interpretaciones que deben ser publicamente accesibles; si los significados no se comparten

con otros, no tienen utilidad. La cultura, y la busqueda de significado dentro de la cultura,

13 Quizas sea mas adecuado afirmar que tales significados “se dan por compartidos™.
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son las verdaderas causas de la accion humana (p. 38). En otras palabras, es la cultura la
que moldea la vida y la mente humanas, confiriendo significado a la accion (p. 52).

Ahora bien, el proceso de comunicar a otros un “modelo mental” personal, relativo a un
concepto, como lo plantea D’Amore (2006, pp. 169-171), exige una “traduccion”
consciente a un “modelo externo” de dicho concepto, en un cierto lenguaje (verbal oral o
escrito, gestual, grafico, iconico, figural,...). Para el caso de las matematicas, y en relacion
con la problematica asociada a la “traduccion” de un modelo interno a uno externo, este
autor cita trabajos de Bruner, en particular de 1966, donde se plantea que se requiere el uso
de diversas modalidades de representacion: (1) Ejecutiva (o enactiva), representando
eventos con un acto motriz, o en el cual se utiliza el mismo cuerpo o su parte para
representar, como el movimiento de una mano, (2) Icénica, representando mediante
imagenes abstractas eventos o situaciones reales, especificamente con figuras, dibujos o
iconos que conservan cierto parecido con lo representado y (3) Simbdlica, representando
algo Unicamente con simbolos; postulando ademés que dichas modalidades de

representacion se dan y se desarrollan de un modo evolutivo.

En esta seccidn se presentan, de manera sucinta, ideas basicas que fueron asumidas como
marco tedrico general en el desarrollo de esta investigacion, sobre la relacion entre accion
humana y lenguaje, ademas de elementos sobre el estudio de los sistemas de signos que
median la comunicacién. Estas constituyen las bases epistemologicas del trabajo de

investigacion.

2.1.1 Pragmatica. Las ciencias, vistas como actividad humana, posibilitan interpretaciones
para comprender los fenémenos del mundo, sin que por ello se deba asumir que existan
maneras privilegiadas de hacerlo. Las problematicas tienen diferentes facetas y existen
maneras diversas de interpretarlas y abordarlas; maneras que deben ser analizadas,
contrastadas, criticadas, avaladas o replanteadas de acuerdo a su utilidad y eficacia. En esta
investigacion se asume un enfoque filoséfico pragmatista, en el que necesariamente se

alude a la experiencia, tipicamente humana.** En palabras de Nubiola (2004, p. 5):

4 Desde los planteamientos de Wittgenstein (1958/1999, p. 48), filésofo, l6gico y lingiiista austriaco
(1889-1951), no se trata solo de examinar el uso que de las palabras hacen los sujetos en situaciones
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La busqueda de certezas incorregibles caracteristica de la modernidad es un desvario de la razén.
Para el pragmatista la busqueda de fundamentos inconmovibles para el saber humano, tipica de la
modernidad, ha de ser reemplazada por una aproximacion experiencial y multidisciplinar, que puede
parecer mas modesta, pero que muy probablemente sea a la larga mas eficaz. El pragmatista no
renuncia a la verdad, sino que aspira a descubrirla, a forjarla, sometiendo el propio parecer al
contraste empirico y a la discusion con los iguales. El pragmatista sabe que el conocimiento es una
actividad humana, llevada a cabo por seres humanos, y que por tanto siempre puede ser corregido,
mejorado y aumentado.

Desde un enfoque pragmatista como el de Richard Rorty,™ las ideas no solo son asumidas
como orientadoras de la accion, sino que su validez e importancia se derivan de la utilidad
y eficacia en una situacion o problema dado, que satisfaga las necesidades o requerimientos
de un sujeto o sociedad.'® Asi, no hay “verdad objetiva” sino que la verdad es producto de

acuerdos, es circunstancial. Como lo plantea Adolfo Vasquez (2005, p. 201):

Esta filosofia critica también la idea de una racionalidad ahistorica, capaz de definir de antemano
el caracter de lo que es moral y de lo que no lo es, y finalmente rechaza la pretendida objetividad
de los hechos y de las explicaciones que de ellos nos forjamos.

En particular, y siguiendo planteamientos de Rorty (1991, p. 25), la realidad es descrita
mediante el uso de lenguajes, pero no es pre-existente a estos, se desarrolla con ellos, nace
con ellos, adquiere sentido con ellos. El lenguaje humano es contingente —puede suceder o
no, puede ser de un modo o de otros—, y la realidad se va configurando en, y a través de, los
lenguajes. Por tanto, las descripciones de mundo y la verdad no pueden ser independientes
del ser humano. La realidad es el conjunto de acuerdos entre seres humanos. EI mundo, por
su parte, es un conjunto de eventos, de hechos y no tanto de cosas. Interpretando este autor,
“solo las proposiciones pueden ser verdaderas, y [...] los seres humanos hacen las verdades
al hacer los lenguajes en los cuales se formulan las proposiciones” (Vasquez, p. 208). Es
decir, no hay algo que pueda considerarse como una “realidad objetiva”, sino grupos
humanos con discursos diferenciados y la “objetividad” debe ser vista como el deseo de
persuadir y llegar a acuerdos no forzados. En particular, no hay una jerarquia entre las

disciplinas o géneros discursivos de las ciencias o de las humanidades, y el lenguaje

especificas, sino también de reconocer la existencia de reglas sociales de uso de los signos en juegos de
lenguaje, en contextos determinados.

15 Richard Rorty (1931-2007), fisico y epistemélogo estadounidense.

16 Utilidad, “entendida como lo que se usa dentro de contingencias -sin otro fundamento que ella misma
[...] aceptando la contingencia de nuestros puntos de vista” (Darés, 2001, p. 96). Lo que es contingente, lo es
en un tiempo y lugar determinado y puede no resultar Gtil en otro tiempo o en otra situacion. La temporalidad
y la utilidad se convalidan, pues, mutuamente en el &mbito de las contingencias (Daros, p. 97).
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cientifico es sélo uno de los posibles lenguajes. Usando términos de Wittgenstein, el

lenguaje cientifico slo es uno de los posibles juegos de lenguaje.

Como lo afirma Rorty, el lenguaje es contingente (pragmatico, util, resultado de
negociaciones verbales o conceptuales), y su utilidad se da en un cierto tiempo y lugar

determinados. En términos de Dards (2001, p. 98):

Las cosas son en el tiempo [...] nuestros problemas, nuestro sentido de existencia, nuestra filosofia
s6lo se explica dentro de éste nuestro mundo, en situaciones e interpretaciones culturales de

espacio y tiempo determinados.

Por tanto, no es posible asumir la existencia de un léxico, preferible a los demaés, que
permita representar la realidad “tal como ésta es”. Arqueros (2005, p. 2), siguiendo ideas de

Rorty, plantea que:

No es posible una conciencia pre-linglistica capaz de percibir una realidad a la que el lenguaje
deba adaptarse lo mas fielmente posible [...]. El mundo si estd ahi afuera pero las descripciones
del mundo no y son éstas las que son verdaderas o falsas (propiedades de las proposiciones dentro
de Iéxicos). Solamente existe una disposicién a emplear el lenguaje que han usado nuestros
ancestros y una conciencia que es tal dentro de un lenguaje determinado.

A su vez los léxicos pueden redescribirse entre si. La redescripcion es un proceso en el cual se
incorporan las situaciones u objetos a teorias que sirven para explicarlas y definirlas aunque en
términos distintos a los propios; a los usados por los sujetos.

Para Rorty la idea representacionalista de considerar el lenguaje como medio (de
representacion o de expresion) entre nosotros y la realidad no es operativa. Conocer algo
no consiste en captar, representar o expresar ese algo (por ejemplo, un término en una
teoria) de una determinada manera que sea considerada exacta, sino adquirir habitos para
hacer frente a la realidad, lo importante es su utilidad y eficacia en situaciones dadas
(Garma, 2006, p. 1). No se trata, sin embargo, de aceptar un relativismo, seglin el cual “una
creencia es tan buena como la otra”, sino que “lo Gnico que puede decirse de la verdad o
racionalidad es describir los procedimientos que nuestra sociedad utiliza en su indagacion”
(p. 4). Desde los planteamientos de Rorty, como lo plantea William Daros (2001), el

conocimiento o el pensamiento:

es un hacer acompafado de creencias justificadas. El conocimiento no esta constituido por un
acto entre las personas y los objetos, sino entre las personas y las proposiciones que expresan lo
que las personas creen. A estas creencias justificadas se les puede llamar conocimiento (p. 101).

La busqueda de coherencia entre creencias es lo que da unidad a la persona en medio de las
contingencias: es lo que forma y educa (p. 116).
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Y aprender consiste

[...] en saber manejarse con creencias que son utiles y en saber ser eficaz: si deseo tales o cuales
fines debo saber usar tales o cuales medios. Primeramente, como no sé qué hacer, obro con
finalidad y sentido: luego, al ver los resultados de la accién comienzo a corregirla para ser eficaz,
y obtener ahora consciente y practicamente lo que deseo (p. 119).

Plantea entonces que, aprender a manejar conceptos es aprender a manejar lenguajes,

codigos, palabras:

Pensar es saber expresarse con palabras, las cuales no son depositarias de verdades, sino un
medio util para lograr cosas ... [Las palabras] no representan exactamente las cosas; son
herramientas que los hombres usan para actuar [...] aprender y ensefiar implica adquirir la
suficiente confianza para apoyarnos en nuestras creencias porque ellas son pragmaticamente
Gtiles para obrar en el mundo, mediante el lenguaje, abandonando la busqueda del ser de las
cosas en si mismas (la verdad, la objetividad, lo absoluto) (p. 119).

En sintesis, para Rorty, la mente humana es vista como trama de creencias y deseos. El
conocer o el pensamiento, expresado con palabras, es un hacer acompafiado de creencias
justificadas, que resultan pragmaticamente Gtiles para obrar personalmente y socialmente
en el mundo. Por tanto, lo importante no es analizar la naturaleza de la realidad o la verdad,
sino las explicaciones dadas sociohistéricamente por grupos humanos. De hecho,

“naturaleza” y “verdad” necesitan un absoluto a priori que la pragmatica rechaza.

Rorty, al igual que Habermas, es un pensador hermenéutico. Ademas de reconocer la
necesidad de interpretar textos, de redescribirlos para contextualizarlos y acercarse a la
comprension de las expresiones, reconoce la importancia del otro y el derecho a la
diferencia. Para Habermas (1990, p. 84), "entender una expresion significa saber como
puede servirse uno de ella para entenderse con alguien acerca de algo”. Los juegos de
lenguaje de Wittgenstein juegan un papel importante en la configuracion que hace
Habermas de una teorfa de la interaccién social generada por actos de habla,*’ donde el
reconocimiento de reglas en los procesos de interaccion de los hablantes posibilita
consenso. En palabras de Vygotsky (1987) “la regla que rige el lenguaje interiorizado es el
predominio del sentido sobre el significado, de la oracion sobre la palabra y del contexto

sobre la oracion” (p. 189).

7 Una teoria social mediada por el lenguaje, la Teoria de la Accién Comunicativa; denominada también
pragmatica trascendental. Otros enfoques pragmaticos son: La pragmatica de la comunicacion o enfoque
interaccional (conocido también como Escuela Palo Alto) y la pragmatica del lenguaje humano.
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Para hacer parte de una cultura, el hombre construye consensualmente y socialmente
significados. Wittgenstein, desde los juegos de lenguaje, hace un planteamiento pragmatico,
reconociendo la intersubjetividad y el hecho que los sujetos identifican reglas en ella.
Wittgenstein (1958/1999, p. 23, 48) plantea que el significado de una palabra coincide con
su uso, el cual es tan variado como los juegos de lenguaje; ademéas, como lo plantea Rorty
(1993), se reconcilia con la idea de que “el que un enunciado tuviese sentido dependia
realmente de si otro enunciado era verdadero —un enunciado acerca de la practica social de
las personas que utilizaban las marcas y ruidos que componian ese enunciado”, y comparte
la interpretacion que hace Pears (1988, p. 67), respecto a que para Wittgenstein las

“condiciones de sentido son inefables™:

La idea rectora [de Wittgenstein] fue que podemos ver mas lejos de lo que podemos decir.
Podemos ver todo el trayecto hasta el extremo del lenguaje, pero las cosas mas lejanas que vemos
no pueden expresarse en enunciados porque son las precondiciones para decir cualquier cosa.

El sentido de una proposiciéon esta dado por el papel que desempefia en una practica
determinada, pero no siempre sea posible explicarlo mediante palabras (Wittgenstein, pp.
33-36).

La relacion de los seres humanos con el mundo, como lo plantea Bagni (2009),*® no tiene
un caracter cognitivo-observacional, sino practico-comprendente. En relacion con el
contexto escolar, como lo reconoce este autor, los estudiantes deben dar sentido a frases o
proposiciones, a partes de un discurso que poco conocen, o que incluso desconocen, deben
dar sentido a signos particulares, deben “hacer hablar” a dichos signos; asi, los aprendices
deben moverse en el plano de la interpretacion activa de los signos, en el plano de la
hermenéutica. Lo planteado hasta ahora enfatiza un hecho que es asumido en esta
investigacion: los sujetos de un grupo, en procesos de interaccion en torno a una tarea
especifica, necesariamente parten de interpretaciones diferenciadas de las palabras, de los
signos y de las representaciones; y es en dicha interaccion que van explicitando los sentidos

asignados y construyendo consensualmente significados requeridos para abordar la tarea.

2.1.2 Semiotica. Los seres humanos, reconocen la importancia de la comunicacion en la

vida social. Entre las diversas formas de comunicacién, ademas de las que usan los

'8 Giorgio Tomaso Bagni (1958-2009), matematico y epistemoélogo italiano.
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lenguajes naturales, estan la visual, la tactil, la sonora, la gestual, y en cada una de ellas
requerimos el uso de signos (ya sea emision de sonidos, “manchas” sobre un papel, gestos,
entre otros) que se asumen, y son asumidos por otros, como dotados de algun significado;
aunque se reconozca que en ocasiones tales significados no necesariamente son
compartidos. Los signos son usados para referir algo en el mundo (cosas, sentimientos,
ideas, etc.), en un cierto contexto y con un cierto sentido.

La semidtica precisamente hace referencia a la disciplina que estudia los signos en general,
0 mejor, que estudia los sistemas de signos y esta ligada a una intencién comunicativa. En
principio el signo puede ser visto como todo aquello que, para un sujeto, esta o hace las
veces de otra cosa (el objeto del signo), aunque no en todos sus aspectos, sea que dicha
cosa “exista” o no. El origen de la semidtica moderna Se asocia a De Saussure y a Peirce,lg

hacia finales del siglo XIX.

Es importante aclarar que, en realidad, semidtica no fue el término utilizado por De
Saussure sino semiologia. Aunque la mayoria de autores los consideran como términos
equivalentes, en la actualidad algunos autores consideran que éstas refieren dos disciplinas
diferenciadas;?®® asi, mientras la semidtica asume explicitamente una intencién
comunicativa, para lo cual requiere contar con sistemas de signos socialmente compartidos
—se interesa mas por lo interpretativo—, la semiologia no se preocupa, segun esta corriente,
por si existe 0 no tal intencion comunicativa sino por las estructuras semioticas —se interesa

mas por lo estructural—.

Para De Saussure, cuyo interés fundamental fue el estudio y comprension de la lengua, la
semiologia es la ciencia que estudia los signos en el seno de la vida social —en qué
consisten y qué reglas los rigen—. Los signos, vistos como union de dos elementos de
naturaleza psiquica: significado (identificado con concepto) y significante (identificado con

“imagen” producida por la sucesion de sonidos o marcas graficas)," permiten expresar

9 Ferdinand de Saussure (1857-1913), lingiiista suizo.
Charles Sanders Peirce (1839-1914), légico y filésofo estadounidense.

20 \fer, por ejemplo, Greimas, A. & Courtés, J. (1986). Semiotica. Dizionario ragionato della teoria del
linguaggio. Firenze: S.E.S. s.r.l.-La casa Usher.

2 Como lo afirma Castafiares (1985, p. 372), el “significante” podria ser asociado, desde el punto de vista
triadico, con signo, pero considera que la identificacion entre significado y concepto es, por lo menos,
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ideas que un “emisor” comunica a un “destinatario” y no pueden verse como simples
“marcas” ni por fuera de un sistema; asi, como se menciono anteriormente, De Saussure

asume una vision estructuralista (como lo reconoce Radford, 20063, p. 8).

El introduce algunos conceptos basicos de la linglistica moderna, como aquellos de
sincronia y diacronia, lengua y habla, signo, significado y significante (concepto asumido
por todos los estudios posteriores sobre linglistica que llevan a las ciencias de la
comunicacion), introduce la idea de arbitraridad del signo lingtistico. De Saussure concibio
también la lingiistica como parte de un estudio mas amplio de los signos, la semiologia. La
lengua, entendida como producto social de la facultad del lenguaje, es para De Saussure un
conjunto de convenciones utilizadas por un cuerpo social para permitir el ejercicio de tal

facultad en los individuos.

Significante y significado estan ligados por una relacién de presuposicion reciproca: la
forma expresiva articula el contenido; el contenido puede ser manifestado sélo a través de
una forma significante. Por esto se dice que significante y significado son como dos caras
de una misma moneda. Uno de los motivos de la inseparabilidad de significado y
significante reside en la naturaleza misma de la relacion que no es ni natural ni
convencional, sino radicalmente arbitraria, lo que es innecesario e inmotivado. La relacién
de reenvio entre significante y significado es posible gracias a una doble exclusion entre
dos significantes entre si y los significados entre si y la correspondencia de las clases de las
dos entidades psiquicas indica, de hecho, la nocién de valor, en el sentido saussuriano del

término.

Para algunos autores, la misma semioética de Piaget se enmarca dentro de esta tradicion
saussureana (Radford, 2006a, p. 12). Piaget reconoce la importancia de la habilidad para
representar algo a través de un signo o un simbolo o cualquier objeto,?* para lo cual
introduce el concepto de funcidon semidtica, la cual surge cuando hay una diferenciacion
entre significado y significante; diferenciacion que, afirma Radford, “provee al significado

(signifié) con una permanencia espacio-temporal y abre la posibilidad de que un mismo

reduccionista, en tanto el significado puede ser entendido, desde el punto de vista triadico, mas como un
interpretante.

%2 Jean Piaget (1896-1980), bi6logo y epistemélogo suizo.
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significante pueda referir a varios significados” (p. 13). Como lo plantea este autor, para
Piaget, la funcion semiotica incluye “la imitacion diferida, el juego simbolico, la imagen
mental, los gestos y el lenguaje natural”.?

Pasando a Peirce, para ¢l la semidtica es “la doctrina de la naturaleza esencial y de las
variedades fundamentales de semiosis posibles” (Eco, 1986, p. 20); entendiendo por
semiosis “una accion, una influencia, la cual es, 0 involucra, una cooperaciéon de tres
aspectos, tales como un signo, su objeto y su interpretante, esta influencia tri-relativa no es

- : 24
de ninguna manera resoluble en acciones entre pares”.

Desde este enfoque, afirma Castafiares (2000), y a diferencia de la semidtica saussuriana,
no se establece un vinculo entre semidtica y linguistica. En De Saussure esto era necesario,
en Peirce no. En la semantica peirciana los signos estan conectados unos con otros, y es
gracias a esta conexién que puede haber representacion. Este autor reconoce ademas que
“nuestra experiencia de la realidad se nos da ya "semiotizada’, es decir, inserta en los

procesos de semiosis” (p. 5), y aclara en qué sentido asume Peirce el sujeto:

o0 bien es un fendbmeno de naturaleza semidtica (el hombre es un signo que se despliega y desarrolla
segun las leyes de la inferencia, como dice en CP 5.313) o bien es un sujeto trascendental (la mente
para la que el interpretante es un efecto) o cuasi-trascendental (la comunidad de intérpretes, que
seria el sujeto de la semiosis ilimitada). Mas all4 de estas consideraciones no hay en Peirce una
teoria del sujeto en el que éste pueda ser considerado, al tiempo que una realidad exterior a la
semiosis misma, su motor (Castafares, 2000, p. 8).
Eco (1986) considera mas amplia la definicion de semiotica dada por Peirce y plantea que
actualmente las investigaciones en este campo son muchas y de maltiples tipos, asociadas a
sistemas de comunicacion “naturales” o “espontaneos” y a otros considerados culturales.
Por ejemplo, la comunicacion tactil, la comunicacion entre animales, los cddigos musicales,
los lenguajes formales y los lenguajes naturales; para este autor “todos los fendémenos de
cultura pueden convertirse en objetos de comunicacion [...] una semantica desarrollada no

puede ser otra cosa que el estudio de todos los aspectos de la cultura vistos como

% para Piaget el lenguaje es condicion necesaria del pensamiento, mas no suficiente.

24 La semiosis es vista como proceso de significacion, en decir, como objeto de estudio de la semiética.
Asi, puede entenderse por semiosis cualquier tipo de proceso o actividad que involucre signos. Por su parte,
Duval (1995/1999), llama semiosis a la “aprehension o produccion de una representacion semiotica” y llama
noesis a los “actos cognitivos como la aprehension conceptual de un objeto, la discriminacion de una
diferencia o la comprension de una inferencia” (p. 14).
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significados que los hombres se van comunicando paulatinamente” (p. 26) y plantea que la

semidtica estudia todos los procesos culturales como procesos de comunicacién (p. 28).%

Por su parte, Radford (2006a) plantea que, ademas de las dos tradiciones semidticas antes
referidas, estarfa una tercera representada por Vygotski (1934/2001),%° quien pone de
relieve el papel de lo social en la génesis de la significacion, planteando que “el signo
desempefia una funcion mediadora entre el individuo y su contexto, y permite, ademas, ese
pasaje entre lo interpsicoldgico y lo intrapsicologico que asegura la reconstruccion interna

de la accidn, esto es, de su internalizacion” (p. 11).27

Como lo afirma Wertsch (1988), Vygotski reconoce que si bien en el lenguaje hay un
potencial implicito de descontextualizacion, usado sobre todo en la reflexion abstracta,
“una parte de la organizacion lingiiistica tiene sus raices en la contextualizacion [...] la
estructura e interpretacion de los signos linglisticos depende de sus relaciones con el
contexto en que estos aparecen” (p. 109-110), y basa la explicacion del habla interna en la
nocién de sentido.?® Parte de que la interaccién social es posible sélo en tanto la realidad es
reflejada por el pensamiento humano de manera generalizada, es decir, tal interaccion se
basa en la generalizacion —el signo es usado con un significado generalizado—; sin embargo,
una caracteristica en el habla interna es el predominio del sentido de la palabra sobre el

significado.

Para Vygotski, la cuestion del sentido no es un problema de ambigiiedad lexical o de distinciones
del significado que se mantienen constantes en diferentes contextos de habla. A la inversa, la
nocion de sentido tiene que ver con los aspectos contextualizados de la significacion y la
organizacion linguistica. De aqui que refleje su interés por cdmo la mediacion semiética de las
funciones mentales superiores puede utilizar un potencial del aspecto contextualizado de la
organizacion linglistica y la interpretacion (Wertsch, 1988, p. 136).

% Para Eco el significado de un término no es otra cosa que una “unidad cultural” (p. 61), entendiendo por
unidad algo que esta definido culturalmente y que se distingue como entidad.

% Lev Semidénovich Vygotski (1896-1934), psiclogo bieloruso.

27 Vygotski establecié una analogia entre signos y herramientas, en tanto la funcién mediadora que
desempefian; a las herramientas conceptuales las llamé «signos» (Wersch, 1988, p. 93).

%8 \Jygotski (1934/2001) comparte con Paulhan que “el sentido de la palabra es la suma de todos los
sucesos psicoldgicos evocados en nuestra conciencia gracias a la palabra” (p. 333), su formacién es dindmica,
variable y compleja, con diferentes zonas de estabilidad, y el significado “es s6lo una de esas zonas del
sentido, la mas estable, coherente y precisa”. Afirma que la palabra “adquiere su sentido en un contexto y,
como es sabido, cambia de sentido en contextos diferentes” (p. 333), mientras el significado permanece
estable ante los cambios de sentido de la palabra en contextos diferenciados.
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Finalmente, y como vinculo entre los anteriores planteamientos tedricos, de caracter
general, y el andlisis de datos realizado, se presenta una perspectiva teorica en el
campo de la Educacion Matematica, que se explicita de manera sucinta en las
siguientes tres secciones, en las cuales se describen tres enfoques especificos que seran

tenidos en cuenta, de manera diferenciada, en este proceso de mediacion teorica.

2.2 Enfoque estructural-funcional

En los ultimos afios el estudio de aspectos relacionados con la semi6tica ha sido abordado
en y desde campos Yy disciplinas diversas; particularmente, se ha avanzado en el estudio de
los sistemas semidticos especificos de las disciplinas, reconociendo por supuesto al
lenguaje natural como sistema semidtico por excelencia. En particular, en el campo de la
didactica de la matematica, Raymond Duval (1995/1999) destaca que toda iniciacién en las
matematicas pasa por una apropiacion individual de sistemas semidticos de representacion
especificos y desarrolla un trabajo en el que se reconoce la importancia de abordar

semidticamente la comunicacion.

En matematicas, a diferencia de la mayoria de disciplinas, no es posible acceder a sus
objetos desde la percepcion, sino a través de representaciones, usando una gran variedad de
sistemas semioticos de representacion, los cuales requieren ser apropiados por un sujeto
que pretenda adquirir conocimientos y estudiar los objetos propios de esta disciplina, en
tanto algunos de estos sistemas culturalmente se han constituido en instrumentos
generadores de conocimiento. Ademas del uso del lenguaje natural, se requiere del uso de
diversos sistemas de representacion para los numeros, del lenguaje figural, del lenguaje
algebraico, de graficos cartesianos, de representaciones tabulares, entre otros sistemas

semidticos de representacion.

Para Duval (1999/2004, p. 16), toda representacion esta constituida por tres polos;
e ¢l objeto representado
e ¢l contenido de la representacion, es decir, o que una representacion presenta
del objeto

e laforma de la representacion, es decir, su modalidad o su registro.
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Asi, lo importante no es tanto la representacion como el sistema semidtico que posibilita su
produccion; en palabras de Duval (1999/2004, p. 43), “una representacion no puede ser
comprendida independientemente del sistema que permitid producirla”. Este autor
denomina registros semioticos a aquellos sistemas con reglas que permiten combinar
signos y “efectuar a su interior transformaciones de expresion o de representacion” (p. 44),
es decir, aquellos que posibilitan transformar cualquier representacion semidtica en otra
representacion semiética.?’ Reconoce que se apela al término registro como una manera de
“designar la perspectiva que consiste en analizar los conocimientos desde la optica de la
adquisicién no de los objetos sino de los sistemas productores de representaciones que
permiten al sujeto alcanzar tales objetos” (p. 64) y destaca tres actividades cognitivas de
representacion inherentes a la semiosis (Duval, 1995/1999, p. 30),% que debe posibilitar

todo registro semiotico:

1) Elegir un registro semidtico, al interior del cual producir signos perceptibles, que
puedan ser identificados como representacion de “alguna cosa” en un registro

semidtico determinado.

2) Transformar representaciones, al interior de un registro semidtico de
representacion, para obtener otras representaciones en el mismo registro, haciendo

s6lo uso de las reglas propias del sistema.

3) Convertir las representaciones producidas en un determinado registro semiotico, en

representaciones en otro registro semiotico.

Desde los planteamientos de dicho autor, la actividad cognitiva en matematicas requiere no
solo del uso de diferentes sistemas semidticos de representacion, pasando por la distincién

entre el objeto y su representacion,®* sino también de la articulacién de estos diferentes

2% Si bien todo registro es un sistema de representacion, lo contrario no se cumple. Por ejemplo, las sefiales
de trénsito constituyen un sistema semidtico de representacion, pero no son un registro semiético —no
posibilita transformar representaciones—; mientras que el lenguaje natural y el lenguaje algebraico, entre otros,
si lo son. El lenguaje de las flores, especialmente usado en la época victoriana para enviar mensajes cifrados
(rosas rojas: pasion, rosas amarillas: amistad, girasol: respeto; significados que actualmente se conservan en
ciertos contextos), seria otro ejemplo de un sistema de representacion que no es registro semidtico.

%0 Semiosis, entendida como “la aprehensién o la produccion de una representacion semiotica” (p. 14).

3! Diferenciar, por ejemplo, el nimero de las distintas maneras de escribir dicho nimero, o un objeto
geométrico de una figura que lo representa. Duval (1995/1999, p. 69) insiste sobre la necesidad de no
confundir el objeto (lo representado) con su representacion (el representante) y que, para no hacerlo, “cuando
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sistemas semidticos. En relacién con los registros semioticos, diferencia dos tipos
especificos de transformaciones entre representaciones semioticas: tratamientos y
conversiones (Duval, 1999/2004, p. 44). Un tratamiento es una transformacion de una
representacion semiotica en otra representacion semiotica, al interior de un mismo registro
(por ejemplo, un célculo numérico, o la aplicacion de una propiedad a una expresion
algebraica), es decir, se trata de una transformacion interna a un registro; mientras que una
conversion es una transformacién de una representacion en un cierto registro, en otra
representacion en un registro diferente (por ejemplo, la representacion HHl, en el registro
figural, puede transformarse en la representacion 2, en el registro de escritura numérica), es

decir, se trata de una transformacion externa al registro inicial.*

Para Duval, el problema central del aprendizaje en matematicas estd asociado a la
transformacion de conversién, en tanto necesidad de reconocer representaciones totalmente
diferentes, producidas desde registros diferentes, como representaciones de un mismo
objeto; reconociendo que esta coordinacién de registros de representacion, esencial para la

actividad matematica, dista de ser una actividad simple y natural.

Ahora bien, es importante precisar que, en la tesis que aqui se reporta, el enfoque de Duval
(1995/1999, 1999/2004) se emplea basicamente para identificar el campo de investigacion,
en tanto permite realizar denominaciones que posibilitan ver y describir el fenémeno a
estudiar; en particular, permite distinguir los dos tipos de transformaciones semidticas atras

mencionadas.

La primera de las tres actividades cognitivas, la eleccion de un determinado registro para
representar, reviste de gran importancia,® pues quien quiere comunicar algo debe decidir
qué registro es conveniente para resaltar lo que él quiere poner en relieve de ese algo,
hecho que orienta la eleccion de uno y no otro registro (D”Amore, 2004, 2005), vy tal

eleccion depende de la comunidad en la cual se esta trabajando, pues habria una cierta

la intuicién directa del objeto no es posible, es necesario disponer de varias representaciones semidticamente
heterogéneas de ese objeto, y coordinarlas”. La comprension de representaciones semiodticas que procede de
una coordinacion de registros, es denominada “comprension integrativa” (p. 69).

%2 En péarrafos posteriores se plantea la necesidad de tener en cuenta la relatividad de los registros (ver,
por ejemplo, D" Amore, 2004).

%% Lo cual es reconocido explicitamente, por ejemplo, desde enfoques socioculturales.
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relatividad de los registros dependiendo del nivel de refinacion de la comunidad, asi como
también, de la intencionalidad de quien elige la representacion.®*

En el caso de las matematicas, resulta entonces fundamental reconocer no sélo la
importancia de las representaciones semioéticas sino también la diversidad y las multiples
posibilidades de dichas representaciones. Se insiste en que si existe un interés de
comunicar, resulta importante no solo contar con diversos registros de representacion sino
también escoger cual de ellos permite representar mejor el rasgo que se quiere destacar,
teniendo en cuenta a quién se quiere comunicar; por lo tanto, la eleccién de los rasgos no es
neutral, pues depende de la comunidad en la cual se desarrolla la comunicacién y depende
de la intencionalidad de quien elige la representacion.

Desde los planteamientos de Duval (1999/2004, p. 20), cuando se estudia la variedad de
tipos de representaciones semioticas utilizadas en matematicas, siempre se hace referencia a
objetos matematicos y no a conceptos, en tanto estos ultimos con frecuencia son
considerados representaciones mentales asemioticas. Asi, afirma este autor, para
comprender la actividad matematica la nocion de objeto, al menos operatoriamente, es mas
importante que la de concepto: “No se trabaja sobre conceptos; se trabaja sobre los objetos
(numeros, funciones,...) que tienen propiedades” (p. 20).35 Por tanto, plantea, lo que toma
valor es la dupla (signo, objeto) o (representacion semiética, objeto); o quizds sea mas

adecuado decir que toma valor la dupla (representaciones semioticas del objeto, objeto).

Para Duval los objetos de conocimiento en matematicas, y sus aprendizajes, se basan sobre
la toma de conciencia de tales objetos, y esta emerge cuando se ha tomado conciencia de
que dos presentaciones diferentes (imagenes, ideas, 0 fendmenos, etc.) son presentaciones
de un mismo objeto, y que el pasaje de la una a la otra da acceso indirecto a un invariante

que no debe ser confundido con ninguna de sus presentaciones.

% Por ejemplo, mientras para una comunidad los registros usados para representar nimeros decimales,
fracciones o porcentajes son todos diferentes, para otra se trata de representaciones en un mismo registro, el
registro lenguaje aritmético. Incluso, dependiendo de la situacidn, de los objetivos de la misma, una misma
persona podria asumir un registro mas o menos amplio (ver, por ejemplo, D" Amore, 2004).

% Quiza sea mas adecuado decir del cual se pueden predicar propiedades, relaciones y operaciones.
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2.3 Enfoque semidtico-cultural

En esta seccion se presentan, de manera general, elementos basicos de la teoria cultural de
la objetivacion propuesta por Luis Radford (2006b). Este autor reconoce la importancia
epistémica del lenguaje, pero plantea que si bien es un mediador de las actividades
humanas, no es posible describir adecuadamente los modos pensar, conocer Yy
conceptualizar sélo en términos de practicas discursivas. Radford (en D" Amore, Radford &

Bagni, 2006, pp. 21-22) plantea que:

En calidad de mediador, [el lenguaje] sostiene, en larga medida, nuestra historia cultural, como
hacen los artefactos, los monumentos, las pinturas, etc. Pero el lenguaje no tiene un poder
creativo, en cuanto el lenguaje no piensa. Quienes piensan son los individuos que usan el
lenguaje. Pensando, es decir, reflexionando sobre el propio mundo, los individuos usan el
lenguaje, los artefactos, etc. y haciendo esto producen los propios objetos de conocimiento.

En la bdsqueda de conocimiento, el ser humano habla, gesticula, escribe, usa artefactos,
agarra objetos, etc., recurriendo a una diversidad de sistemas semidticos dispuestos
culturalmente. En tanto los signos y artefactos usados median los actos de conocimiento,
alteran la capacidad cognitiva de ser afectados por las cosas, y hacen que dicha capacidad —

y por tanto el conocimiento—, sea culturalmente dependiente (Radford, 2004, p. 17).

Inspirado en las escuelas antropoldgicas e historico-culturales del conocimiento, Radford
(2006b) plantea elementos de una teoria cultural de la objetivacion, apoyada en una
epistemologia y una ontologia no realistas. Este autor rechaza las concepciones mentalistas
del pensamiento, acudiendo a una caracterizacién tanto por su naturaleza semi6ticamente
mediatizada, como por su modo de ser en tanto praxis reflexiva. Asi, en esta teoria, el
pensamiento es considerado como “una reflexion mediatizada del mundo de acuerdo con la
forma o modo de la actividad de los individuos” (p. 107), destacando el papel de los
artefactos culturales (sistemas de signos, objetos, instrumentos, etc.) en las préacticas
sociales, en tanto son partes constitutivas del pensamiento y no solo ayudas de éste. En
palabras de Radford (2006b, pp. 107-108):

Se piensa con y a través de los artefactos culturales, de manera que hay una region externa que
[...] llamaremos el territorio del artefacto. Es en este territorio donde la subjetividad y la
objetividad cultural se imbrican mutuamente y en el que el pensamiento encuentra su espacio de
accion y la mente se extiende mas alla de la piel [...]
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El pensamiento es una re-flexion, es decir, un movimiento dialéctico entre una realidad
constituida histérica y culturalmente y un individuo que la refracta (y la modifica) segun las
interpretaciones y sentidos subjetivos propios.

Desde los planteamientos de Radford (2006b, p. 108), es clara la incidencia que tienen los
significados culturales en la manera en que un individuo piensa y conoce los objetos del
saber, en tanto no solo orientan la actividad en la cual esto ocurre, sino que le dan cierta
“forma”. En el siguiente diagrama, mediante flechas, se muestra la interaccion entre los
sistemas semidticos de significacion cultural, la actividad y el territorio del artefacto,

descrita por este autor (p. 109):

Sistemas semioticos de
significacion cultural
(concepciones sobre objetos conceptuales,
patrones sociales de produccién de significados)

dimension histérico-cultural

Actividad Territorio del artefacto
(objetivo, acciones, operaciones, (signos, objetos, etc.)
division del trabajo, etc.)

Diagrama 2. Relaciones entre actividad, sistemas semioticos y territorio del artefacto

1,36 en interaccion con las actividades, dan

Los sistemas semidticos de significacion cultura
lugar a formas o modos de actividad, esto es, a maneras particulares en que son realizadas
las actividades en un momento historico, y, en accion con el territorio del artefacto, dan
lugar a modos especificos del saber, que incluye evidencias, argumentos, métodos que son
considerados validos, asi como la identificacion de situaciones, o problemas, de interés

para una determinada cultura (p. 110).

Ahora bien, los individuos requieren tomar conciencia de los objetos culturales. Para hacer

operacional su teoria, Radford (p. 124) introduce como un concepto fundamental, de

% Incluyen concepciones sobre la naturaleza de los objetos matematicos, su modalidad de existencia, su
relacion con el mundo concreto, entre otras.
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naturaleza semiotico-cognitiva, precisamente esta toma de conciencia subjetiva del objeto

cultural, concepto al que denomina objetivacion.

Los objetos matematicos, desde el punto de vista del enfoque antropoldgico, y desde una
teoria cultural de la significacion, son generados histéricamente en el curso de la actividad
matematica de los individuos, son considerados como “patrones fijos de actividad
integrados en el ambito siempre cambiante de la préactica social reflexiva y mediada [por
los artefactos]” (Radford, 2004, p. 18). El aprendizaje es definido por Radford (2006b, p.
124) como el proceso social de objetivacion de patrones externos de accién fijos en la
cultura. En términos metodoldgicos, como lo plantea este autor (p. 125), el concepto de
pensamiento exige prestar atencién a los medios semidticos de objetivacion utilizados por
los estudiantes, tanto para la elaboracion de significados como para la toma de conciencia

de los objetos conceptuales.

Desde los planteamientos de Radford, los signos nos permiten reflexionar sobre el mundo,
el cual es reflejado y refractado en los signos, y en la forma en que éstos son usados. Los
signos no pueden reducirse a su funcidén representacional, en tanto estos median
culturalmente la actividad de reflexion que posibilita la objetivacion de los objetos
matematicos. Asi, como lo afirma Santi (2011, p. 289), en esta perspectiva, pensamiento,
objetos matematicos, signos Yy significado estan indisolublemente entrelazados a través de
la actividad reflexiva; por lo cual, se hace necesario cambiar el foco de la dualidad objeto-

representacion a la actividad reflexiva que entrelaza objetos, signos y significados.

En sintesis, desde una aproximacién socio-cultural, el conocimiento esta relacionado con
las actividades que realizan los individuos en un determinado contexto, en otras palabras, la

cultura es consustancial al conocimiento.

2.4 Enfoque onto-semidtico (EOS)

Desde la propuesta orientada por Godino (2003, p. 137), el concepto de sistema de
practicas es concebido como un conjunto de practicas significativas para resolver un campo
de problemas. La actividad matematica —organizada en sistemas de préacticas discursivas y

operativas— tiene un papel esencial en la generacion de entidades matematicas
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(culturales/mentales). Para este autor, los objetos mateméticos son concebidos como
emergentes de un sistema de practicas, como “entidades complejas, que se construyen
progresivamente y se van enriqueciendo y completando a partir de la actividad reflexiva en
la resolucion de ciertos tipos o campos de problemas” (p. 85), enfatizando que estos “son
fruto de la construccion humana, cambian a lo largo del tiempo y pueden ser dotados de
significados diversos por personas ¢ instituciones diferentes” (p. 86); desplazando el centro

de atencién de la mente a la accién de los sujetos en contextos,®’ mediada por instrumentos.

Para Godino (2003), las nociones tedricas sistema de préacticas y las categorias funcionales
de entidades primarias o tipos de objetos (lenguaje, situaciones, procedimientos,
definiciones, propiedades y argumentos), las cinco facetas duales (personal/institucional,
ostensiva/no ostensiva, ejemplar/tipo, elemental/sistémica, expresién/contenido) desde las
cuales pueden considerarse dichas entidades, asi como la nocion de funcion semiotica
(expresion/contenido, toda expresion remite a un contenido), constituyen una adecuada
posibilidad para el analisis de la cognicién humana.®® Para el presente trabajo, el analisis se

focaliz6 en la dimension o faceta expresion-contenido.

Las funciones semiéticas, como lo plantean Font, Godino y D" Amore (2007, p. 5), pueden

ser asumidas como:

[...] correspondencias (relaciones de dependencia o funcidn) entre un antecedente (expresion,
significante, representante) y un consecuente (contenido o significado, representado),
establecidas por un sujeto (persona o institucion) de acuerdo con un cierto criterio o cédigo de
correspondencia. Estos cédigos pueden ser reglas (habitos, convenios) que informan a los sujetos
implicados sobre los términos que se deben poner en correspondencia en las circunstancias
fijadas.

Con respecto a las relaciones de dependencia entre expresion y contenido, estos autores
plantean que el papel de la representacion no es asumido solo por el lenguaje. Tales

relaciones pueden ser de tipo representacional, instrumental y estructural (p. 6):

" El contexto visto como conjunto de factores extra/inter lingiifsticos que soportan o determinan la
actividad matematica y, por tanto, la forma, la adecuacion y el significado de los objetos puestos en juego en
la misma.

% Esta nocién, como lo comenta Godino (2003), proviene de Hjemslev (1943), quien llamé funcién de
signo a la relacion de dependencia establecida entre las partes de un texto y sus componentes, asi como entre
las componentes mismas; nocién que posteriormente fue descrita por Eco (1979) como funcién semiética.
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[...] representacional (un objeto se pone en lugar de otro para un cierto propdsito), instrumental
(un objeto usa a otro u otros como instrumento), y estructural (dos 0 mas objetos componen un
sistema del que emergen nuevos objetos). De esta manera, las funciones semiéticas y la
ontologia matematica asociada, tienen en cuenta la naturaleza esencialmente relacional de las
matematicas y generalizan de manera radical la nocién de representacion. El papel de
representacion no queda asumido en exclusividad por el lenguaje: en consonancia con la
semidtica de Peirce, se postula que los distintos tipos de objetos (situaciones-problemas,
acciones, conceptos, propiedades y argumentos), pueden ser también expresion o contenido de
las funciones semidticas.
En este enfoque, como lo afirma también Santi (2011, p. 290), las transformaciones
semidticas son el aspecto emergente de una funcién semidtica que relaciona una
representacion R (antecedente), en la pareja sistema de practicas—configuracion de objetos,
con una representacion S, en otra pareja sistema de précticas—configuracion de objetos. Este
mismo autor evidencia vinculos del enfoque onto-semiético con el enfoque sociocultural,
ademas de la potencia de la nocion de funcion semidtica como herramienta de analisis (p.
290):
[...] la nocién de objetivacion desempefia un papel central en la definicion de las précticas, la
configuracion de objetos y los criterios que conectan el antecedente con el consecuente en la
funcién semidtica [...] La introduccién de la funcién semiética es una potente herramienta que
conecta las diferentes actividades reflexivas en un significado personal y cultural unitario.
En la realizacion de toda préactica matematica,®® los sujetos hacen uso de conocimientos
basicos y en ella activan un conjunto de relaciones entre diferentes tipos de objetos
(entidades primarias): situaciones-problema, lenguaje, definiciones, procedimientos,
propiedades y argumentos; en otras palabras, las practicas matematicas personales activan
una red de objetos intervinientes y emergentes, es decir, la configuracion cognitiva puesta

en juego (Godino, Batanero & Font, 2007).

% Desde el EOS (Godino, Batanero & Font, 2007), la practica matematica es considerada como cualquier
accién o manifestacion, no solo de caracter linguistico, realizada tanto en la resolucion de problemas
matematicos como en la comunicacion a otros de las soluciones encontradas, con el propésito de validarlas o
de generalizarlas a otros contextos y situaciones o problemas.
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Desde el EOS, los significados son vistos como sistemas de practicas, con las
configuraciones activadas por éstas; por tanto, para su uso en el analisis es necesario tener
en cuenta la relatividad de dichos significados. La nocion de funcion semiética, que estos
autores toman de Umberto Eco, como se menciond anteriormente, es caracterizada
mediante la pareja expresion/contenido, o, significante/significado, que presupone una
regla de correspondencia entre las componentes de dicha pareja y, por tanto, un acto de
interpretacion. Asi, la comprension de un objeto matematico por parte de los sujetos puede
ser interpretada en términos de las funciones semidticas que éstos pueden establecer al

poner en juego dicho objeto, ya sea como expresion o contenido de tales funciones.

Los dos ultimos enfoques presentados anteriormente, el enfoque sociocultural de Radford
(2006b) y el onto-semidtico del grupo de Godino (2003), son usados en esta investigacion
para explicar y comprender las producciones de los estudiantes. Desde estos dos enfoques,
no soélo se reconocen hechos cognitivos sino también culturales e histéricos; y el uso de
sistemas formales de signos es un fenomeno emergente de los sistemas de préacticas
enmarcados social y culturalmente. La manera en que llegamos a pensar y conocer los
objetos del saber estd enmarcada por significados culturales que van mas alla del contenido
de la actividad en cuyo interior ocurre el acto de pensar (los sistemas de representacion

estan culturalmente dados).
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2.5 Objetos matematicos, significados y sentidos

Siguiendo ideas de Bruner (1990/2006, p. 30), los seres humanos construyen significados
utilizando sistemas simboélicos preexistentes y “profundamente arraigados en el lenguaje y
la cultura”, con la intencién de compartirlos,” de hacerlos publicos, en procesos de
interaccion. La cultura es la que “moldea la vida y la mente humanas, la que confiere
significado a la accion situando sus estados intencionales subyacentes en un sistema
interpretativo” (p. 52). En los procesos de interaccion, los seres humanos “crean un sentido
de lo candnico y cotidiano que se constituye en telon de fondo sobre el que poder

interpretar y narrar el significado de lo inusual” (p. 81).

Cuando se habla de significado se hace referencia al significado de algo, el cual esta
mediado culturalmente y, como lo plantea este autor, su existencia “depende de un sistema
previo de simbolos compartidos [...] el significado depende no s6lo de un signo y de su
referente, sino también de un interpretante:** una representacién mediadora del mundo en
funcién de la cual se establece la relacion entre signo y referente” (Bruner, p. 83).

El significado de las palabras (signos) se fija socialmente, como lo plantea Putnam
(1988/2000, p. 17), no se pueden considerar los significados, o contenidos, como objetos
que pueden ser aislados, en tanto entidades que cumplen una funcion explicativa en una
teoria; este autor establece una conexion entre problemas relativos al significado y los

relativos a la fijacion de creencias, plantea que (p. 181):

[...] saber lo que significan las palabras de un lenguaje (pues sin saber qué significan no se sabe
a qué se refieren) es captar la manera en que son usadas. Pero el uso es holistico, ya que saber
coémo se usan las palabras implica saber como se fijan las creencias que contienen esas palabras,
y la fijacion de las creencias es holistica.

Sin embargo, que el significado sea holistico no quiere decir, como bien lo aclara este
autor, que cambios en nuestros procedimientos de fijacion de creencias genere cambios en

el significado de las palabras.

0 Quizés deba afirmarse que los significados se dan por compartidos.

“t Como lo plantea Peirce (1960, p. 228; citado por Bruner, 1990/2006, pp. 151-152): “Un signo, o
representamen, es algo que esta, para alguien, en lugar de algo en algin aspecto o capacidad. Esta dirigido a
alguien, es decir, crea en la mente de esa persona un signo equivalente, 0 quizas un signo mas desarrollado. Al
signo que crea lo denomino el interpretante del primer signo. El signo esta en lugar de algo, su objeto. Esta en
lugar del objeto, no en todos los aspectos, sino en referencia a una especie de idea, que algunas veces he
denominado el trasfondo del representamen”.
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En el &mbito de la actividad matematica, D"Amore (en D’Amore, B., Radford, L. & Bagni,
G., 2006) reconoce dos tipologias de objetos: el matemético en si mismo y el lingiistico
que lo expresa. Para este autor “el aprendizaje matematico de un objeto O por parte de un
individuo | al interior de la sociedad S no es otra cosa que la adhesion de | a las practicas
que los otros miembros de S desarrollan en torno al objeto dado O”, y esta adhesion se
expresa mediante la aceptacion de practicas que, aclara, son ademas linguisticas. Si bien
diferencia los objetos de la matematica y los objetos linguisticos que los expresan, admite
que tal adhesion ocurre sobre las modalidades de intercambio linglistico, pues son sobre
todo éstas las que determinan las practicas. Si bien considera que los objetos no son creados
por el lenguaje, reconoce que son creados junto al lenguaje mediante el cual son
expresados. Asi, el lenguaje media entre practicas y pensamiento. Las practicas son
adoptadas y explicitadas por los seres humanos, pero el “puente comunicativo” es

producido y realizado por los lenguajes compartidos.

Asi, si se acepta que los procesos de ensefianza y de aprendizaje estan mediados por la
comunicacién,*? el lenguaje adquiere una importancia fundamental. Siguiendo las ideas de
D”Amore (2006a, p. 259), la matematica posee un lenguaje especifico, especializado, y los
estudiantes, para aprender, requieren apropiarse de este lenguaje especializado,*® que
difiere del lenguaje comun y, por tanto, puede constituirse en una fuente de obstaculos.**

Como lo afirma D’Amore (2001), y lo reconocen cada vez mas otros investigadores en la
actualidad (Radford, 2006a, p. 7), dada la generalidad de los objetos matematicos, la
actividad matematica es, ante todo, una actividad simbdlica. Dependiendo de las personas
con las que se pretende establecer comunicacion, asi como del contexto y de los elementos

*2 Podria incluso decirse que son procesos comunicativos; para lo cual se requiere, entre otros, que quienes
interactlen asuman responsabilidades en este proceso [no s6lo quien pretende ensefiar sino quien espera
aprender].

* Laborde (1995, citada por D"Amore, 2006a, p. 263) asocia al lenguaje matemético al menos tres
caracteristicas: precision, concision y universalidad.

* Es necesario, sin embargo, reconocer la importancia de nombrar los objetos especificos de la
matematica, en cuanto no solo permite referirlos de manera rapida con un cierto significado “compartido”, o
mejor, “que se da por compartido” —ademas de posibilitar una economia discursiva—, sino también permite
volverlos objeto de reflexion.

41



Universidad Distrital Francisco José de Caldas Bogotd-Colombia

disponibles para tal comunicacién, se opta por una u otra representacion,* en uno u otro
sistema semiotico de representacion teniendo en cuenta, ademas, los “rasgos” que se

quieren destacar, representar o comunicar del objeto.

2.5.1 Sobre el significado en matematicas. Cuando se hace uso de un sistema de
comunicacion, como se menciond arriba, se utilizan signos (por ejemplo, términos o
expresiones) para referirse a algo, que se reconoce dotado de una cierta existencia, que se
asume en un cierto sentido. Uno de los primeros estudios sobre los signos, en el contexto
matematico, fue realizado por Frege,*® quien es considerado como uno de los primeros
filésofos del lenguaje; no obstante, su interés no era propiamente el lenguaje natural sino
fundamentalmente el lenguaje matematico, de hecho estaba interesado tanto en la

naturaleza y el sentido de la matematica, como de su lenguaje.

Por ejemplo, Frege (1892/1985, p. 51) se pregunta si la igualdad (en el sentido de
identidad) es una relacion entre objetos o entre nombres o signos de objetos. Afirma que los
enunciados a=a, y, a=b son de diferente valor cognoscitivo; mientras para un sujeto la
primera puede afirmarse a priori, la segunda no, en tanto requiere ciertas ampliaciones de

su conocimiento. Ademas, plantea que:

Si, en general, encontramos que el valor cognoscitivo de “a=a” y “a=b” es distinto, esto se explica
por el hecho de que, para el valor cognoscitivo, el sentido del enunciado, o sea el pensamiento
expresado en él, no entra menos en consideracién que su referencia, es decir, su valor veritativo.
Ahora bien, si a=b, la referencia de “b” es ciertamente la misma que la de “a”, y por lo tanto,
también el valor veritativo de “a=b” es el mismo que el de “a=a”. Sin embargo, el sentido de “b”

puede ser distinto del sentido de “a”, y con ellos también sera el pensamiento expresado en “a=b”
distinto del expresado en a=a; pero entonces los dos enunciados tampoco tienen el mismo valor

cognoscitivo (Frege, 1985/1892, p. 84).

Dos de las ideas bésicas de Frege, pueden resumirse asi:
- El significado de las palabras o expresiones depende del contexto.

- El significado de las oraciones depende del significado de sus partes.

** En la actividad de aula, es usual que las representaciones sean tratadas como si todas fuesen del mismo
“tipo”, desconociendo las dificultades que, como lo plantean varios autores (Duval 1995/1999; D" Amore,
1999/2006b; Radford, 2006a), encuentra el estudiante para realizar transformaciones entre diferentes sistemas
semidticos de representacion.

*® Friedrich Ludwig Gottlob Frege (1848-1925), matematico y ldgico alemén.
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El significado de una expresion se compone de dos aspectos: el sentido y la referencia.
Puede resultar ilustrativo el cl&sico ejemplo dado por este autor, acudiendo a las siguientes

dos expresiones clasicas:

(1) El lucero matutino

(2) El lucero vespertino

En ambos casos, usando expresiones diferentes escritas en lenguaje natural, se hace
referencia a un objeto, que en este ejemplo es el mismo, al menos para una persona
ilustrada: el planeta Venus; aunque cada una asociada a un contexto especifico y por tanto
con un sentido diferenciado; para un individuo no ilustrado las dos expresiones no sélo
tienen diferentes sentidos sino que puede suponer que refieren objetos diferentes; asi, a las

expresiones dadas se les puede asignar significados diferentes.*’

En el anterior ejemplo, en cada caso, se hace referencia (Bedeutung o Denotacién) a un
objeto, acudiendo a un cierto signo (Zeichen o Expresion), que es usado de una cierta
manera (Sinn o Sentido). *® Desde lo propuesto por Frege, a cada signo le corresponde un
determinado sentido (que puede ser expresado de diferentes maneras), y a éste una
determinada referencia; aunque a cada referencia le pueden corresponder muchos signos.
Para Frege, la relacion diadica Signo-Sentido es fundamental, pues reconoce que si bien en
algunos casos un signo podria no tener referencia, como el caso de la expresion “el mayor

numero natural”, en tanto signo, siempre tendra sentido.

Como lo explican Godino y Batanero (1994), desde las teorias realistas, el significado es
una “relacion convencional entre el signo y la entidad concreta o ideal que existe
independientemente del signo linguistico; en consecuencia suponen un realismo
conceptual” (p. 4), es decir, el significado no depende del uso. Desde las teorias
pragmaticas, estos dos autores (p. 12) citan a Vergnaud quien, por su parte, plantea que el
significado de un objeto matematico, desde un punto de vista didactico y psicoldgico, no

puede quedar reducido a su mera definicion:

" El signo de por si no es portador de significado. Al sustituirse una expresion por otra “equivalente”, en
tanto tiene la misma referencia, puede tener un valor cognoscitivo diferente.

“8 E| sentido tiene que ver con lo cognitivo —cémo el sujeto asume una expresién—, no con lo semantico;
para Frege el pensamiento es el sentido del enunciado y no su referencia.
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son las situaciones las que dan sentido a los conceptos matematicos, pero el sentido no esta en
las situaciones ni en la representaciones simbolicas. Es una relacion del sujeto con las situaciones
y los significados. Méas precisamente, son los esquemas evocados en el sujeto individual por una
situacion o un significante lo que constituye el sentido de esta situacidn o este significante para
el individuo (Vergnaud, 1990, p. 158).

Para Vergnaud, si S es el conjunto de situaciones que dan sentido al concepto (la
referencia), | es el conjunto de invariantes sobre los cuales reposa la operatividad de los
esquemas (el significado) y F es el conjunto de las formas linguisticas y no linguisticas que
permiten representar simbolicamente el concepto, sus propiedades, las situaciones y los
procedimientos de tratamiento (el significante), un concepto es una terna de tales conjuntos:
C(S I,F).

Asi, desde un punto de vista pragmatico, el significado depende tanto del contexto como
del uso por parte de un sujeto. Para Wittgenstein, por ejemplo, el significado de una
palabra, en un gran numero de casos, es su uso en el lenguaje (siguiendo ciertas reglas). En
otros términos, comprender una palabra o un concepto significa su uso gramaticalmente

correcto —entender su funcion en un “juego lingiistico”™ (D" Amore, 2001, p. 13).

Para Godino, Font, Contreras & Wilhelmi (2006, p. 18), la nocion de sentido propuesta
desde la Teoria de los Campos Conceptuales (TCC) de Vergnaud corresponde a lo que
desde el enfoque ontosemiotico se denomina significado personal de un objeto matematico;

resaltan que este autor no introduce una version institucional de la nocién de sentido.

2.5.2 Objeto matematico, sentido y significado. El trabajo en didactica de las matematicas
exige preguntarse por el sentido del conocimiento matematico y por la naturaleza de los

objetos matematicos (D" Amore, 2006b).

En relacion con los objetos matematicos, D’ Amore & Godino (2007, p. 207) plantean que,

si se asume una teoria pragmatica del significado, dichos objetos

[...] necesitan ser vistos como simbolos de unidades culturales, emergentes de un sistema de usos,
ligado a las actividades de resolucién de problemas que efectlan ciertos grupos de personas y van
evolucionando con el tiempo. El hecho de que en el seno de ciertas instituciones se hagan
determinados tipos de préacticas, determina la emergencia progresiva de los objetos matematicos y
que su significado esté intimamente relacionado con los problemas y la actividad realizada para
su resolucion. Por ello no se puede reducir el significado del objeto a su mera definicion
matematica.
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Por tanto, estos autores comparten con Godino & Batanero (1994) que el significado
(institucional/personal) de un objeto es el sistema de précticas (institucionales/personales)
asociadas al campo de problemas de las que emerge dicho objeto en un momento dado

[préacticas para las cuales el objeto es determinante].

Godino y Batanero reconocen que la tripleta propuesta por Vergnaud interviene en su
definicion de la nocion de significado de un concepto; pues “situaciones y representaciones
estan intimamente asociadas con la actividad de la que emergen los objetos matematicos

culturalmente definidos” (p. 18); asi, destacan la relacion diadica actividad-concepto:

En nuestra definicion se encuentran presentes los elementos destacados por Vergnaud pero
organizados de un modo especifico, dando lugar al ente teérico que denominamos significado del
objeto correspondiente. El concepto seria el emergente de este sistema de practicas. EI componente
| de la tripleta conceptual de Vergnaud consideramos que describe adecuadamente el nucleo
intensional del significado del concepto (Bunge, 1985), y lo podemos denominar significado en
sentido estricto, pero aunque proporciona una definicién operativa del concepto no agota toda la
significacion del mismo.

Ahora bien, siguiendo ideas de Font & Ramos (2005), definir el significado de un objeto
matematico en términos de configuraciones epistémicas y de practicas asociadas, tal como
se propone en el enfoque ontosemiotico, posibilita distinguir sentido de significado, en
tanto el primero puede asumirse como un significado parcial, en el marco de un
subconjunto de sistemas de practica; en tanto, por ejemplo, dependiendo del contexto o del

tipo de notacién, cada objeto matematico se puede relacionar con unos o con otros objetos

matematicos. En palabras de estos autores:

El significado de un objeto matematico entendido como sistema de précticas permite agrupar
précticas especificas que son utilizadas en un determinado contexto y con un determinado tipo de
notacion, y que adquieren un determinado sentido que permite establecer clases. Cada contexto
ayuda a producir sentido (permite generar un subconjunto de practicas), pero no produce todos los
sentidos (p. 319).

El sentido no depende propiamente del objeto, sino que éste le es atribuido por un sujeto en
una situacion especifica.*® Es decir, el sentido atribuido a un objeto matematico depende
tanto del sujeto como del contexto en el que se aborde y, por tanto, es algo flexible,

dindmico, en movimiento. El significado de un objeto, como lo asume Radford (2006b) es

atribuido por la cultura y tiene una existencia que trasciende al sujeto, es mas estable;

* puede ser un individuo, un grupo de individuos o una institucién; puede ser algo individual, el resultado
de una negociacion al interior de una comunidad de practica, 0 una aceptacion de caracter institucional.
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podria decirse que el significado es més descontextualizado y general.*® Es decir, el sentido
es relativo a varias modalidades sensoriales y semidticas, y esta asociado mas a la
pragmatica, mientras el significado estda mas asociado a la semantica cultural. Asi, el

sentido de un objeto puede considerase como un significado contextual de dicho objeto.

Desde los planteamientos de Radford, la objetivacion —considerada como toma de
conciencia subjetiva del objeto cultural- es un proceso de dotacion de sentidos cuya
finalidad dentro del contexto de la actividad de la clase es precisamente una aproximacion
hacia el significado. Se trata pues del proceso del sentido del objeto en su camino hacia el
significado. El problema didactico, pues, es el de posibilitar o dar cuenta de un camino que
Ileva del(los) sentido(s) al significado.

Desde una perspectiva ontosemiotica, como lo afirman Font & Ramos, un criterio de
idoneidad de una trayectoria didactica para un objeto matematico es que el conjunto de
préacticas implementadas (y sus configuraciones epistémicas asociadas) en la institucion
escolar sea lo mas representativo posible del sistema de précticas (y sus configuraciones
epistémicos asociadas) que son el significado institucional de referencia del objeto. Dicho
en términos de contextos, como lo sugieren estos autores, hay que presentar a los alumnos
una muestra de contextos, lo mas representativa posible, que permita disefiar en la
institucion un significado pretendido que incorpore los diferentes “sentidos del objeto” que
se consideran mas importantes en el significado de referencia (pp. 319-320). Es importante
aclarar que, respecto al planteamiento de estos autores, habria una diferencia en el
desarrollo del presente trabajo en tanto no se asume que el objeto en si mismo tenga
sentidos, sino que éstos le son atribuidos por los sujetos.

Desde la concepcién pragmatica de Wittgenstein, el significado de una palabra, en un gran
nimero de casos, es su uso en el lenguaje siguiendo ciertas reglas. En otros términos,
comprender una palabra o0 un concepto significa su uso gramaticalmente correcto —entender

su funcién en un “juego lingiiistico” —. En palabras de Godino y Batanero (1994, p. 5):

%0 para este autor los objetos matematicos son “patrones fijos de actividad reflexiva (...) incrustados en el
mundo en cambio constante de la practica social mediatizada por los artefactos” (p. 111), donde tales
artefactos pueden ser objetos, instrumentos, sistemas de signos, etc.
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Para Wittgenstein no existe siempre una realidad en si que sea reflejada por el lenguaje, cuyas
estructuras tengan, por tanto, que regirse de acuerdo con las estructuras ontolégicas, sino que el
mundo se nos revela sélo en la descripcion linguistica. Para este autor, hablar es ante todo una
actividad humana que tiene lugar en contextos situacionales y accionales muy diversos y debe, por
tanto, ser considerada y analizada en el plano de estos contextos. El lenguaje puede formar parte
de diversas "formas de vida"; hay tantos modos distintos de empleo del lenguaje, tantos juegos
linglisticos, como contextos situacionales y accionales.

En relacion con lo planteado anteriormente, y desde el enfoque sociocultural de Radford
(2006b), es importante tener en cuenta que tales préacticas y dichos contextos hacen parte de
una realidad histéricamente construida y que necesita un intercambio dialégico humano, al
interior de una sociedad o grupo, con voluntad explicita de comunicacién. Desde este
enfoque, pensar no se reduce a asimilar una realidad externa, como tampoco a construir de
la nada. El pensamiento es “una reflexion mediatizada del mundo de acuerdo con la forma
o modo de la actividad de los individuos” (p. 107); en otras palabras, el pensamiento debe
verse como “un movimiento dialéctico entre una realidad construida historica y
culturalmente y un individuo que la refracta (y la modifica) segun las interpretaciones y
sentidos subjetivos propios” (p. 108). Este autor reconoce que la manera en que cada sujeto
llega a pensar y conocer los objetos de saber “estd enmarcada por significados culturales
que van mas alla del contenido mismo de la actividad en cuyo interior ocurre el acto de
pensar”, por tanto, los significados culturales son ‘“mediadores entre la conciencia
individual y la realidad cultural objetiva [...] orientan la actividad y le dan cierta forma” (p.
109).>

De hecho, para Radford, el aprendizaje consiste en dotar de sentido a los objetos
conceptuales que el estudiante encuentra, en su construccion individual y social, en su
cultura. Un proceso de objetivacion es, pues, un proceso de elaboracion activa de
significados.”® En palabras de este autor, “[1]a objetivacion es, precisamente, ese proceso
social de toma de conciencia progresiva del eidos homérico, esto es, de algo frente a
nosotros; una figura, una forma, algo cuya generalidad notamos gradualmente, al mismo

tiempo que la dotamos de sentido” (Radford, 2006b, p. 116).

5! Significados culturales, como pueden ser las concepciones sobre la naturaleza de los objetos
matematicos, su modo de existencia, la relacion de estos con el mundo concreto, etc.

%2 Para Radford (2006b) “el pensamiento es sobre todo una forma de re-flexién activa sobre el mundo,
mediatizada por artefactos, el cuerpo (a través de la percepcion, gestos, movimientos, etc.), el lenguaje, los
signas, etc.” (p. 123).
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En palabras de Santi (2011, p. 286):

La semidtica cultural (Radford, 2002, 2003, 2004, 2005) y el enfoque ontosemi6tico (Godino,
2002; D’Amore & Godino, 2006) van mas alla de una aproximacion funcional y estructural de la
semidtica, sin embargo ellas reconocen ain el mismo papel fundamental de los signos en el
pensamiento y aprendizaje matematico, pero de una manera mas comprensiva. Su demanda es
que el uso de los sistemas formales de signos es un fendmeno emergente derivado de sistemas de
practicas enmarcadas social y culturalmente. Para comprender el significado de los signos, no los
podemos reducir a lo que ellos representan, sino que debemos entender el tipo de actividad que
ellos realizan [...] las dificultadesde los estudiantestienen raicesno sélo enlas
estructuras semidticas complicadas que tienen que manejar, sino principalmente en los
sistemas de practicas asociadas con las representaciones semiéticas.

Por otra parte, retomando las ideas iniciales de esta seccion, en los trabajos de los
estudiantes —individuales y/o grupales— se analiza tanto el aspecto sintéctico, relacionado
con el reconocimiento y uso de transformaciones entre representaciones semidticas al
interior del lenguaje algebraico (de tipo tratamiento), como el aspecto semantico,
relacionado con el sentido asignado a los objetos trabajados.>® Si bien se habla de
significados personales o individuales asignados a los objetos, debe tenerse en cuenta que,
en tanto el estudiante estd inmerso en una institucion en la que se generan procesos de
interaccion relacionados con dichos objetos y sus significados, los analisis deben tomar en
cuenta los objetos y significados institucionales; cada uno de los estudiantes tiene una
razén cultural y social que busca en su “vida de clase” para aceptar o asignar sentidos a los

objetos.

Retomando algunas de las ideas de Radford (2006b), planteadas en parrafos anteriores, el
significado es atribuido por la cultura y tiene una existencia que trasciende al sujeto. El
sentido es algo flexible, dindmico, en movimiento; es multimodal, en tanto relativo a varias
modalidades sensoriales y semidticas. Puede afirmarse que para este autor la objetivacion
es vista como un proceso de dotacion de sentidos, cuya finalidad —dentro del contexto de la
actividad del aula—, es precisamente posibilitar una aproximacion hacia el significado. Asi,
podria decirse que un problema didactico asociado es el de dar cuenta del proceso del

sentido en su camino hacia el significado.

53 Para el analisis de respuestas a las tareas propuestas, particularmente en contexto algebraico, se debe
tener en cuenta el problema relacionado con la toma de conciencia de la compleja diversidad de los
procedimientos discursivos utilizados para designar los objetos (Duval, 2002).
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Para el andlisis de las producciones de los estudiantes, resulta importante explicitar un
hecho que se ha observado en el trabajo realizado en relacién con la tarea propuesta.
Cuando en el aula de clase se ha trabajado en un determinado “campo”, los estudiantes
tienden a permanecer en €l y desde alli interpretan, haciendo uso del registro especifico
utilizado en el trabajo en mateméticas como, por ejemplo, el registro algebraico. Si bien
hacen uso del lenguaje natural, éste es reconocido como parte de la ‘“‘costumbre
comunicativa” y se le reconoce su funcion de mediacion en la comunicacion. Al respecto,
resulta ilustrativo el resultado de la investigacion realizada por D’Amore & Martini
(1998/1999), relacionada con tareas matematicas propuestas a jovenes de ensefianza
secundaria superior en Bologna (14—19 afios), en un “contexto natural”,>* en la que se
reporta la influencia gque tiene el lenguaje natural en las interpretaciones de las preguntas de
matematicas que se hacen en el aula. Estos investigadores reportan que en las respuestas
inicialmente dadas por los estudiantes se manifiesta la influencia de dicho contexto, y que
el ambito al que acuden para dar dicha respuesta es el de modelos intuitivos “ingenuos" de
los primeros afios de escolaridad y, s6lo después, en una entrevista que les fue realizada,
ellos reconocen la necesidad de reelaborar o reescribir sus respuestas iniciales,

incorporando conocimiento matematico especifico, con mayor formalidad.

Por lo tanto, desde los planteamientos anteriores, se puede afirmar que cada sujeto tiende a
interpretar desde el contexto cultural en el que trabaja en cada momento. Por tanto, podria
afirmarse que el lenguaje natural, en cierta forma, es “absorbido” en la historia de clase,
que en tanto hace parte de la costumbre, juega un papel auxiliar en la “normatividad” de la

tarea propuesta.

Mientras los “expertos”, frente a diversas representaciones de un objeto matematico, ven
representaciones diferentes de lo mismo, en tanto articulan los sentidos asignados a dichas
representaciones, los aprendices no necesariamente las ven asi y pocas veces “articulan” los
diferentes sentidos. Es importante reiterar que el interés en este trabajo esta relacionado con

la multi-representacion de un objeto matematico al interior de un mismo registro, no con las

> Caracterizado por “el uso de la lengua natural, con preguntas que incumben a hechos aritméticos en los
gue intervienen solo ndmeros naturales y hechos extra-curriculares, agradables y bien conocidos por los
sujetos, que crea un contexto de espera (y por tanto de respuesta)” al que denominan contexto natural, “una
especie de ambiente mental de referencia, en que se coloca el resolutor al buscar respuestas a las preguntas de
la prueba” (D’ Amore & Martini, 1998/1999, p. 78).
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representaciones multiregistros. Ahora bien, las unidades minimas del sentido asignado a
un objeto matematico dependeran de si se trata de un experto o de un aprendiz. Cuando se
trata de un aprendiz, dependen tanto de la situacion como de la interpretacion de las
diferentes “componentes” de la expresion en el respectivo registro semidtico; por ejemplo,
en el registro algebraico, podria depender de la interpretacion de los simbolos literales, de
los simbolos de las operaciones o de los simbolos de las relaciones.

Para esta investigacion, en principio, no se definié previamente indicadores respecto de
sentidos asignados a una expresion dada o sobre dificultades para articular sentidos (como
podrian ser frases, aceptacion, declaraciones diferentes), se acudio a “preguntas reflexivas”
a los estudiantes para captar posibles dificultades que encuentran para articular dichos
sentidos, generando que el estudiante se enfrenta a declaraciones anteriores suyas, las
analice y precise si aun las mantiene o si las cambia y por qué; podria decirse que se trata
de metaindicadores. Sin embargo, en el desarrollo de las entrevistas, el investigador tuvo
como referencia elementos en el significado sistémico de un objeto matematico (Godino,
2003, p. 107).

Por otra parte, el enfoque sociocultural de Luis Radford (2006b) y el enfoque onto-
semidtico del grupo de Juan D. Godino (2003) son utilizados para explicar y comprender
las producciones de los estudiantes, en tanto no solo reconocen hechos cognitivos sino
tambieén culturales e histdricos. Para estos autores, entre otros, el uso de sistemas formales
de signos es un fendmeno emergente de los sistemas de practicas enmarcados social y

culturalmente.

2.5.3 Un marco necesario para “sentido” y “cambio de sentido”. En relacion con la
organizacion de las lenguas, se diferencia la funcion social del habla de su funcién
individual. En particular, Vygotski (Citado por Wertsch, 1988, pp. 109-110) reconoce, por
una parte, el potencial del lenguaje para la reflexion abstracta y de manera particular la
descontextualizacion del «significado» y, por otra, la importancia de la contextualizacion,
de las relaciones con el contexto, en la organizacion linguistica. Para Vigotski (1934/2001),

el sentido de una palabra es:
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[...] el agregado de todos los hechos psicolégicos emergentes de nuestra conciencia a causa de la
palabra [...]. Por tanto, el sentido de una palabra siempre resulta ser una formaciéon dinamica, en
curso, compleja, que tiene diferentes zonas de estabilidad. El significado es [...] la zona mads
estable, unificada y precisa. Como sabemos, una palabra cambia su sentido en varios contextos.
Contrariamente, su significado es ese punto fijo, invariable, que se mantiene estable durante
todos los cambios de sentido en varios contextos (citado por Wertsch, 1988, p. 136).

Este autor plantea también que:
En el lenguaje hablado, como regla, vamos del elemento mas estable y permanente de sentido, de
su zona mas constante, es decir el significado de la palabra, a las zonas mas fluctuantes, a su
sentido en general. En cambio, en el habla interna este predominio del sentido por encima del
significado [...] ocurre en una forma absoluta (Citado por Wertsch, p. 137).
Como se plante6 en el primer capitulo, el “sentido” fue asumido aqui, en principio, como
un significado parcial, asociado mas a lo contextual e incluso a lo volétil. Cada contexto
ayuda a generar sentido —aunque no todos los posibles sentidos— (Font & Ramos, 2005). Es
necesario reconocer la complejidad asociada al concepto “significado”, e incluso que en la

actualidad aun no se cuenta con una teoria compartida sobre este concepto (D"Amore,
2005b); existe una diversidad de definiciones y todavia esta vigente el debate sobre el tema.

Siguiendo ideas de Godino & Batanero (1994), en este trabajo de investigacion se asumira
que el significado de un objeto (institucional/personal) es el sistema de préacticas
(institucionales/personales) asociadas al campo de problemas de las que emerge dicho
objeto en un momento dado. A continuacion se presenta la nocion de sentido que sera

asumida en esta investigacion:

Sentido de un objeto matematico primario. Dado un objeto matematico primario, el sentido
de dicho objeto es el contenido de la funcion semidtica que tiene a dicho objeto primario

como expresion de la funcion semidtica. Asi:

Expresion Contenido

Objeto primario Sentido del Objeto primario

Diagrama 4.1. Sentido asignado a un objeto matematico primario

Un mismo objeto primario puede tener diferentes sentidos. Por ejemplo:
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Expresion Contenido Expresion Contenido
Puntos del plano Senti Puntos que :
entido 1 Sentido 2
equidistantes  de - I satisfacen  una [ !
un punto llamado ecuacion del tipo
centro (x=h)*+(y—k)?=r2

Diagrama 4.2. Diferentes sentidos de un objeto, que institucionalmente se espera construyan los aprendices

Articulacion de sentidos. Se produce una articulacion de sentidos cuando se establece una
funcién semidtica entre dos sentidos diferentes de un mismo objeto matematico primario,
esto es, cuando uno de los sentidos (contenido) del objeto primario se convierte en
expresion de una nueva funcion semidtica que tiene como contenido a otro sentido de dicho
objeto. Asi, por ejemplo, en el caso del diagrama 4.2, la articulacién producida se puede

sintetizar en un diagrama como el siguiente:

Contenido
Expresién Puntos que satisfacen una ecuacion | ;
del tipo (x-h)>+(y—k)*=r° Sentido 2
Expresion Contenido

Puntos del plano ) Sentido 1

equidistantes  de

un punto llamado

centro

Diagrama 4.3. Articulacién de sentidos

Esta articulacion es el resultado de la concatenacion de las dos funciones semioéticas
presentadas. Se tiene un objeto matematico primario al cual se le asignan dos sentidos
diferentes. En otras palabras, se produce una articulacion de sentidos cuando se establece
una nueva funcién semiética en la que una de las dos funciones semidticas anteriores juega
el papel de expresion (Diagrama 4.3). Dicha combinacion de funciones semi6ticas se puede

simplificar en una sola funcion semidtica que pone en relacion (articula) los dos sentidos:

Expresién Contenido

Puntos del plano equidistantes | Puntos que satisfacen una ecuacion
de un punto llamado centro del tipo (x—h)?+(y—k)2=r?

Diagrama 4.4. Articulacion de sentidos (simplificacion)

Asi, la articulacion de sentidos quiere decir que contenidos de funciones semidticas que
antes se consideraban como diferentes (sin relacion explicita) ahora se consideran, en cierta

forma, equivalentes (con relacion explicita).
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Por otra parte, el tratamiento se puede caracterizar como una funcién semiotica que toma
como equivalentes dos objetos primarios, considerados ambos como representaciones de un

mismo objeto matematico. Por ejemplo, mediante transformaciones semidticas en el

registro lenguaje algebraico, la ecuacion x +y = ﬁ se transforma en (x + y)?=1y ésta a su
vez en x*+y*+2xy-1=0; es decir, las expresiones x +y = ﬁ y x*+y’+2xy—1=0, son

sintacticamente equivalentes, y se establece una nueva funcion semidtica:

Expresion Contenido
x+y= ! Xy +2xy—1=0
x+y

Diagrama 4.5. Transformacion tipo tratamiento

Desde lo planteado anteriormente, a dos objetos primarios (especialmente dos
representaciones), que se consideran sintacticamente equivalentes, en tanto uno de ellos es
obtenido a partir de otro como resultado de un proceso de tratamiento, se les puede asociar

el mismo sentido (el mismo contenido):

Expresion Contenido Expresion Contenido
2, 2 Es una Es una
+y +2xy-1= . . = . -
Xy +2y-120 | e inferencia % xHy=7 y circunferencia

Diagrama 4.6. Asignacion del mismo sentido a objetos matematicos primarios

En este caso, cuando se asigna el mismo contenido a dos objetos primarios, se dice que

tales objetos tienen el mismo sentido.

Cambio de sentido. Se da cuando el sentido asignado a una representacion semiotica no se
articula con el sentido asignado posteriormente a otra representacion semidética obtenida por

tratamiento, en tanto se “abandona” el sentido inicialmente dado y se asume un nuevo

sentido, es decir, se realiza un cambio de sentido. Por ejemplo, a la ecuacion x + y = ﬁ se

le asigna inicialmente el sentido: «no es una circunferencia»; sin embargo, después de un

proceso de tratamiento, se reconoce que las ecuaciones x +y = ﬁ y X*+y?+2xy—1=0, son

% Como se afirmé al inicio de este escrito, aunque la expresion x°+y’+2xy—1=0 no representa una
circunferencia, como lo asumen algunos estudiantes, para los propositos de esta investigacion no es relevante
este hecho.
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sintacticamente equivalentes. Ahora, a la ecuacion x +y =$ se le asigna un nuevo

sentido: «es una circunferencia»; en este caso, se genera un cambio en el sentido

inicialmente asignado a la ecuacion.

En otros términos, la situacién inicial es la siguiente:

Expresion Contenido Expresion Contenido
1
x+y= . No es una X2+y?+2xy-1=0 . Es una .
x+y circunferencia circunferencia

Diagrama 4.7. Sentidos inicialmente asignados

Como resultado de un proceso de tratamiento se tendria la siguiente situacion:

Expresion Contenido
Xty=— X2+y?+2xy-1=0
x+y

Diagrama 4.8. Equivalencia sintactica entre objetos primarios

Y posteriormente se tendria:

Contenido
Es una circunferencia

Expresion

Expresion Contenido

x+y= X2+y?+2xy—1=0

x+y

Diagrama 4.9. Articulacién de sentidos

Esta combinacion de funciones semiéticas se puede simplificar en una sola funcion
semiotica, que sintetiza la situacion final:

Expresion Contenido
Es una
x+y= . .
x+y circunferencia

Diagrama 4.10. Cambio de sentido (respecto al inicialmente asignado)
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3. Disefo de la Investigacion

Este proyecto se enmarca en un enfoque de investigacion cualitativa, de tipo descriptivo-
interpretativo, y fue disefiado para realizar un analisis en contexto real del fendmeno
descrito, relacionado con el cambio de sentido, entendido como la dificultad que una
persona encuentra para articular el sentido asignado a una representacion semiotica con el
sentido asignado a otra representacion semidtica obtenida por tratamiento. Desde los
planteamientos de Goetz y Lecompte (1988), la fiabilidad del proceso investigativo se
mejora proporcionando la mayor informacion posible tanto de la situacion en que es
desarrollada la experiencia y de la seleccion de la poblacién o de la muestra, como de los
métodos de recoleccion de datos y el andlisis de los mismos; asi como posibilitando la
revision o una réplica del trabajo por otros investigadores. La validez se mejora,
exponiendo presupuestos de base, realizando una permanente comparacién de los datos y

una descripcién lo més profunda y detallada posible del analisis realizado.

Se parte del hecho de que la verbalizacion de los procesos de pensamiento y accion
proporcionan importante informacion, no sélo a partir de materiales escritos —como pueden
ser los obtenidos mediante instrumentos de indagacion (tareas o cuestionarios)—, sino
también a partir de procesos de interaccion —como los generados en los trabajos con
pequefios grupos o0 mediante entrevistas—. Como opcién metodoldgica, se trabajo la
entrevista estructurada basada en tareas (Goldin, 2000), realizada a pequefios grupos de

estudiantes:

Las entrevistas estructuradas basadas en tareas para el estudio del comportamiento matematico
implica minimamente un sujeto (un resolutor de problemas) y un entrevistador (el clinico),
interactuando en relaciéon con una 0 mas tareas (preguntas, problemas o actividades) introducidas
para el sujeto por el entrevistador de una manera planificada de antemano. El Gltimo componente
justifica el término basada en tareas. Asi que las interacciones de los sujetos no son sélo con los
entrevistadores, sino con el entorno de la tarea. La entrevista en grupo con dos 0 mas sujetos cae
también en el ambito de esta discusion, lo que lleva a la necesidad de ampliar nuestras
interpretaciones de algunas de las ideas (Goldin, 2000, p. 519).

Las razones por las cuales se optd por realizar entrevistas grupales, y no individuales,

pueden resumirse asi: La entrevista grupal (a pequefios grupos) ofrece un ambiente menos

55



Universidad Distrital Francisco José de Caldas Bogotd-Colombia

artificial y tenso para cada uno de los entrevistados, en tanto la atencion del entrevistador
no se centra de manera permanente en el trabajo de un solo individuo; los entrevistados
pueden interactuar entre si, acoger o poner en discusion las afirmaciones y argumentos
presentados por sus pares, ademas de tener la posibilidad de conocer, analizar y contar con
elementos adicionales en relacién con las tareas propuestas y con los argumentos

inicialmente considerados.

Si bien, como lo plantea Goldin, es necesario tomar ciertas precauciones con respecto a
posibles contingencias que puedan producirse a medida que avanza la entrevista —
insinuaciones o preguntas retrospectivas del entrevistador—, también es necesario prever
que en un determinado momento se reconozca una situacion de interés para el proposito de
la investigacion y sea necesario que el entrevistador modifique temporalmente el disefio
previsto. En palabras de este autor, a diferencia de los métodos convencionales de test

basados en lapiz y papel, la entrevista basada en tareas:

[...] hace posible poner el foco de interés de la investigacion méas directamente en los procesos del
sujeto al enfrentar la tarea matematica, mas que sélo en los patrones de las respuestas correctas o
incorrectas que ellos producen, por lo tanto hay la posibilidad de ahondar en una variedad de
topicos importantes con mas profundidad de la que es posible por otros medios experimentales
(Goldin, 2000, p. 520).
En este capitulo se presenta una informacion, con el mayor detalle posible, sobre la
situacion en la cual se desarrollo el trabajo y los criterios de seleccion de la poblacién, asi

como los métodos de recoleccion de datos y el anélisis de los mismos.

3.1 Aspectos generales

A manera de contextualizacién, resulta importante tener en cuenta los estandares de
matematicas propuestos por el Ministerio de Educacion Nacional de Colombia (MEN,
2003, p. 2), los cuales son entendidos como “criterios claros y publicos que permiten
conocer cudl es la ensefianza que deben recibir los estudiantes” y estan propuestos para

cinco grupos de grados:>® De 1° a 3°, de 4° a 5°, de 6° a de 7°, de 8°a 9° y de 10° a 11°,

% |a educacion formal ofrecida desde el sector oficial incluye, en ocasiones, un grado previo denominado
Grado cero; sin embargo, en la mayoria de estas instituciones oficiales (también llamadas pubicas) no se
ofrece. Algunos nifios, antes de ingresar formalmente a la educacion, asisten a Guarderias 0 Jardines
Infantiles (oficiales o privados) en los cuales se les ofrece cierta educacion no formal, aunque diferenciada de
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asociados usualmente con el nivel superior de cada grupo, asi: 3°, 5°, 7°, 9°y 11°, grados en
los cuales se realizan periddicamente evaluaciones externas de caracter nacional e
internacional. Dichos estandares son “el punto de referencia de lo que un nifio puede estar
en capacidad de saber y saber hacer, en determinada area y en determinado nivel” (2003, p.
2) y se constituyen en punto de referencia para el desarrollo de propuestas curriculares. Los
estandares estan organizados en seis “formas de pensar matematicamente” (p. 4):
Numérico, Espacial, Métrico, Aleatorio y Variacional. A manera de ejemplo, y en relacion
con las tematicas abordadas en los tres cuestionarios disefiados, se plantean estandares

especificos, a saber:

- Lo relacionado con probabilidad se propone para trabajar explicitamente desde el
segundo grupo de grados en basica primaria (4° y 5°) de tal manera que, al finalizar el
grado 7° (Pensamiento Aleatorio, Estandar 6), los estudiantes estén en capacidad de
“Hacer conjeturas acerca del resultado de wun experimento aleatorio usando

proporcionalidad y nociones basicas de probabilidad” (p. 17).

- El trabajo inicial con sistemas algebraicos y analiticos se propone desde la basica
primaria, orientado a que en grado 7° puedan representar situaciones de variacion
mediante expresiones verbales generalizadas, en el grado 8° trabajen explicitamente el
lenguaje algebraico (expresiones algebraicas, ecuaciones y equivalencia de expresiones).

- En grado 9° se trabaja relaciones entre propiedades de gréficas y propiedades de
expresiones algebraicas, modelacion con funciones polindmicas, racionales y
exponenciales, familias de funciones y sistemas de ecuaciones. En general, el trabajo con

conicas se realiza en grado 10°.

Si bien hay evidencia de dificultades similares a la que aqui se pretende describir en
diferentes grados de escolaridad (desde primaria hasta universidad), en relacion con objetos
de diversos campos de la matematica, para el desarrollo de este proyecto se defini¢ trabajar

con estudiantes de grado 9° (14-15 afios, aproximadamente) y de grado 11° (17-18 afios,

una institucion a otra. Las instituciones privadas, en la mayoria de los casos, ofrecen este nivel previo, el cual
usualmente denominan Transicidn, ademas de otros niveles (denominados Pre-kinder y Kinder).
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aproximadamente). La decision sobre la escogencia del grado 9° fue motivada por dos
razones, la primera de ellas es que una de las tareas propuestas esta en el contexto
algebraico y requiere de un trabajo especifico por parte los estudiantes con expresiones
algebraicas que, en el caso de Colombia, curricularmente esta propuesto de manera
explicita para los grados 8° y 9° de educacion basica; la segunda razon, que en Colombia el
grado 9° corresponde al Gltimo grado de la educacion bésica. Por su parte, la escogencia del
grado 11° fue motivada por corresponder al Gltimo nivel de escolaridad, previo a los
estudios de pregrado, es decir, el maximo de competencia matematica previo al ingreso a la

universidad.

3.2 Aspectos metodoldgicos especificos

3.2.1 Poblacién. La seleccion de la muestra, tanto de instituciones como de estudiantes, no
fue aleatoria, se establecio de manera intencional mediante criterios establecidos a priori.
En particular, las instituciones educativas de educacién béasica y media fueron
seleccionadas de entre las instituciones con las cuales el programa LEBEM ha establecido
relaciones,’ a partir del vinculo de docentes de la universidad o de egresados del programa
con ellas, asi como las posibilidades de colaboracion ofrecidas por directivas y profesores
de las mismas. Inicialmente se seleccionaron cinco instituciones educativas (colegios) en la
ciudad de Bogotd, dos de caracter oficial (CUN y MMC) vy tres de caracter privado (EPE,

CAF y CHA), para tener una amplia muestra.

Las dos instituciones oficiales, CUN y MMC, estan ubicadas en la periferia de la ciudad, en
sectores considerados vulnerables, cuentan con dos jornadas (mafana y tarde), en cada una
de las cuales asisten diferentes estudiantes. Se trabajo sélo con estudiantes de la jornada de

la mafiana (jornada escolar de 6:30am a 12:20pm). Los estudiantes que asisten a estas

" LEBEM: Licenciatura en Educacion Bésica con Enfasis en Mateméticas, programa de pregrado para la
formacion de profesores de matematicas de la Facultad de Ciencias y Educacién de la Universidad Distrital
Francisco José de Caldas, Bogota-Colombia.
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instituciones son de estrato socioeconémico bajo (1 y 2).*® La institucién EPE est4 ubicada
en las afueras de la ciudad, en un sector no considerado vulnerable. Las dos instituciones
privadas, CAF y CHA, estan ubicadas en zonas céntricas de la ciudad y a ellas asisten
estudiantes de estrato socioeconémico medio y alto. La mayoria de los estudiantes de CAF
provienen de los estratos bajo y medio (2 y 3), los de la EPE de estratos medio (3 y 4),
mientras que los estudiantes de CHA provienen principalmente de los estratos medio y alto
(4,5y6).

La institucion educativa CUN fue seleccionada para realizar el pilotaje, especificamente
con estudiantes de dos grupos de grado 9°.°° Esta decision se tomé por ser la primera
institucion en la cual se pudo concretar la realizacion del trabajo de indagacion. Asi, la
poblacién definida para el desarrollo de este trabajo se selecciond del grupo de las cuatro
instituciones restantes, una del sector oficial (MMC) y tres del sector privado (EPE, CAF y
CHA). Por condiciones de las instituciones, en el colegio MMC (Institucién 1) se
seleccion6 un grupo de grado 9°, en la EPE (Institucion 2) un grupo de grado 11°y en las
dos instituciones restantes, CAF (Institucion 3) y CHA (Institucion 4), se seleccionaron
dos cursos, uno de grado 9°y otro de grado 11°, es decir, se seleccionaron en total, entre las

cuatro instituciones, seis grupos (cada grupo con aproximadamente 40 estudiantes).

3.2.2 Disefio de instrumentos. El primer pilotaje se realiz6 con un grupo de grado 9° de la

institucion educativa CUN, a partir de una tarea, basada en la experiencia reportada por

%8 Si bien, en Colombia, el estrato constituye un instrumento para clasificar los inmuebles de acuerdo con
su ubicacion (rural y urbano), su entorno y la dotacion de servicios publicos, asi como los impuestos que debe
cancelar, también permite tener cierta informacién sobre capacidad econémica de quienes la habitan (salvo
casos especiales, como por ejemplo los inmuebles considerados patrimonio histdrico o cultural, a los que se
les asigna un estrato bajo para disminuir el valor de impuesto y contar con subsidios en los servicios
publicos). Oficialmente hay 6 estratos para inmuebles residenciales: bajo-bajo (estrato 1), bajo (estrato 2),
medio-bajo (estrato 3), medio (estrato 4), medio-alto (estrato 5) y alto (estrato 6). En Colombia, mas del 60%
de la poblacidn esta clasificada en los estratos 1 y 2, y menos del 5% en los estratos 5 y 6. En Bogota, mas de
la mitad de la poblacién corresponde a los estratos 1 y 2, cerca del 35% al estrato 3, menos de un 8% al
estrato 4 y solo cerca de un 4% estad en los estratos 5 y 6 [Datos del afio 2009. Fuente: DANE-SDP:
Proyecciones de poblacion segun localidad, 2006-2015].

% Cuando se hable de “grupo”, se hara referencia al grupo total de estudiantes (40 jévenes en promedio)
en cada uno de los cursos de cada grado; cuando se hable de “pequefio grupo”, se hara referencia a grupos de
3 estudiantes en promedio (sélo en un caso se trabaj6 con 2 estudiantes y en otro con 4).
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D’Amore (2006b), la cual fue propuesta por el profesor a cargo del grupo (curso), para ser
trabajada inicialmente de manera individual y luego ser socializada en pequefios grupos y

ante el grupo general:

Asuma que n representa un niimero entero cualquiera (n € Z)
1. Diga qué es cada una de las siguientes expresiones:
3ny (n-1)+n+(n+1)
2. ¢ Qué relacion hay entre la expresion (n-1)+n+(n+1) y la expresion 3n? Justifique su respuesta
3. ¢La expresion (n-1)+n+(n+1) significa el triple de un nimero? Justifique su respuesta

Con el primer grupo de grado 9° se trabajé sin entregar un cuestionario a cada uno de los
estudiantes; se le propuso al profesor realizar una actividad de clase en el marco de la cual
planteara de manera verbal las preguntas sugeridas (escribiendo sélo las expresiones
algebraicas en el tablero) para indagar sobre un posible cambio de sentido. El investigador
estuvo presente en la sesién como observador no participante. Se evidencié que al menos la
tercera parte de los estudiantes no se involucro en la actividad, que el tiempo invertido para
abordar cada una de las preguntas era considerable (mas de 20 minutos para cada una), lo
cual generd que al docente le resultaba dificil dejar de orientar e incluso direccionar la
escasa participacion de los estudiantes; no se reflejaba una intencion del docente a cargo del
curso por indagar posibles interpretaciones o dificultades que encontraban los estudiantes,
es decir no se generaba un ambiente previo de indagacion sino mas bien una intencion de
realizar “cierres” rapidos privilegiando, 0 centrando la mirada, en respuestas mas cercanas a

lo institucionalmente esperado.

Esta tarea contenia tres items. El primero de ellos consistia en una pregunta abierta sobre la
interpretacion o significado asociado por los estudiantes a dos diferentes representaciones
(expresiones algebraicas) de un mismo objeto, la segunda una pregunta cerrada para
indagar si reconocen o no la equivalencia sintactica entre las dos representaciones dadas,
esto es, si pueden realizar un proceso de tratamiento mediante el cual puedan obtener una
representacion a partir de la otra, y la tercera para indagar si reconocen en una de dichas
representaciones el objeto asociado a la otra representacion. Como se mencioné en el
primer capitulo, el proposito basico es indagar sobre posibles dificultades que encuentran

los estudiantes para articular los sentidos asignados a objetos matematicos y/o posibles
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cambios de los sentidos asignados y encontrar elementos que permitan explicar dichas

dificultades y/o tales cambios de sentido.

En relacion con el primer item, respecto a qué es cada una de las expresiones, mientras
algunos estudiantes de grado 9° (Colegio CUN) respondieron “es una expresion del
algebra”, “es una variable”, “es un numero y una letra”, otros preguntaban a qué se hacia
referencia en esa pregunta; solo cuando el profesor les decia que debian decir qué
significaba la expresion o cémo la interpretaban, varios de ellos afirmaban que era “una
multiplicacion”, “3 veces n”, “3 veces el nimero” o “el triple de un niimero”. Con respecto
al segundo item, respondian que “ambas eran expresiones algebraicas, “que una tenia un
término y la otra tres”, o “que en ambas aparecia n”. Otra dificultad que se evidenci6 en
esta indagacién es que no se contaba con registros escritos de la produccion de los

estudiantes al abordar esta tarea.

Con base en esta indagaciéon, se decidié presentar la tarea mediante el siguiente

cuestionario, compuesto de tres items:

Asuma que n representa un ndmero entero cualquiera (n € 2)

1. Diga qué es, qué representa, 0, qué significa cada una de las siguientes expresiones:
@) 3n
(b) (n-1)+n+(n+1)

2. ¢Laexpresion (n—1)+n+(n+1) es igual a la expresion 3n?
(a) Marque con una X su respuesta Si() No()
(b) Justifique a continuacion su respuesta

3. ¢Laexpresion (n—1)+n+(n+1) significa el triple de un namero?
(a) Marque con una X su respuesta Si() No()
(b) Justifique a continuacion su respuesta

Este cuestionario se trabajdé con el otro grupo de grado 9° del colegio CUN (segundo
pilotaje). Inicialmente se solicitd responder el cuestionario de manera individual vy
posteriormente en pequefios grupos para socializar las respuestas dadas y, luego, proponer
respuestas como grupo. Esto posibilitd no sélo contar con escritos sobre la produccion de
cada estudiante, sino también generd una mayor participacion de los estudiantes en el
trabajo en pequefios grupos. Sin embargo, en el segundo item la mayoria de los estudiantes

(cerca del 80%) respondian que las dos expresiones eran iguales pero no habia evidencia de
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que pudieran realizar las transformaciones de tratamiento requeridas para obtener una de las

expresiones a partir de la otra, usando propiedades algebraicas.

Con base en este pilotaje se tomd la decision de proponer en total tres tareas, construyendo
tres cuestionarios con un disefio similar al propuesto para este cuestionario, con el fin de
contar con produccion de los estudiantes en por lo menos dos contextos diferentes. Las
teméticas seleccionadas para proponer las tres tareas para los cuestionarios fueron,
respectivamente: (1) Probabilidad, (2) Equivalencia de expresiones algebraicas y (3)

Ecuaciones cuadraticas. Los cuestionarios propuestos fueron los siguientes:

Cuestionario 1 (Probabilidad):

En lo que sigue, siempre se hard referencia a un dado tradicional de seis caras. Por favor,
conteste en el orden en que aparecen los puntos y s6lo continle con el siguiente cuando
haya respondido completamente el punto anterior.

1. ¢Cual es la probabilidad de que lanzando un dado se obtenga un ndmero par?
(a) La probabilidad es:
(b) Expligue brevemente cémo realizo el calculo de la probabilidad:

2. ¢Existe(n) otra(s) manera(s) de expresar la probabilidad obtenida en el punto anterior?
(a) Marque con una X su respuesta Si () No ( )
(b) En caso afirmativo muestre cual(es) seria(n) esa(s) manera(s). En caso negativo
explique por qué no existiria otra manera de expresar dicha probabilidad.

3. ¢Puede afirmarse que la fraccion 4 es la probabilidad de que lanzando un dado se
8
obtenga un nimero par?
(&) Marque con una X la respuesta que considera correcta Si ()
No ()
(b) Justifigque a continuacién, con el mayor detalle posible, su respuesta:

Cuestionario 2 (Equivalencia de expresiones):

En lo que sigue, asuma que N representa un nimero entero cualquiera. Por favor, conteste
en el orden en que aparecen los puntos y sélo continGe con el siguiente cuando haya
respondido completamente el punto anterior.

1. Diga qué significa o que interpretacion le asigna usted de la expresion 3n.

2. Digasi la siguiente igualdad esonovélida: (n — 1) +n+ (n+1) = 3n
(@ Marque con una X la respuesta que considere correcta Si ()
No ()
(b) En caso afirmativo compruebe la igualdad; en caso negativo dé razones por las
cuales no se cumple.

3. ¢Laexpresion (n — 1) + n + (n + 1) puede interpretarse como el triple de un nimero?
(a) Marque con una X la respuesta que considere correcta Si ()
No ()
(b) Explique o justifique a continuacion, con el mayor detalle posible, su respuesta:
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Cuestionario 3 (Ecuacién cuadrética):

En lo que sigue, asuma que X ey representan numeros reales cualesquiera. Por favor,
conteste en el orden en que aparecen los puntos y no continte con el siguiente sin haber
respondido completamente el punto anterior.

1. Diga qué es, qué representa, qué significa o qué interpretacion hace usted de la siguiente
ecuacion: yz Yy +2xy—1=0
2. ¢Laecuacién - 1 esequivalente ala ecuacion x? + y? + 2xy—1=07?

X+Yy
(@) Marque con una X la respuesta que considera correcta Si ()
No ()
(b) En caso afirmativo compruebe la equivalencia; en caso negativo explique por qué
no se cumple.

3. Complete el enunciado de la siguiente pregunta, escribiendo en el espacio punteado la
respuesta que usted dio anteriormente, en el primer punto, y luego respéndala.

¢, La ecuacion five 1 €S ?
- X+y
(a) Marque con una X la respuesta que considere correcta Si ()
No ()

(b) Explique o justifique a continuacion, con el mayor detalle posible, su respuesta:

3.2.3 Recoleccion de informacion. Teniendo en cuenta la importancia de disponer de
diversos instrumentos de recoleccion de informacion para posibilitar una triangulacién de
los resultados, ademas de la indagacion mediante el desarrollo de tareas (propuestas en los
cuestionarios) y del contenido de las notas tomadas por el investigador, se cuenta con
entrevistas grabadas en audio, las cuales fueron realizadas con cada uno de los pequefios
grupos seleccionados con base en las respuestas dadas a la tarea propuesta en los diferentes
cuestionarios. Desde los planteamientos de Goldin (2000, p. 519):

Normalmente, se prevé la observacién y registro de lo que sucede durante la entrevista para su
posterior analisis: a través de grabaciones de audio y/o video, notas de los observadores, y
trabajo del sujeto. Explicita prevision se hace también para contingencias, como las que pueden
ocurrir a medida que avanza la entrevista, posiblemente por medio de secuencias de ramificacién
de preguntas heuristicas, sugerencias, problemas relacionados en secuencia, preguntas
retrospectivas, u otras intervenciones por parte del clinico [entrevistador].

Los dos primeros cuestionarios fueron propuestos para los estudiantes, tanto del grado 9°
como del grado 11° mientras que el tercer cuestionario sélo fue propuesto para los
estudiantes de grado 11°. Es decir, a los estudiantes de grado 11° se les propuso un total de

tres cuestionarios.
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En tanto se reconoce la importancia de que los estudiantes se involucraran en el desarrollo
de la actividad, las tareas fueron trabajadas inicialmente de manera individual por cada uno
de los estudiantes de los diferentes cursos (cada uno con aproximadamente 40 estudiantes)
y luego en pequefios grupos (entre 2 y 4 estudiantes). Posteriormente, con la orientacion del
profesor de la institucion a cargo del curso, se realiz6 una socializacion de algunas de las
respuestas dadas por los pequefios grupos,® los cuales fueron seleccionados por el profesor

con base en la observacion realizada por él durante el tiempo de trabajo de los estudiantes.

En cada una de las instituciones, previamente al trabajo con los cuestionarios, el
investigador-entrevistador (P) dialoga con los estudiantes y les informa que el trabajo que
van a realizar tiene como propdsito indagar sobre las diferentes interpretaciones y usos que
los estudiantes hacen de las expresiones en el trabajo que realizan en matematicas,
relacionado con temas y conceptos conocidos por ellos; aclarandoles que lo mas importante
para él es conocer las razones por las cuales interpretan de una u otra manera, ya que esto
permitiria entender mejor como orientar actividades en el aula y reconocer posibles
dificultades que encuentran los estudiantes en el trabajo en matematicas, por lo que les
solicita que en los cuestionarios que les van a entregar para trabajar individualmente sean lo
mas explicitos posible en la explicacion del procedimiento o de las razones que apoyan su

respuesta.

Desde las investigaciones en psicologia social del aprendizaje, se reconoce que en este tipo
de situaciones es importante tener en cuenta que los estudiantes no sélo deben cumplir con
la tarea propuesta, sino también responder a complejidad de la situacion social, en este
caso, entender las expectativas del investigador y la naturaleza del problema, ademas de
entender su papel, y el de sus compafieros, en la interaccién (ver, por ejemplo, Schubauer
& Grossen, 1993).°* Con el propésito de aclarar el papel que los estudiantes deberan

desempefiar en esta actividad, el investigador les comenta que una vez desarrollen

% Se reconoce la importancia de que quien socialice una respuesta lo haga en representacion del grupo; no
solo para que dé cuenta del proceso del grupo sino también para que su intervencion pueda ser apoyada por
los otros integrantes del grupo y se disminuya en parte la tension que usualmente puede generarse cuando se
defiende individualmente un resultado.

81 Estos autores reconocen la importancia del anélisis conversacional, en tanto consideran la conversacion
como el contexto natural en el que las habilidades cognitivas de los sujetos participantes en ella (compafieros)
se disponen y son construidas en torno a la interaccion social.
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individualmente los cuestionarios, podran conformar grupos de 3 estudiantes en promedio
para socializar sus respuestas y responder nuevamente el cuestionario como grupo.
Adicionalmente les informa que, teniendo en cuenta la diversidad de posibles
interpretaciones y de respuestas encontradas, posteriormente seleccionara al azar algunos
grupos, formados por 2 o mas estudiantes, para realizar una breve entrevista con el
proposito de ampliar la informacion encontrada en los cuestionarios, y aclara que la

participacion en ellas es completamente voluntaria.

En resumen, la informacion recolectada se encuentra registrada en:
(1) cuestionarios individuales (y de pequefios grupos),
(2) entrevistas grabadas en audio,®

(3) notas del investigador.

La seleccidn de los pequefios grupos para entrevista se realizé a partir de las respuestas

dadas a la tarea, la cual contenia tres items, con base en los siguientes criterios:

(1) Que en el primer item la interpretacion realizada por los estudiantes fuera
compatible con el “significado institucional” (Godino & Batanero, 1994) asignado a
dicho objeto.

(2) Que en el segundo item al menos uno de los estudiantes pueda reconocer
explicitamente la equivalencia sintactica entre las expresiones dadas (aritméticas o
algebraicas), esto es, pueda realizar un proceso de tratamiento que le permita
obtener una de las expresiones a partir de la otra (haciendo uso de las propiedades al
interior del registro aritmético o del algebraico).

(3) Que en el tercer item al menos uno de los estudiantes que ha reconocido la
equivalencia sintactica en el item anterior de las expresiones responde

negativamente.

%2 Teniendo en cuenta que algunos estudiantes seleccionados manifestaron que les incomodaria ser
grabados en video, por lo que preferian que se utilizara un instrumento menos “intimidante”, se acordé con
ellos que lo mas adecuado era realizar la grabacion solo en audio, y que en las transcripciones se haria
mencion de sus nombres, sin incluir los apellidos; tampoco se haria referencia explicita a las instituciones en
las cuales estudiaban, sino que se usaria una sigla y se haria una descripcién general sobre algunas
caracteristicas de la poblacion estudiantil.
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De tales pequefios grupos de estudiantes se seleccionaron cuatro, uno por cada una de las
cuatro instituciones, esto es, 16 pequefios grupos en total, teniendo en cuenta la
disponibilidad y el interés manifestado por los estudiantes para participar en las entrevistas.
De estos 16 pequefios grupos finalmente se seleccionaron 3, uno por cada tarea propuesta,
cuya produccién oral y escrita se constituye en la principal fuente de datos reportados y

analizados en esta investigacion.

Los criterios establecidos para seleccionar estos tres pequefios grupos fueron tres: (1) contar
con informacion sobre el trabajo realizado en cada una de las tres tareas propuestas, (2)
disponer de informacion de por lo menos dos de las cuatro instituciones seleccionadas, una
de caracter oficial y una de carécter privado y (3) contar con informacion de cada uno de
los dos grados seleccionados, esto es, uno de grado 9° y otro de grado 11°; adicionalmente
se tuvo en cuenta que se evidenciara un cambio en la interpretacion inicialmente realizada a
las expresiones, esto es, que se evidenciara una articulacion de sentidos y/o un cambio del

sentido asignado a los objetos matematicos primarios.

Con base en las pruebas piloto desarrolladas, el tiempo de duracion de las diferentes
entrevistas se estimd entre 10 y 15 minutos, dependiendo de la interaccion entre los
estudiantes y la necesidad de indagar algin aspecto especifico reconocido durante el
desarrollo de la entrevista. Las entrevistas fueron programadas para ser realizadas con
grupos de 3 estudiantes, exceptuando dos casos, en uno de ellos la entrevista se realiz6 con
2 estudiantes (Transcripcion 5) y en el otro con 4 estudiantes (Transcripcion 10), quienes
habian trabajado los cuestionarios como pequefio grupo. Para definir el nimero de
estudiantes de cada grupo se partié de reconocer que en estos procesos de interaccién es
importante tener la posibilidad de contar mas de una interpretacion y frente a posibles
polarizaciones, tener una alternativa que pueda mediar o exponer otra interpretacion

posible.

Para la realizacion de las entrevistas se acordo con los profesores de matematicas que nos
colaboraron para el desarrollo de las actividades previas (usualmente realizadas en dos
sesiones de clase) que en una de las posteriores sesiones de clase ellos darian a los

estudiantes el tiempo requerido para participar en la entrevista y que se seleccionaria un
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lugar adecuado para el desarrollo de las mismas. En dos de las instituciones (MMC y CAF)
las entrevistas se realizaron en la Biblioteca de la institucion y en las otras dos (EPE y
CHA) en una oficina o sala independiente. Al inicio de cada entrevista, el investigador
(entrevistador) saluda a cada uno de los estudiantes, les agradece estar alli y les solicita su
autorizacion para grabar la sesion (la cual fue concedida en todos los casos). Inicia

preguntando los nombres para realizar el registro respectivo e iniciar la conversacion.

Se realizé un total de 16 entrevistas, en cuatro instituciones educativas de Bogota, 8 de ellas
con estudiantes de grado 9° (Gltimo grado de la educacion béasica) y 8 con estudiantes del
grado 11° (Gltimo grado de la educacién media).®® Las primeras entrevistas fueron
realizadas en dos de estas instituciones educativas (MMC y EPE, codificadas como 1y 2,
respectivamente) en el mes de mayo de 2009, y las otras fueron realizadas en las otras dos
instituciones (CAF y CHA, codificadas como 3 y 4, respectivamente) en los meses de Abril
y Mayo del 2010.

3.2.4 Recoleccion de datos. Como se mencion0 anteriormente, los datos fueron obtenidos
basicamente de dos fuentes: una, los escritos relacionados con el desarrollo de una tarea
(cuestionarios) y, otra, las transcripciones de las grabaciones en audio de entrevistas
realizadas a pequefios grupos de dos o tres estudiantes.** El instrumento bésico para la
recoleccion de datos lo constituye la entrevista (basada en tareas), orientada a partir de la
informacidn obtenida de las respuestas dadas por los estudiantes, tanto a los cuestionarios
trabajados individualmente como los trabajados en pequefios grupos, cuidando detalles
como que los estudiantes no sientan que sus respuestas eran censuradas y que el tiempo de

la entrevista no fuera excesivo para evitar un posible desinterés.

%3 El grado 11° es el ltimo grado de la educacién previo al ingreso a la universidad.

% El trabajo con cuestionarios se realizé al inicio del segundo periodo académico en cada una de las
instituciones, en sesiones realizadas en los meses de Abril y Mayo, las cuales tuvieron una duracion entre 45y
60 minutos. Las entrevistas fueron realizadas entre 8 y 15 dias después de trabajar con los instrumentos.

En la mayoria de instituciones educativas colombianas el afio escolar inicia a finales del mes de enero y
culmina a finales del mes de noviembre, dividido en 4 periodos académicos, cada uno de aproximadamente
10 semanas lectivas, con una intensidad total de 30 horas semanales para la basica secundaria (grados 6° a 9°)
y para la educacion media (grados 10° a 11°) y de 25 horas semanales para la basica primaria (grados 1° a 5°).
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En resumen, el proceso de recoleccion de datos se realizd en tres momentos. En el primero
de ellos el profesor del curso, en una de las sesiones de clase, solicité a los estudiantes
desarrollar de manera individual el(los) cuestionario(s), basado en tareas disefiadas por el
investigador; en el otro, conformé pequefios grupos de 3 estudiantes en promedio,® con el
proposito de que compartieran sus respuestas a las preguntas del cuestionario y, en los
posible, propusieran respuestas compartidas a cada una de tales preguntas, la cual
registraban en una copia del cuestionario; en algunos casos, tales respuestas fueron
socializadas a todo el grupo (registradas en notas del investigador). En el tercer momento,
el investigador realizd la entrevista a cada uno de los pequefios grupos seleccionados, la
cual fue grabada en audio y transcrita. Las entrevistas fueron realizadas en un espacio
diferente del aula de clase en la cual sOlo estaban presentes los entrevistados y el
investigador (en una sala de reuniones o en la biblioteca, segun la disponibilidad de

espacios en cada institucion). Para las entrevistas se elabor6 el siguiente guion general:

- Confirmar explicitamente los nombres de los entrevistados al inicio de la entrevista y
solicitar que, en lo posible, mencionen su nombre en las diversas intervenciones que

realicen (para tener registro de las voces, ademas de las notas del investigador).

- Verificar si comparten al menos una de las interpretaciones respecto a las expresiones

trabajadas en la(s) tarea(s) propuestas.

- Verificar que reconocen una equivalencia sintactica entre las expresiones trabajadas, esto
es, si se evidencia un dominio de las transformaciones de tratamiento requeridas para

obtener una de ellas a partir de las otras.

- Indagar sobre la posibilidad que tienen los entrevistados de reconocer que la
interpretacion asignada a una de las expresiones puede ser asignada a otra expresion

sintacticamente equivalente a ésta, esto es, si logran o no articular los sentidos asignados.

- Verificar si se generan cambios con respecto a las interpretaciones inicialmente dadas a
las expresiones trabajadas, esto es, si se genera un cambio en el sentido asignado a los

objetos matematicos primarios.

% En cada curso la organizacion de los pequefios grupos fue realizada por los estudiantes; la intervencién
del profesor s6lo fue necesaria en dos o tres casos con estudiantes que dudaban con quién agruparse.
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Si bien el investigador contd con un guion para el desarrollo de la entrevista, incorpord
algunas preguntas retrospectivas, e incluso algunas insinuaciones para complementar la
indagacion y estuvo atento a reconocer situaciones de interés para el proposito de la
investigacion, formulando preguntas especificas orientadas a contar con mayor

informacion.

3.2.5 Anélisis de los datos. Se realizé un analisis de la produccion individual de cada uno
de los estudiantes, de los tres pequefios grupos seleccionados, en relacion con la tarea,
aunque el interés se centr6 en la produccién que se gener6 durante la entrevista con los
grupos, en la cual se posibilitd la intervencion de cada uno de los estudiantes, la interaccion
entre ellos y, en particular, la opcidn de aceptar o disentir de los planteamientos realizados
por los integrantes de estos pequefios grupos en relacion con los itemes de la(s) tarea(s)
propuesta(s). Se privilegio el trabajo grupal, en tanto se reconoce explicitamente el interés
por posibilitar que los estudiantes puedan tanto compartir puntos de vista como reflexionar
sobre los planteamientos realizados por los otros con respecto al trabajo realizado sobre la
tarea propuesta, asi como la posibilidad de reconocer un “sentido compartido” en el

desarrollo de la tarea.

Se realiz6 un primer analisis, de tipo descriptivo, de las diversas respuestas dadas a la tarea
por parte de los estudiantes, a partir del proceso de socializacion y de las notas de campo
del investigador y, posteriormente, un analisis especifico a partir de las producciones
escritas —tanto en los cuestionarios individuales como en los de cada pequefio grupo-—
orientado inicialmente por la posibilidad de realizar o no las transformaciones (de tipo
tratamiento) de una de las expresiones requeridas para reconocer la equivalencia con la otra

expresion.

Las transcripciones de las tres entrevistas seleccionadas seran presentadas en su totalidad,
aunque intercalando comentarios no sélo sobre el contenido de la conversacién sino
también sobre diferentes momentos de la entrevista para posibilitar una contextualizacion
sobre la misma y ofrecer la mayor informacion posible sobre la manera en que se procedio
para permitir una eventual nueva prueba y la repeticion de la prueba por parte de otros
investigadores. En las diferentes transcripciones la primera columna hace referencia al

tiempo, en minutos y segundos, la segunda a la numeracion de cada una de las
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intervenciones de las personas que interactdan en la conversacion (linea correspondiente a
cada intervencion), la tercera columna al codigo asignado a cada estudiante y al
investigador-entrevistador (I) y la Gltima a los diferentes segmentos de la transcripcion en

distintos momentos de la conversacion.

Para hacer referencia a las intervenciones de los estudiantes se usard la siguiente
codificacion, Eap™®: Intervencion del estudiante a, correspondiente al segmento b de la
transcripcion, estudiante del colegio c, en el curso d. Los nimeros de la parte inferior
(subindices) corresponden al cddigo del estudiante y el segmento (o segmentos, separados
por guién cuando sean consecutivos, o por coma cuando no lo sean) de la transcripcion,
mientras que los nimeros en la parte superior (superindices) corresponden la institucion y
el grado que cursa el estudiante, respectivamente. Por ejemplo, el cédigo E1(4)11'2 hace
referencia a lo dicho por el estudiante 1, en el segmento 4 de la transcripcion, en grado 11
del colegio 2 (EPE). El codigo E7 (11.15, 27) %3 hace referencia a lo dicho por estudiante 7, en
los segmentos 11 al 17 y en el 27, quien cursa grado 9°, en el colegio 3 (CAF).

Para realizar el analisis de las transcripciones de las entrevistas se realiza una segmentacion
tematica, la cual es a su vez segmentada en cada una de las intervenciones de los
participantes en la entrevista, realizando una numeracion de dichas intervenciones y usando

un color diferente (azul) para la intervencion del entrevistador-investigador (P).
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4. Desarrollo de la Investigacion

En las tres primeras secciones de este capitulo se realiza un analisis del trabajo de tres de
los pequefios grupos seleccionados, uno por cada una de las tres tareas propuestas. En
dichas secciones se presenta inicialmente una rejilla en la que se organiza la informacion
correspondiente al trabajo de los estudiantes, tanto el realizado individualmente como en el
pequefio grupo conformado por los tres estudiantes, asi como también lo planteado por cada
uno de sus integrantes al iniciar la entrevista grupal; ademas, se presenta la configuracion
cognitiva de objetos matematicos primarios de cada estudiante en el desarrollo de la tarea,
resaltando las funciones semioticas establecidas por éstos en su proceso de significacion.
En la segunda parte de cada seccion se realiza un analisis de tipo descriptivo-interpretativo
de los diferentes segmentos de la transcripcién de la entrevista grupal basada en tareas, y
finalmente se presenta la configuracion cognitiva (Godino, Batanero & Font, 2007) lograda
0 activada por cada estudiante durante la entrevista.. En total se realizaron dieciséis
entrevistas a pequefios grupos, en su mayoria de 3 estudiantes (con excepcion de un grupo

de 2 y otro grupo de 4 estudiantes).

Las tres tareas en las cuales se basaron dichas entrevistas fueron presentadas mediante tres
cuestionarios semi-abiertos: uno sobre probabilidad (Cuestionario 1), otro sobre el triple de
un nimero (Cuestionario 2) y el tercero sobre cénicas (Cuestionario 3), respectivamente.
Las dos primeras tareas fueron propuestas tanto a los estudiantes de grado 9°, como a
estudiantes de grado 11° (Cuestionarios 1 y 2), mientras que la tltima (Cuestionario 3) sélo
les fue propuesta a los estudiantes de grado 11°. Cada entrevista se centré en una de las tres

tareas propuestas, es decir, en uno de los cuestionarios atras mencionados.

En la dltima seccion del capitulo se presentan los resultados béasicos obtenidos de la
presente investigacion. Si bien el analisis que se presenta en las primeras secciones toma
como referencia basica, en cada caso, una de las entrevistas realizadas, cuya transcripcion

se presenta en su totalidad, las evidencias son complementadas con extractos de las

71



Universidad Distrital Francisco José de Caldas Bogotd-Colombia

entrevistas restantes. Las transcripciones completas, de todas las entrevistas realizadas, se

incluyen en el Anexo 2.

4.1 Tarea sobre conicas (Cuestionario 3)

A continuacion se presenta la rejilla con la informacion del trabajo de los estudiantes de
uno de los pequefios grupos, a la tarea sobre conicas (ecuaciones cuadraticas), realizado
tanto individualmente como en grupo, asi como el planteamiento realizado por cada uno de
ellos al inicio de la entrevista, y a continuacion se presentan los diagramas obtenidos a
partir de dicha rejilla, correspondientes a la configuracion cognitiva de objetos matematicos
primarios lograda por cada uno de los integrantes del grupo en relacion con dicha tarea.
Posteriormente se realiza un andlisis de la entrevista, apoyado en la transcripcion realizada
(T-11) y en el cuaderno de notas del investigador. En lo que sigue, para hacer referencia a
los diferentes segmentos de la transcripcion se usard la codificacion planteada péarrafos
atrés, ésta es: Eqp)°?, en la cual los subindices representan el cdigo del estudiante a, y el
correspondiente segmento b, y los superindices representan el curso o grado de escolaridad
¢, de la institucién educativa 6 colegio d. Las instituciones MMC, EPE, CAF y CHA, seran
referidas con los cédigos 1, 2, 3 y 4, respectivamente. Por ejemplo, el cddigo E1(25)“'4 hace
referencia a lo dicho por el estudiante 1, en el segmento 25 de la transcripcion (subindices),
quien cursaba grado 11, en el colegio CHA (superidices). El cddigo Ez1-1s, 27)9'3 hace
referencia a lo dicho por E7, en los segmentos del 11 al 15 y en el 27, estudiante que cursa

grado 9°, en el colegio CAF.

4.1.1 Rejilla de respuestas y diagrama de configuracion cognitiva de objetos matematicos
primarios. Esta rejilla corresponde al grupo de estudiantes integrado por Maria Elvira (E;),
Daniel A. (E,) y Daniel D. (E3), de grado 11 (Codigo 11), del colegio CHA (cddigo 4).
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Tarea Instrumento Individual Trabajo en grupo Entrevista
(Cuestionario 3) (Planteamiento inicial)
Item/Estudiante Ei: Ma. Elvira E,: Daniel A. E;: Daniel D. Ei,E;yE; Ei,E;yE;

L. Interpretacién de | ypq Circunferencia Circunferencia Circunferencia Plantean que la ecuacion

la ecuacion
X2+y?+2xy-1=0.

circunferencia®

[plantea que no
sabe si podria ser

es una «circunferencia»

una elipse]
2. ¢Son equ_lvaler;t.es Si No Si Si Reconocen y aceptan las
las ecuaciones?: . transformaciones
1 Muestra, paso a | Porque se tiene 2xy | Porque al pasar el | Muestran, paso a requeridas para verificar
X+y=—-— ; ia sintacti
X+y paso,  que la |yse Itrans.f(?rma en éx+y) o del | paso, . Que la | s equivalencia sintéctica
xz+y2+2xy-1:0. ecuacion x+y lo cual carece | denominador a | ecuacion entre las dos ecuaciones.
1 € de sentido ademéas | multiplicar al otro 1 €
X+y=—— se saca la raiz | lado de la | X+y=—-—
o Xty cuadrada a toda la | igualdad, se R
equivalente a | ecuacién, lo cual | obtiene equivalente a

X2+y*+2xy-1=0.

tampoco se puede

X2+y?+2xy-1=0
y lo que se hace es
pasar el 1 a restar.

X2+y*+2xy-1=0.

3. ¢ Laecuacion

1 es
X+y=—ro
X+Yy

una circunferencia?

Si

Sigue siendo una
circunferencia

[reitera la
equivalencia entre
las dos

ecuaciones]

No

Los valores de x e
y no estin]
elevado[s] al
cuadrado, por lo
tanto no es una
circunferencia

No
Las  variables
[no] son

cuadradas  [se
refiere a que

deberian estar
elevadas al
cuadrado]

No

En una las
variables estan al
cuadrado y en otra
no

E;: No, pues no, yo no
diria  que es una
circunferencia [...] (S. 7)

E,: Yo digo que no es
una circunferencia [...]
uno parte de que la
circunferencia como
ecuacion basica es, ehh,
cuando ambas variables
estan al cuadrado
(Segmento 11).

E;: Si lo es, pero uno no
loveasi[...](S.19)

Tabla 1. Rejilla de respuestas —Ma. Elvira, Daniel A. y Daniel D.— Grado 11°, Colegio CHA

En los siguientes diagramas se presenta la configuracién cognitiva (personal) de objetos

matematicos primarios obtenida a partir del trabajo realizado por cada uno de los tres

estudiantes de grado 11° (ultimo curso de educacion pre-universitaria), del colegio CHA,

tanto individualmente como en pequefio grupo, a partir de la tarea propuesta.®’ En estos

diagramas se sefialan, mediante una linea continua, las funciones semioticas establecidas

por cada estudiante, entre la expresion y el contenido.

% Aunque la ecuacién cuadratica x*+y*+2xy-1=0, no representa una circunferencia, sino una “cénica
degenerada” (dos rectas paralelas), para efectos del andlisis que se presenta en esta seccion, no resulta
relevante si dicha ecuacion la interpretan como «circunferencia».

%7 El texto completo de la tarea propuesta se presenta en el primer diagrama, en los dos diagramas restantes
se presenta sélo un resumen de la misma.
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Problema (Tarea — Cuestionario 3)
En lo que sigue, asuma que X ey representan nimeros reales cualesquiera. Por favor, conteste en el orden en que
aparecen los puntos y no contindie con el siguiente sin haber respondido completamente el punto anterior.
1. Diga qué es, qué representa, qué significa o qué interpretacion hace usted de la siguiente ecuacion: X2+y2+2xy-1:0

L 1 . ”
2.¢laecuacionx +y = e es equivalente a la ecuacion xz+y2+2xy-1=0?

(a) Marque con una X la respuesta que considera correcta Si () No ()
(b) En caso afirmativo compruebe la equivalencia; en caso negativo explique por qué no se cumple.

3. Complete el enunciado de la siguiente pregunta, escribiendo en el espacio punteado la respuesta que usted
dio anteriormente, en el primer punto, y luego respéndala.

.. 1 . .
¢Laecuacion x +y = T, G5 uma.. [circunferencia] ?
Xty

(a) Marque con una X la respuesta que considere correcta Si( ) No()
(b) Explique o justifique a continuacion, con el mayor detalle posible, su respuesta:

Lenguaje Definicién
Circunferencia / Una circunferencia
Ecuacién / Propiedad
e / Inverso multiplicativo e inverso aditivo (implicito)

2 2 1=0 ——]
Xy +axy-1=0 Procedimiento

X+y= 1 Aplicacion de propiedades para obtener ecuaciones
X+y equivalentes
Argumento

Tesis: La ecuacion es una circunferencia
Razoén: Las dos ecuaciones son equivalentes

Diagrama 5.1. Configuracion inicial de Ma. Elvira: E; ***

En el trabajo realizado individualmente, Ma. Elvira (E;) establece tres funciones

’

semioticas, una entre la expresion x*+y*+2xy-1=0 y el contenido “una circunferencia”, otra
funcion semidtica entre la expresion (la ecuacién) x*+y*+2xy-1=0, y el contenido (la ecuacién)

x+y= % y, la tercera, entre la expresion x +y = ﬁ y el contenido “una circunferencia”,

es decir, las transformaciones de tratamiento entre las dos ecuaciones (equivalencia

sintactica) le permite articular los sentidos asignados a dichas ecuaciones.

Problema (Tarea — Cuestionario 3)
1. Diga qué es, qué representa, qué significa 0 qué interpretacion hace usted de la siguiente ecuacion:
X' +y*+2xy-1=0

- 1 . ”
2. ¢Laecuacionx +y = e es equivalente a la ecuacion x2+yz+2xy-1:O?

- 1 . .
3. ¢Laecuacion x +y = e es una ... [circunferencia] ?

Lenguaje Definicién
X, Y Una circunferencia
Circunferencia / Procedimiento
Ecuacion Aplicacion de propiedades
Equivalencia

Koy 42xy-1=0 —|
1

Argumento
x+y Tesis: La ecuacion no es una circunferencia

Razén: Las variables no estan elevadas al cuadrado

x+y=

Diagrama 5.2. Configuracion inicial de Daniel A.: E,***
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En su trabajo individual, Daniel A. (E,) establece una funcién semidtica entre la expresion
x*+y*+2xy-1=0, y el contenido una circunferencia. Considera que las dos ecuaciones no son
equivalentes, debido a que en una de ellas aparece el término 2xy, el cual se transforma en
x+y, lo cual carece de sentido; ademas de que en una de ellas aparecen las variables al
cuadrado y en la otra no, se saca la raiz cuadrada a toda la ecuacion, lo cual tampoco se
puede [Tabla 1]. Si bien, inicialmente no reconocié la posibilidad de realizar
transformaciones de tratamiento para establecer la equivalencia de las ecuaciones dadas, en

el trabajo de la tarea con sus comparieros reconocié dicha equivalencia.®®

Problema (Tarea — Cuestionario 3)
1. Diga qué es, qué representa, qué significa o qué interpretacion hace usted de la siguiente ecuacién:
X' +y?+2xy-1=0

» 1 . L.
2. ¢Laecuacionx +y = pres es equivalente a la ecuacion X2+y2+2xy-1:O?

» 1 . .
3. ¢Laecuacion x +y = porey es una ... [circunferencia] ?

Lenguaje Definicién
Circunferencia Una circunferencia
\E/Slzg:aifr? // Procedimiento
x2+y2+2xy-1=0 P Aplicacion Qe propiedades
4 1 Propiedades
x+y= Xty Inverso multiplicativo e inverso aditivo (implicito)

Argumento
Tesis: La ecuacién no es una circunferencia

Razén: Las variables son [deben ser] cuadradas

Diagrama 5.3. Configuracion inicial de Daniel D.: E5***

En el trabajo realizado individualmente, Daniel D. (Es) establece dos funciones semidticas,
una entre la expresion x*+y*+2xy-1=0 y el contenido una circunferencia y, otra, entre la
expresion (la ecuacion) x2+y*+2xy-1=0 y el contenido (la ecuacién) x +y = ﬁ Plantea que la
ecuacion de la circunferencia debe tener las variables elevadas al cuadrado y, como en la
ecuacion x+y =$ éstas no estan al cuadrado, entonces no puede ser circunferencia; es
decir, aunque reconoce la equivalencia entre estas dos ecuaciones, no logra establecer una

funcion semidtica entre la expresion x+y=$ y el contenido una circunferencia, pues

dicha expresion no tiene las variables al cuadrado.

% En el trabajo en pequefio grupo, se evidencid que Daniel A. reconocia y podia realizar las

transformaciones de tratamiento adecuadas para establecer la equivalencia sintactica entre las dos ecuaciones,
aunque para su respuesta en el cuestionario individual se basé Gnicamente en la forma de las ecuaciones.

75



Universidad Distrital Francisco José de Caldas Bogotd-Colombia

A manera de sintesis. En relacion con el reconocimiento, por parte de los tres estudiantes

referidos en esta seccion, de la equivalencia sintactica entre las ecuaciones x +y =$ Y,

x*+y?+2xy-1=0, es decir, del reconocimiento de las transformaciones de tratamiento
requeridas para obtener una de las ecuaciones a partir de la otra (usando propiedades de los
nameros reales), asi como el reconocimiento de la equivalencia seméntica, en tanto

posibilidad de articular los sentidos asignados a éstas, se cuenta la siguiente informacion:

Ma. Elvira | Daniel A. Daniel D. | Pequefio
(Ep) (E2) (Es) grupo
Reconoce equivalencia sintactica Si No Si Si
Articula sentidos asignados a ecuaciones Si No No No

Tabla 2. Rejilla sintesis (inicial) -Ma. Elvira, Daniel A. y Daniel D. — Grado 11°, Colegio CHA

Dos de los estudiantes que conforman el pequefio grupo, Ma. Elvira (E;) y Daniel D. (Es3),
reconocen la equivalencia sintactica de las dos ecuaciones; sin embargo, mientras Ma.
Elvira hace uso de esta equivalencia y articula los sentidos de dichas ecuaciones, Daniel D.
no logra tal articulacion y se centra en la forma de las ecuaciones (referente icénico),
asociando la ecuacién de una «circunferencia» con variables elevadas al cuadrado. En el
caso de Daniel A. (E2), quien no reconocié la equivalencia sintactica de las ecuaciones
dadas ni articula los sentidos de éstas, se evidencia que desde un principio centra su mirada
en el aspecto iconico de las mismas. En el trabajo como pequefio grupo, una vez socializan
lo realizado individualmente, Daniel A. (E;) reconoce la equivalencia sintactica de las dos
ecuaciones, pero al igual que E3 no logra articular los sentidos asignados a éstas.

4.1.2 Analisis de la entrevista. Los segmentos de la transcripcion de la entrevista [T-11] se
presentan en cuatro columnas. En la primera de ellas se hace referencia al tiempo
transcurrido (en minutos y segundos), en la segunda columna al numero asignado al
segmento respectivo, en la tercera la persona que interviene (profesor-investigador: P y los
estudiantes: Eyx), cuyo texto se presenta en la Ultima columna (en color azul las
intervenciones del entrevistador y en color negro las intervenciones de los estudiantes). Los

entrevistados son estudiantes de grado 11° (final de la formacién preuniversitaria).®®

® Los comentarios incluidos en paréntesis cuadrado, usualmente en cursiva, corresponden a aclaraciones
realizadas por el investigador (P), a partir de las anotaciones realizadas por éste en su cuaderno de notas.
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00:00- 1 P Colegio CHA, grado once, Maria Elvira, Daniel A. y Daniel D. Una solicitud

01:50 inicial, cuando alguien vaya a hablar, en lo posible, me gustaria que si se
acuerda, diera el nombre para que quede registrado.

2 P Bien, respecto de los instrumentos que ustedes trabajaron, me interesaria

hablar en particular de uno, del tercero. En este punto [item] decia: Diga qué

es, qué representa o que interpretacion le asigna a la ecuacion X +y +2y-1=0,

Ehhh..., por lo menos dos de ustedes [en el trabajo individual del
cuestionario 3] plantearon que era una circunferencia, otra persona, creo,
plante6 que era una ecuacién cuadratica. En el segundo [punto] se les
preguntaba si esta ecuacion [sefiala en la hoja la ecuacion ¥ +y +2y-1=0] era

igual a ésta otra [sefiala la ecuacion x +y = % ]. ustedes contestaron que si 'y

que se podia hacer la equivalencia; lo hicieron asi /[...realiza las
transformaciones de tratamiento realizadas por ellos en el trabajo en grupo].
O sea, con este procedimiento ustedes comprueban que efectivamente la
3 EvE primera ecuacion es equivalente a la segunda ¢estamos de acuerdo?
2YEs G

Como parte del guion establecido para las entrevistas, el entrevistador-investigador (P)
inicia la entrevista con un saludo a los estudiantes, les agradece estar alli y les solicita su
autorizacion para grabar la sesion. El entrevistador menciona los nombres de los
estudiantes para realizar el registro respectivo e inicia la conversacion en relaciéon con la
tarea relacionada con una ecuacion cuadratica (una conica) la cual estd contenida en el
cuestionario 3. Recuerda algunas respuestas dadas por los estudiantes tanto individualmente
como en el trabajo en grupo, particularmente la interpretacion que hicieron de la ecuacion
x2+y?+2xy-1=0 COMO una circunferencia, asi como los tratamientos realizados por dos de ellos

a la ecuacion x +y = ﬁ para obtener x*+y?+2xy-1=0. A continuacion pregunta a los estudiantes
si la ecuacion x+y = ﬁ es una «circunferencia» e indaga por las razones de la respuesta

dada.

01:50- 4 P Bueno, vamos a centrarnos un poco en el tercer punto donde pregunta.
02:22 ¢La ecuacion x +y = ﬁ es una circunferencia? Debian responder si o
responder no.
5 EQ y E3 Si.
6 P Habia que decir si 0 no, ustedes dijeron no. Me gustaria conocer los

argumentos, ¢Cuales son las razones por las cuales ustedes dicen que
no es una circunferencia?, no sé quién quiera empezar ... ;Ma. Elvira?

02:23- 7 E; No, pues no, yo no diria que es una circunferencia, porque es que yo

02:48 cuando lo relaciono es cuando estd la..., cuando ehh... x+y estd
dividiendo o cuando estd multiplicando, o sea cuando esta dos veces,
porque cuando esta sumando dos veces pues seria 2x, entonces no, no
quedaria y cuando las dos variables estan elevadas al cuadrado, pues
eso es lo principal para que sea una circunferencia ...
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02:49- 8 P Y en el caso ;de ...? [mira al estudiante que esta a su lado].
03:39 9 E, A ... [menciona su apellido]
10 P Daniel A.
11 E, Yo digo que no es una circunferencia, porque si uno le plantean esta
ecuacion tal como estd, x+y=——, pues uno no la ve como una

x+y !
circunferencia porque uno parte de que la circunferencia como
ecuacion basica es ehhh ... cuando ambas variables estan al cuadrado

12 p ¢cierto?

13 E, Umju /si, entiendo ... continiie].

... Si uno encuentra eso, uno puede realizar el procedimiento para,
para... es posible que uno pueda determinar a partir de esto ... es decir,
si yo, si yo muevo los valores, cambio los valores, unos por otros, es

14 ) posible que me dé la ... la ecuacion para una circunferencia, pero ...

Pero, en principio lo ... lo que usted mira para decidir si es 0 n0 [una
circunferencia] ¢ Qué es?

03:40- 15 E, Que, digamos, que las variables estén elevadas al cuadrado.

03:52 16 P Que estén elevadas al cuadrado. Daniel Duque ¢Qué dice usted?

17 Es  Que es lo mismo que dijo Maria Elvira, si uno lo ve de esta forma [sefiala
la ecuacion x+y =ﬁ ], lo ve como una ecuacion normal, pero si se
pone a pensar en pasar esto [sefiala el denominador en la expresion al
lado derecho] al otro lado quedan las dos variables al cuadrado, entonces
uno asi [sefiala la ecuacion x+y=ﬁ 1. lo ve como si no fuera una
circunferencia, pero lo principal de una circunferencia es que las dos
variables estén al cuadrado.

En el trabajo individual, Ma Elvira (E;) reconocid que la ecuacion x +y = ﬁ sigue siendo

una circunferencia [Tabla 1]. En un trabajo posterior, en pequefio grupo con Daniel A. (Ey)
y Daniel D. (E3), parece cambiar de opinion y se pone de acuerdo con ellos que no podia
ser una circunferencia, porque en una [ecuacion] las variables estan al cuadrado y en otra
no [Tabla 1], es decir, prima la percepcion de la ecuacion como un icono asociado a la
«circunferencia», caracterizado por tener las variables elevadas al cuadrado, sobre la

comprobacion de la equivalencia sintactica realizada inicialmente por ella.

En la entrevista Ma. Elvira inicialmente plantea que si las dos variables estan elevadas al
cuadrado [...] eso es lo principal para que sea una circunferencia [E1(7)11'4];70 sin embargo,

Daniel A. (E;) comenta que, en principio, uno no ve la ecuacion x+y=$ como una

circunferencia, porque uno parte de que la circunferencia, como ecuacion basica, es /...J

cuando ambas variables estan al cuadrado [E2(11)11'4], pero casi inmediatamente plantea

" Como se comenté parrafos atras, en esta codificacion, el primer subindice hace referencia al codigo
asignado al estudiante (1) y el segundo, entre paréntesis, al segmento especifico correspondiente a la
transcripcion (7), mientras los superindices hacen referencia al grado (11) y a la institucion educativa (4),
respectivamente.
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que realizando cierto procedimiento, es posible transformar la ecuacion para que dé /...] la

ecuacion para la circunferencia [E2(13)11’4]. Por su parte, Daniel D. afirma que esta de

acuerdo con Ma. Elvira, respecto a que lo principal para que una ecuacion sea una

circunferencia es que tenga las variables al cuadrado, y que si bien la ecuacion x +y = ﬁ en

principio no se ve como una circunferencia, después de realizar una transformacion de

tratamiento se obtiene una ecuacion donde quedan las variables al cuadrado /... quej €s lo

principal de una circunferencia [Ezq7)].

03:52-
04:10

04:11-
04:37

04:38-
06:02

06:03—
06:35

18

19

20

21
22

23

24

25

26
27
28

29
30

31

32
33
34
35

36
37

Es

E:

Bueno, pero digamos, la respuesta seria no, porque no aparecen [las variables
al cuadrado], ¢0 si?

Si lo es [una circunferencia], pero uno no lo ve asi, 0 sea uno no lo asimila asi
de una vez, porque uno no, como que en el proceso mental uno no pasa esto
de una vez a multiplicar [sefiala la expresion x+y del denominador].

La cosa es que cuando uno lo ve solamente asi [sefiala la ecuacion x +y =
ﬁ ], 0 sea es que cuando uno no, no ve las variables explicitas elevadas al

cuadrado, pues no te pones de una vez a leer a ver qué es eso...

Umju /si, entiendo ... continiie].

Sino que... yo lo asimilo, porque cuando yo lo veo dividiendo la misma
variable entonces pues... y estd igualada, pues yo la paso a multiplicar de una
vez, entonces ahi es que la... pues la asimilo al cuadrado o igual cuando me
las dan expresadas que las dos... o sea las dos variables se estan
multiplicando ahi es cuando yo le pongo de una vez.

Ehhh ... Daniel A. y Daniel D. contestaron no [en el cuestionario] a esa
pregunta, mientras que Maria Elvira dijo si. En este momento ¢qué piensan?
(La respuesta es si o es no? ;o depende de algo? ...

Yo diria que, también depende de lo que en un punto, lo que a uno le pidan en
el punto [item]. Que a uno le planteen esa ecuacion y le digan determine tal
cosa ... si es una, una funcién trigonométrica, si es para resolver, es decir, [a]
uno le dan esa formula y dependiendo de lo que lea en el enunciado uno
puede desarrollar esa ecuacion ¢si?

Y en este caso particular, en que simplemente le dicen si esa ecuacion es una
circunferencia, ¢qué miraria usted?

Pues yo en primera instancia diria que, que no.

Umju /entiendo ... continiie].

(Si?, porque lo que, lo que uno ve ... lo que uno tiene en la mente es que sea
maés explicito.

Umja.

Que el enunciado sea muy explicito y uno no tiene la tendencia a mover los
... las variables o las partes de la ecuacion, para que le dé, lo que uno quiere,
simplemente si me lo dieron asi [sefiala la ecuacion x+y = ﬁ 1, yo en

primera instancia diria que no es una circunferencia.

No es una circunferencia, y ;como seria mas explicito para que usted dijera
que si da una circunferencia?

Pues, como dice Daniel D., de esta forma [sefiala la ecuacion y +y? + 2xy-1=0]

Osea ...

... [Asi] ya uno sabe que es una circunferencia.

Como ecuacion cuadratica.

Si

Ehhh... Daniel D., la misma pregunta. En sintesis, en este momento, ;para
usted la respuesta seria si 0 no? ¢Es o no es una circunferencia? [la ecuacién
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x+y=L]

X+y
38 E; Puessiloes, pero como le dije ahorita, uno lo asimila diferente porque no ve
esta forma que uno le ensefiaron, como una circunferencia tiene las dos
variables cuadradas.
39 P Umju [si, entiendo ... continiie].
40 Es  Pero, uno no se lo ensefian con las dos variables a los dos lados de la igualdad
41 P Umju...
42 E;  Siesuna circunferencia, pero uno no la ve asi en primera instancia.

Daniel D. (E3) explica por qué la ecuacién x+y=—— no es reconocida inmediatamente

xty
como «circunferencia», uno no lo asimila asi de una vez porque /...7 en el proceso mental
uno no pasa esto [la expresion x+y del lado derecho de la ecuacion] de una vez a multiplicar
[E3(1g)11'4]. Ahora Ma. Elvira (E;) acepta que la ecuacion dada anteriormente si puede ser
una «circunferencia» y complementa lo afirmado por Daniel D.: cuando uno no, no ve las
variables explicitas elevadas al cuadrado, pues no te pones de una vez a leer a ver qué es
eso /...7 yo la paso a multiplicar de una vez, entonces ahi es que la ... pues la asimilo al
cuadrado [El(zo,zz)“"‘], es decir, retoma aspectos planteados en su trabajo individual. EI otro
estudiante, Daniel A. (E;), plantea que en primera instancia diria que no es una
circunferencia, pues desde lo que ve, no es explicito qué sea y se debe realizar
transformaciones, mover /...7 las partes de la ecuacion, las variables, lo cual no acostumbra
a hacer; pero que dada la expresion de la forma x®+y*+2xy-1=0 ya uno sabe que es una

circunferencia [Ezps.3a 1.

Anélogamente, Daniel D. (E3) complementa lo dicho por su compafiero, reafirma que si es
una «circunferencia» pero que uno lo asimila diferente porque no ve esta forma que uno le
ensefiaron, cdmo una circunferencia tiene las dos variables cuadradas /...; Pero, a uno no
se lo ensefian con las dos variables a los dos lados de la igualdad [Esasan™]; asf,
reafirman la mirada iconica que hacen de las ecuaciones, particularmente a la expresion que
asocian con una circunferencia, como resultado de una misconcepcion, posiblemente
derivada de una interpretacion, asociada a una “historia de aula”, diferente a la

institucionalmente pretendida por el profesor.

06:36- 43 P Maria Elvira, ¢puede hacer una sintesis de su respuesta? ... Empecemos
07:22 por responder si 0 no, y lo fundamental ... ;por qué?
44 E; Digo que si, porque est4 la misma variable al otro lado dividiendo y si
estuviera al otro lado multiplicando, también diria que si
45 P Umja /[si, entiendo ... continiie]... Entonces no hay ningun problema,

¢independiente de que aparezca o no [la variable] al cuadrado?
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46 E,
47 P
48 E1
49 P
50 E,
51 P
52 E,
53 P

Independiente de que aparezca o no al cuadrado.

Esos argumentos de sus compafieros, ¢no los aceptaria?

No es que no los acepte, lo que pasa es que yo cuando veo una ecuacion yo
de una vez pienso en igualarla a cero.

Umju.

... Yo la paso de una vez al otro lado y ...
iAhhh, ya! [entiendo].

... Y si, por ejemplo, estuviera restando, pues no la asimilaria asi sino
que... no sé, miraria si es una parabola o si es otra cosa, porque me toca
pasarlo a restar, pero cuando es la ... la operacion inversa si lo paso de una
vez.

Muy bien, gracias a todos.

Pedro Javier Rojas Garzon

Como se evidencia en la transcripcion, Ma. Elvira (E;) ha afianzado su idea inicial,

planteada en el trabajo individual, y ahora, después del proceso de interaccion con sus dos

compafieros, en el marco de la entrevista grupal basada en la tarea realizada, puede retomar

elementos que le posibilitan articular nuevamente los sentidos asignados a las dos

ecuaciones.

4.1.3 Configuraciéon cognitiva de objetos matematicos primarios. En los siguientes

diagramas se presenta la configuracion cognitiva de objetos matematicos primarios lograda

por cada uno de los estudiantes, obtenida a partir del trabajo realizado por éstos en su

interaccion durante la entrevista a partir del trabajo con la tarea sobre cénicas. Las nuevas

funciones semioticas, evidenciadas durante la entrevista en la interacciébn con sus

compafieros, son sefialadas en dichos diagramas mediante lineas a trazos, en color azul.

1. Diga qué es, qué representa, qué significa o qué interpretacion hace usted de la siguiente ecuacion: x*+y?+2xy-1=0
., 1 . -z
2.¢Laecuacion x +y = porey es equivalente a la ecuacion X2+y2+2xy-1=0?

3.Complete el enunciado de la siguiente pregunta, escribiendo en el espacio punteado la respuesta que usted
dio anteriormente, en el primer punto, y luego respéndala.

» 1 . .
¢Laecuacion x +y = e es una ... [circunferencia] ?

Problema (Tarea — Cuestionario 3)

Lenguaje Definicion
Circunferencia Una circunferencia
ECU&CIOH / Propiedad
Raiz cuadrada / Inverso multiplicativo e inverso aditivo (implicito)
Xy +2xy-1=0 — i
1 Procedimiento
X+y=—— _— Aplicacién de propiedades
X+y
Argumento

Tesis: La ecuacion es una circunferencia
Razén: Se transforma la ecuacién hasta obtener
explicitamente una ecuacion cuadratica

Diagrama 5.4. Configuracion final de Ma. Elvira: E, **
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En el caso de Ma. Elvira (E1), y en relacion con la primera configuracion lograda en su
trabajo individual [Diagrama 1], si bien llegd a acuerdos con sus compafieros con respecto
a otra configuracion gque no incluia una de las funciones semioéticas establecidas por E;,
pues aunque pudieron establecer la equivalencia sintactica entre la ecuacion x*+y*+2xy-1=0'y

la ecuacién x+y=——, realizando las transformaciones de tratamiento requeridas, no

x+y
establecieron la funcion semidtica entre la expresion x+y=—- y el contenido
«circunferencia», argumentando que en una [ecuacion] las variables estan al cuadrado y en
[la] otra no [Tabla 1], finalmente Ma. Elvira, después del proceso de interaccion con sus
compafieros durante la entrevista, nuevamente establece los sentidos inicialmente asignados

a las ecuaciones, y hace explicita la articulacion de los mismos.

Problema (Tarea — Cuestionario 3)
1.Diga qué es, qué representa, qué significa o qué interpretacién hace usted de la siguiente ecuacion:
X' +y*+2xy—-1=0
2. ¢laecuacion x +y = % es equivalente a la ecuacion xz+yz+2xy-1=0?

" 1 . .
3. ¢Laecuacion x +y = porey es una ... [circunferencia] ?

Lenguaje Definicién
Circunferencia //V Una circunferencia
, Ecuacion /4 -~ Procedimiento
v Y +2Xy’11: 0 .- Aplicacion de propiedades
< -1
Doty = = -
xTy Argumento
Tesis: La ecuacion es una circunferencia
Razén: La ecuacién se puede transformar hasta
obtener las variables al cuadrado

Diagrama 5.5. Configuracion final de Daniel A.: E,***

En el trabajo realizado individualmente, Daniel A. (E;) s6lo establece una funcion
semidtica entre la expresion x*+y*+2xy-1=0y el contenido una circunferencia; posteriormente,
a medida que transcurre la entrevista, toma en consideracion los planteamientos de sus
comparfieros y logra establecer dos nuevas funciones semioticas, una entre la expresion
x+y =$ y el contenido x*+y*+2xy-1=0 Yy, otra, entre la expresion x +y =$ y el contenido
una circunferencia; es decir, el estudiante E; realiza las transformaciones de tratamiento
requeridas para reconocer la equivalencia sintactica entre las dos ecuaciones dadas y logra

articular los sentidos que le asigné a cada una de ellas [Exuz, 13 .
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Problema (Tarea — Cuestionario 3)

1. Diga qué es, qué representa, qué significa o qué interpretacion hace usted de la siguiente ecuacion:
X' +y*+2xy-1=0
2. ¢Laecuacionx +y = ﬁ es equivalente a la ecuacion X2+y2+2xy-1=O?

iy 1 . .
3. ¢Laecuacion x + y = —— es una ... [circunferencia] ?
X

+y
Lenguaje Definicion
Circunferencia /V Una circunferencia
2 Ezcuamon / --7 Procedimiento
XHYy+2xy-1=0 _—1 __ -~ Aplicacion de propiedades
1 L - .
x+y= -- Propiedades
xt+y Inverso multiplicativo e inverso aditivo (implicito)
Argumento
Tesis: La ecuacion es una circunferencia
Razén: Al pasar a multiplicar, queda de la forma de
la circunferencia (variables al cuadrado).

Diagrama 5.6. Configuracion final de Daniel D.: Ez***

Daniel D. (Es), en su trabajo individual establecio solo dos funciones semidticas; una, entre
la expresion x*+y*+2xy-1=0 y el contenido una circunferencia y, otra, entre la expresion

x+y=$ y el contenido x*+y*+2xy-1=0, realizando las transformaciones de tratamiento

requeridas para justificar la equivalencia sintactica entre las dos ecuaciones; pero no

estableci6 una funciéon semidtica entre la ecuacion x+y=— y el contenido

x+y

«circunferencia»; sin embargo, en el proceso de interaccion durante la entrevista, logra

establecerla [Ezqg)™"; Eazsao) -

A manera de sintesis. Como se ha evidenciado anteriormente, en el trabajo individual de
cada uno de los tres estudiantes de grado 11°, s6lo uno de ellos (Ma. Elvira) pudo asignar el
mismo sentido a las dos ecuaciones. En el trabajo realizado como pequefio grupo se
generaron dos cambios; por una parte, Daniel A. acepto la equivalencia sintactica entre las
dos ecuaciones, en tanto reconocié que mediante las transformaciones de tratamiento podia
obtener una de las ecuaciones a partir de la otra; por otra, Ma. Elvira acogié los argumentos
de sus dos comparfieros respecto a que, a pesar de las transformaciones de tratamiento
realizadas, la ausencia en una de ellas de variables elevadas al cuadrado hacia que se
descartara la opcion de “verla” como una «circunferencia» [Tabla 1]. Posteriormente,
durante la entrevista, los argumentos dados por unos y otros posibilitdé que compartieran el
1

sentido asignado inicialmente por Ma. Elvira a la ecuacion x + y = — , ademas de lograr una

x+y '
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articulacion de los diferentes sentidos asignados a las dos ecuaciones dadas. Es importante
resaltar que para dos de los estudiantes, al parecer, siguié primando una imagen iconica de
la ecuacion de la circunferencia, segun la cual ambas variables deberian estar elevadas al

cuadrado.

Posterior a la entrevista, y en relacion con el reconocimiento por parte de los tres
estudiantes referidos en esta seccion de la equivalencia sintactica entre las ecuaciones

x+y=$ y xX*+y*+2xy-1=0, asi como el reconocimiento de la equivalencia seméntica, se

generan cambios en cuanto al reconocimiento de la equivalencia sintactica y la articulacion
de los sentidos asignados a las ecuaciones. La informacion obtenida se resume en la

siguiente tabla:

Ma. Elvira | Daniel A. Daniel D. | Pequefio
(Ep) (E2) (Es) grupo
Reconoce equivalencia sintactica Si Si Si Si
Avrticula sentidos asignados a ecuaciones Si Si Si Si
Cambio (reconocimiento de equivalencia) 4
Cambio (articulacion de sentidos) v v v

Tabla 3. Rejilla sintesis (final) -Ma. Elvira, Daniel A. y Daniel D. (T-11) — Grado 11°, Colegio CHA

Es importante resaltar que el proceso de interaccion durante la entrevista grupal generd
cambios en las interpretaciones realizadas inicialmente por los estudiantes; por una parte,
posibilité que uno de los estudiantes (E), al no centrar su mirada en la forma de las dos
ecuaciones dadas, reconociera la equivalencia sintactica de dichas ecuaciones y, por otra,
que dos de ellos (E, y E3) lograran articular los sentidos asignados a las mismas. Ademas,
posibilitd que E; retomara la interpretacion que habia realizado en su trabajo individual, la
cual habia cambiado temporalmente en el primer trabajo realizado en pequefio grupo, para

reafirmar la articulacion de los sentidos asignados a las dos ecuaciones dadas.

4.2 Tarea sobre probabilidad (Cuestionario 1)

A continuacion se presenta la rejilla con la informacion del trabajo realizado por los
estudiantes, tanto individualmente como en pequefio grupo, a la tarea sobre probabilidad
(obtener un numero par al lanzar un dado de seis caras), asi como el planteamiento
realizado por cada uno de ellos al inicio de la entrevista, y enseguida se presentan los
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diagramas obtenidos a partir de dicha rejilla, correspondientes a la configuracion cognitiva
de objetos matemaéticos primarios lograda por cada uno de los integrantes del grupo en
relacién con dicha tarea. Posteriormente se realiza un andlisis de la entrevista, apoyado en
la transcripcion realizada (T-9) y en los apuntes tomados por el investigador en su cuaderno

de notas.

4.2.1 Rejilla de respuestas y diagrama de configuracion cognitiva de objetos matematicos
primarios. Grupo de estudiantes integrado por Pablo (E4), Daniel (Es) y Jonathan (Eg), de
grado 9°, del colegio CHA.

Tarea Instrumento Individual Trabajo en Entrevista
(Cuestionario 1) grupo (Planteamiento inicial)
< . ; ; . Es:
Item/Estudiante E,4: Pablo Es: Daniel Jonathan E. EsyEs E. EsyEs
1 La 50% 3/6 6 del 50% 50% 6 3/6 Todos comparten que la
¢Cudl es la probabilidad de | probabilidad probabilidad de obtener un

que lanzando un dado se serfa del 50% ndmero par es 3/6

obtenga un nimero par?
2 Si Si Si Si Si
Existe otra manera de

del dado, y por
lo mismo no es

- [Ver item [Ver item Reconocen 3/6 y 50% como
expresar la probabilidad? 306 306 anterior] anterior] opciones para expresar la
cCual? probabilidad

3 No No No No E4: Hay 3 opciones [...] de 6
¢Lafraccion 4/8 esla Porque  se | El dado estd | Yaque4/8es | El dado tiene | Y NO Puede ser ni de las 4 ni
probabilidad de que darfa la | divido en 6y no 6 caras y no 8 tampoco puede ser de 8
lanzando un dado se informacién en 8 fracciones, E (Segmentos 21 y 23)
obtenga un n(mero par? mal, y el dado | se hace fAcil Es: si es un dado de 6 caras,

tendria 8 | determinar que | y el dado la division da 3, tres de la
caras el factor divisor | tiene tan solo probabilidad, no  puede
no es derivado | 6 carasyno8 tomarse el ndmero de

referencia 4 (Segmento 18)

Eg: ... pues no, no es tan

participe  del representativo del dado, ya
2:1lsnmcc')ado que el dado no tiene ni 8
unci

caras, ni 4 nUmeros pares
(Segmento 13)

Tabla 4. Rejilla respuestas —Pablo, Daniel y Jonathan— Grado 9°, Colegio CHA

En los siguientes diagramas se presenta la configuracion cognitiva de objetos matematicos
primarios lograda por cada uno de los estudiantes, obtenida a partir del trabajo realizado
por estos estudiantes de grado 9° (final de la educacion bésica), tanto individualmente como

en pequefio grupo.

En su trabajo individual, Pablo (E4) establece tres funciones semidticas, una entre la
expresion 50% y el contenido “casos favorables sobre casos posibles”, otra, entre la

expresion 50% vy el contenido 3/6, y otra entre la expresion 3/6 el contenido casos

85



Universidad Distrital Francisco José de Caldas

Bogotd-Colombia

favorables sobre casos posibles, es decir, puede articular los sentidos asignados. Si bien

articula los sentidos antes asignados, para él la probabilidad no puede ser 4/8, pues de ser

asi, plantea, la informacién dada estaria mal y el dado tendria 8 caras [Tabla 4].

Problema (Tarea — Cuestionario 1)

En lo que sigue, siempre se hara referencia a un dado tradicional de seis caras. Por favor, conteste en el orden en que aparecen los puntos y
s6lo continte con el siguiente cuando haya respondido completamente el punto anterior.

1.

¢;Cudl es la probabilidad de que lanzando un dado se obtenga un ndmero par?
(a) La probabilidad es:
(b) Explique brevemente como realizé el calculo de la probabilidad:
¢Existe(n) otra(s) manera(s) de expresar la probabilidad obtenida en el punto anterior?
(a) Marque con una X su respuesta Si () No ()
(b) En caso afirmativo muestre cual(es) seria(n) esa(s) manera(s). En caso negativo explique por qué no existiria
otra manera de expresar dicha probabilidad.
¢Puede afirmarse que la fraccion 4/8 es la probabilidad de que lanzando un dado se obtenga un nimero par?
(@) Marque con una X la respuesta que considera correcta Si () No ()
(b) Justifique a continuacion, con el mayor detalle posible, su respuesta:

Lenguaje Definicién
Probabilidad /y Casos favorables sobre casos posibles
— Procedimiento

Par //

50% Aplicacion de definicion

Argumento
Tesis: 4/8 no es la probabilidad
Razén: El dado no tiene 8 caras

Diagrama 7. Configuracién inicial de Pablo: E,**

En su trabajo individual, Daniel (Es) establece tres funciones semidticas, una entre la

expresion 50% y el contenido “casos favorables sobre casos posibles”, otra, entre la

expresion 50% vy el contenido 3/6 y, la tercera, entre la expresion 3/6 el contenido “casos

favorables sobre casos posibles”, es decir, puede articular los sentidos asignados. Para ¢l la

probabilidad no puede ser 4/8, pues plantea que “el dado esta dividido en 6 y no en 8

fracciones” [Tabla 4].

Problema (Tarea — Cuestionario 1)

1. (Cudl es la probabilidad de que lanzando un dado se obtenga un nimero par?
2. ¢Existe(n) otra(s) manera(s) de expresar la probabilidad obtenida en el punto anterior?
3. ¢Puede afirmarse que la fraccién 4/8 es la probabilidad de que lanzando un dado se obtenga un nimero par?
Lenguaje Definicién
Divisor I > Casos favorables sobre casos posibles
50% — [ —— | Procedimiento
<< Y% — Aplicacion de definicion
4/8
Argumento
Tesis: 4/8 no es la probabilidad
Razoén: El dado esta divido en 6 y no en 8 “fracciones”

Diagrama 8. Configuracién inicial de Daniel: Es**
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En su trabajo individual, Jonathan (Eg) establece cuatro funciones semiéticas, una entre la
expresion 50% y el contenido “casos favorables sobre casos posibles”, otra, entre la

expresion 50% y el contenido 3/6, una tercera otra, entre la expresion 3/6 el contenido

“casos favorables sobre casos posibles” y, otra, entre la expresion 4/8 y el contenido E; sin
embargo, no articula los tres primeros sentidos asignados con el cuarto. Para él la
probabilidad no puede ser 4/8, pues plantea que el dado tiene tan sélo 6 caras y no 8 [ver
Tabla 4].

Problema (Tarea — Cuestionario 1)
1. ;Cuél es la probabilidad de que lanzando un dado se obtenga un nimero par?
2. ¢Existe(n) otra(s) manera(s) de expresar la probabilidad obtenida en el punto anterior?
3. ¢Puede afirmarse que la fraccion 4/8 es la probabilidad de que lanzando un dado se obtenga un nimero par?

Lenguaje Definicién
Probabilidad /—s—b Casos favorables sobre casos posibles
50%/ Procedimiento
3/6 Aplicacién de definicion

4/8

< B

Argumento
Tesis: 4/8 no es la probabilidad

Razén: El dado no tiene 8 caras, sélo 6

Diagrama 9. Configuracién inicial de Jonathan: Eg**

A manera de sintesis. Los tres estudiantes que integran este pequefio grupo, Pablo, Daniel
y Jonathan, encontraron la probabilidad de que lanzando un dado se obtenga un nimero
par, la cual representaron, al menos, de dos maneras diferentes, mediante las expresiones
numéricas 50% Yy 3/6; sin embargo, ninguno de ellos reconoce que la fraccion 4/8 puede
interpretarse como dicha probabilidad, es decir, no logran articular los sentidos asignados a
las anteriores expresiones numeéricas. En el trabajo en pequefio grupo estos estudiantes
mantuvieron las interpretaciones realizadas individualmente en relacion con la tarea

propuesta. En resumen, la informacion obtenida puede resumirse asi:

. Jonathan. | Pequefio
Pablo (E Daniel (E
( 4) ( 5) (EG) grupo
Reconoce  diversas  maneras  de Si Si Si Si
representar la probabilidad
Articula sentidos asignados No No No No

Tabla 5. Rejilla sintesis (inicial) —Pablo, Daniel y Jonathan— Grado 9°, Colegio CHA

La razon fundamental por la cual dichos estudiantes no aceptan que la fraccion 4/8 sea la

probabilidad solicitada es que el nimero de caras del dado es 6 y no 8, es decir, el sentido
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asignado a la fraccion 4/8 esta “anclado” al dado, al objeto concreto referido en la tarea

propuesta.

4.2.2 Andlisis de la entrevista. Los segmentos de la transcripcion de la entrevista [T-9] se
presentan en cuatro columnas. En la primera de ellas se presenta el tiempo transcurrido (en
minutos y segundos), en la segunda columna la persona que interviene (profesor-
investigador: P y los estudiantes: Ey), en la tercera un numero asignado al segmento
respectivo, cuyo texto se presenta en la tltima columna (en color azul las intervenciones del
entrevistador y en color negro las intervenciones de los estudiantes). Los entrevistados son

estudiantes de grado 9° (final de la educacion basica).

En general, como parte del guion establecido para las entrevistas, el entrevistador-
investigador (P) saluda a los estudiantes, les agradece estar alli y les solicita su autorizacion
para grabar la sesion. El entrevistador pregunta los nombres a los estudiantes para realizar
el registro respectivo e inicia la conversacion en relacion con el primer cuestionario (Tarea
sobre la probabilidad), recuerda algunas respuestas dadas por los estudiantes en relacion
con diferentes maneras de representar la probabilidad de que al lanzar un dado se obtenga
un nimero par y a continuacion pregunta directamente a uno de los estudiantes: ¢Puede
afirmarse que la fraccion 4/8 es la probabilidad de que lanzando un dado se obtenga un
namero par? Le solicita que explique las razones o0 argumentos tenidos en cuenta para dar

Su respuesta.

00:00 P Les agradeceria si me recordaran sus nombres ...
a Es Jonathan L... [menciona su apellido].
02:06 P Jonathan L.

P Jonathan, Daniel y ... Pablo.

E, Pablo H... [menciona su apellido].

P Bueno, me interesaria en particular que hablaramos sobre este instrumento que
tiene que ver con la probabilidad ¢cierto?, se les pedia a ustedes encontrar cual
es la probabilidad de que al lanzar un dado salga un nimero par. Ustedes
estuvieron de acuerdo en que la probabilidad era 3/6 y el argumento para
justificar porqué 3/6 era la probabilidad fue relacionar el nimero de casos
favorables con el nimero de casos posibles, en este caso los favorables son 3,
porque hay 3 nimeros pares, y los posibles son 6, en tanto el total de nimeros
en el dado, ¢cierto?

8 P Respecto a la pregunta de si existe otra manera de expresar esta probabilidad,
ustedes respondieron que si. No recuerdo quién, pero uno de ustedes dijo que
. ehhh, se podia escribir como el “cincuenta por ciento”, otro ya habia
escrito arriba [en item anterior] 50% y acd abajo [en el segundo item]
colocaron 3/6, Y2, expresiones como esas.
Me interesa que ahora hablemos del tercer punto [6 item]. En el tercer punto

1
2
3
4 Es  Daniel P... [menciona su apellido].
5
6
7
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dice: ¢Puede afirmarse que la fraccion 4/8 es la probabilidad de que lanzando
un dado se obtenga un numero par? ... Ustedes respondieron categdricamente
iNo!, ehhh ... En uno de los cuestionarios la razén es clara pero en los otros
no mucho, me gustaria que cada uno me dijera cudl es el argumento para dar

la respuesta, ... por favor, con el mayor detalle posible para tener una
informacion clara. Si les parece, empecemos por la derecha, me recuerda su
nombre ...

02:06 Es  Jonathan.

Estos estudiantes, en sus cuestionarios individuales y en el cuestionario de pequefios grupos
habian reconocido diferentes maneras de representar la probabilidad del evento referido,
proponiendo expresiones como 50%, 3/6 y %2; sin embargo, todos ellos respondieron que la
fraccion 4/8 no era expresa la probabilidad de dicho evento. El entrevistador les solicitd

exponer sus argumentos al respecto y pregunto directamente al estudiante ubicado junto a él.

02:06 10 P Jonathan ... ;jJonathan qué dice?
a 02:50 11 Es  Pues, ... como el tema principal es un dado, se le reconoce que el dado
tiene seis caras ...

12 P Umju /si, entiendo ... continiie].

13 Es Si, si sacamos los pares serian tres, ... 4/8 pues no, no es tan
representativo del dado, ya que el dado no tiene ni ocho caras, ni cuatro
nameros pares.

14 P Umja.

15 Eg Mmm ... [pensativo].

16 Es ... En este caso pues ... los fraccionarios como bien se sabe pueden dar
lo mismo, la misma igualdad pero ... expresandolo asi, o por lo menos
mirandolo desde la forma en que yo lo veo, no es exacto el cuatro

02:51 octavos, entonces ... ya, listo.
a03:18 17 P Daniel, ¢qué dice Daniel?

18 Es Pues... si es un dado de 6 caras, la division da tres, tres de la
probabilidad [se refiere a la fraccion 3/6], no puede tomarse el nimero
de referencia cuatro.

19 Es ... Esdecir, hay tres opciones, de las cuales ... de seis {Si?
03:19 20 P Umju /si, entiendo ... continiie].
a 03:37 21 Es ... y no puede ser, ni de las cuatro ni tampoco puede ser de ocho.

22 P Listo, ...Pablo ...
23 E;  Pues ami me parece que no esta ... no, no serviria porque me parece que
la fraccion estaria mal planteada, para cémo se deberia resolver el
problema, en base de las caras del dado.
24 P Umju.
25 E, ... Un dado nunca va a tener ocho caras ... me parece eso.
Los estudiantes centran su atencion en la situacion propuesta, especificamente en el dado
como objeto. Jonathan (Eg) plantea que en tanto el tema principal es el dado y éste sélo
tiene 6 caras, entonces 4/8 pues no, no es tan representativo del dado, ya que el dado no
tiene ni ocho caras, ni cuatro nimeros pares [Eg13)]. Si bien Jonathan (Eg) reconoce que

los faccionarios pueden dar lo mismo [igualdad entre 3/6, ¥2 y 4/8], plantea que 4/8 no es exacto
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[Esus)”*]. Un argumento similar expone Daniel (Es), quien plantea que hay 3 opciones de 6

y que no puede ser, ni de las 4 ni tampoco puede ser de 8 [E5(18,21)9’4]. Para Pablo (E,), la

fraccion 4/8 estaria mal planteada pues el problema debe resolverse con base en las caras

del dado [y éste] nunca va a tener ocho caras [E4(23-25)9'4]. El entrevistador (P) indaga un

poco mas con respecto al argumento dado por Jonathan.

03:38
a
04:25

04:26

04:43

04:44

06:14

26

27
28

29

30

31
32
33
34
35
36
37
38
39

40
4

42
43
44

45
46

P

Es
P

Ee

Listo ... bueno, pero me gustaria que pensaramos en un argumento que da
Jonathan, Jonathan dice: de todas maneras como fraccionario [la expresion
4/8] si serviria. Es lo que dice Jonathan ¢cierto?

Umja [Si].

¢Qué significa Jonathan? Veamos si sus compafieros comparten su
argumento.

Pues 3/6 es dos... ehh tres dividido seis es dos, cuatro dividido ocho es dos

¢ Tres dividido en seis es dos?
Daniel ... [silencio].

Pablo, ;tres dividido en seis es dos?

Si, seis dividido tres, si.

No, seis dividio tres no ... 3 dividido 6.

iAh! esta al revés, jla embarré!

No importa mucho ahora, yo entendi la idea, es s6lo para, para precisar...
jAh, bien! ...

... Entonces tenemos 3/6 que seria ¥z ¢cierto?

Si [afirman también E5 y E6].

Bien, podemos obtener %2 6 0.5, pero ;cudl es su argumento? ... Yo soélo
interrumpi para precisar, usted decia que las fracciones 3/6 0 % dan lo
mismo y ... ;Qué pasa con eso? /...silencio].

¢Como asi? ;Cémo asi? No entendi.

Es que el argumento que usted daba al principio, usted decia 4/8 también
serviria, le entendi ¢si es eso?

Si.

Pero, decia, no es tan exacto, ;qué queria decir con eso?

Pues lo que me han explicado pues ... desde que veo fraccionario, es que
los fraccionarios ... un ejemplo en la suma, se debe dar el niimero de abajo
[el denominador] para poder hacer la fraccién ¢si?

Umju /si, entiendo ... continiie].

En éste caso seria que 4/8 es una igualdad de nimero ... o la division de un
nimero en ocho, que seria 4, en el caso del dado que son seis caras la
division es de 3, es la parte de ... son los tres, son las tres partes de las caras
que son pares, ademas de eso pues ... con la explicacion del dado se puede
explicar de otra forma ya que ..., las posibilidades pueden sacarse por
fraccion generatriz, que es cuando uno, ehh ... en forma de lista organiza el
nimero de cada uno de los nimeros por las 6 oportunidades, lo que
significa que, si usted le da 2 veces [si lanza dos veces el dado 6 lanza dos
dados], el nimero mas principal que le va a salir es el 7, ya que el dado se
compone de los seis nimeros principales que componen el nimero 7.

En la explicacion ofrecida por Jonathan (Eg) se evidencia cierta confusion con respecto a la

interpretacion de las fracciones —pues asocia 3/6 con 6 divido en 3—, pero después de la

aclaracion realizada por uno de sus compaferos, con intervencion del entrevistador,
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reconoce rapidamente su equivocacion [Ega)]. Sin embargo, aunque realiza esfuerzos por

aclarar la afirmacion inicial de que no es exacto cuatro octavos [E6(16)9'4] y trata de explicar

que las fracciones tienen una “generatriz”’, que para este caso seria %2, pero no logra

expresarlo adecuadamente, y centra su atencion en el papel del denominador —dividir en 8

el nimero 4—, para posteriormente entrar a hablar sobre posibles arreglos de nimeros en

parejas. Al parecer, trata de recordar alguna actividad escolar relacionada con dados,

realizada tiempo atras.

06:15
a 06:49

06:50
a07:32

07:33
a08:39

08:40-
08:50

47
48

49

50

51

52

53

54

55

56
57

58
59

60

61

P
Es

Es

Es

Daniel y Pablo ¢Ustedes entendieron el argumento de Jonathan?
No, pues digamos que en cierto sentido si se refiere, a que, se puede obtener
una ... creo que el problema de la ... de la fraccion 4/8 seria que no daria con
exactitud ... se podria dividir ... cada ... los numeros pares y los impares en
numeros decimales y podria dar ocho pero pues... sigue siendo la misma cosa
... seria ... sin exactitud y creo que lo que se busca ...
Yo los invito, particularmente a Jonathan, que piensen un poco qué es lo
fundamental en lo que dijeron. Jhonatan hablé mucho, dijo muchas cosas ...,
sin duda tienen mucho conocimiento ... pero cuando lo escuchamos no
sabemos bien para donde va, entonces me gustaria que pensara cudl es el
argumento fundamental que quiere exponer ... y lo mismo con Daniel. Ahora
veamos qué dice Pablo.
Pues ... pues lo que yo digo es que la fraccion ... si, lo mismo, es que la
fraccion si serviria pero no esta bien planteada ... no se da al detalle, ;por qué?
Porque se da mal la informacion sobre qué... sobre la probabilidad y sobre
el... el... los lados del dado.
Bien, veo que ... parece que ustedes ahora estdn cambiando de respuesta, de
no pasaron a si.
¢Me puede decir cudl es la razén? ;Por qué antes me habia dicho que no era 'y
ahora esté diciendo que si?
No, o sea ... a mi me parece que la ... esto... , si a mi me plantearan el
problema en un dado no me serviria, pero si se diera la especificacion ¢si?
¢Me hago entender?
Umju [si, entiendo ... continiie].
Si dieran la especificacion y se pusiera por ejemplo con un 3/6 , ya quedaria un
detalle, lo que pasa es que la fraccion ...
Cuando usted dice: “ya quedaria un detalle” ;a qué hace referencia?
Mejor dicho, la fraccion sirve pero no esta bien especificada ;por qué? Porque
... 418 es basicamente lo mismo que 3/6 ¢Si?
Umju.

. Pero entonces para ser la fraccion del dado no serviria porque no se
especifica bien lo que se busca.
Ya, usted dice: las expresiones 3/6 y 4/8 son equivalentes, son la misma, pero en
la primera [en 3/6] queda claro que el 3 refiere a la probabilidad y el 6 a las
caras del lado, ¢es eso?
Si ... [en la fraccion 3/6] el 3 a los nimeros pares y el 6 a las caras del dado,
en cambio en 4/8 eso no estaria claro.

Inicialmente, Daniel (Es) ha planteado que la fraccion 4/8 no puede ser la probabilidad de

obtener un nimero par al lanzar un dado, ya que si el dado tiene 6 caras, hay 3 opciones de

6, entonces no puede tomarse el nimero de referencia cuatro ni ocho [E5(18_21)9’4]. Ahora,
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después de escuchar las ideas expuestas por Jonathan (Eg), y frente a la pregunta del
entrevistador sobre el argumento antes presentado, Daniel (Es) retoma la afirmacion que en
principio formuld su compariero, respecto a que no es exacto el cuatro octavos [Egs)], €
intenta superar la dificultad sobre la exactitud proponiendo un dado de seis caras que

incluya nameros con cifras decimales [Esg)™].

Por su parte, Pablo (E4) ha planteado inicialmente que la fraccidn 4/8 no serviria porque la
fraccion estaria mal planteada, para [...] resolver el problema, en base de las caras del
dado [...] Un dado nunca va a tener ocho caras [E4(23-25)9’4]. Posteriormente, después de las
intervenciones de Jonathan (Eg) y Daniel (Es), cambia parcialmente de opinion y aclara que
la fraccion si serviria pero no esta bien planteada ... no se da al detalle [...] Porque se da
mal la informacion /..; sobre la probabilidad y sobre /..7 los lados del dado [Eagso].
Reconoce que “4/8 es basicamente 1o mismo que 3/6” [E4(57)9’4] pero afirma que “para hacer
la fraccion [4/8] del dado no serviria porque no se especifica bien lo que se busca” [E4(5g)9'4],
mientras en un dado tradicional la fraccidn 3/6 se puede ver en detalle, pues es claro que el
3 [hace referencia] a los nimeros pares y el 6 a las caras del dado, en cambio en 4/8 eso no

estaria claro [Esen™].

08:50- 62 P Jonathan ... ;ya? [Se refiere a si ya pensd qué era lo fundamental en su
09:27 intervencion anterior].
63 P ¢ Cudl es su argumento?

64 Eg No, pues nada, que en este caso el planteamiento de la pregunta no esta bien

hecha, ya que ... se estd hablando de un dado de seis caras que tiene tres

nameros pares, aungue la fraccién 3/6 sea igual a 4/8 y dé lo mismo, es ... ehh,
en este caso [4/8] no sirve, o por lo menos para mi, porque ... ;como le digo?
No afirma realmente la expresion del dado, que es 3/6 o lo que estd
preguntando realmente ...

09:28- 65 P ¢Que dice Daniel, que lo veo pensativo?
10:24 66 Es Yo digo que si puede llegar a ser ...
67 P En éste momento, ¢Cambiaria su respuesta de no por si?
68 Es Aja [Si].
69 P O sea, ¢cudl seria su respuesta ahora?
70 Es Mejor dicho, si puede llegar a afirmarla y si puede ser coherente la fraccion 3/6

con la de 4/8 y también con un dado de 6 caras porque, como dije, hay nimeros
decimales, simplemente se divide el dado en ocho partes que quede bueno,
equivalente par, impar; pero para un ejercicio por ejemplo, por ejemplo ...

71 P Perdon, se divide dado el ocho partes ;Cémo asi?
72 E5 ... Numeros decimales que lo ...
[Se oye un murmullo de otro estudiante ...].
10:25- 73 E5 Numeros decimales que terminen por ... o sea, que le den el equivalente al
12:45 dado ¢si?
74 P No entiendo qué quiere decir ...
75 Es Numeros decimales, por ejemplo 2.5 mas 2.5, 4 asi diera ... para que diera 8§,

dos punto cinco, punto seis, bla, bla, bla... [y asi sucesivamente”].
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76 P iAh, ya! Lo que creo que usted quiere decir es que los nimeros del dado no
sean del 1 al 6, sino que sean otros [se refiere a nimeros con decimales].

77 Es Exacto.

78 P iAh, ya!, pero, suponiendo que usted no tiene dados distintos y sabe que le
estan preguntando la probabilidad de que salga par con un dado tradicional, sin
que podamos cambiar los dados, ¢ Cudl seria la respuesta? ;,Qué le daria ahora?

79 Es No, porgue no hay exactitud.

80 P Mejor dicho, la tnica opcion seria ...

81 Es Mejor dicho no seria l6gico que a uno le dijeran ... ehhh, hay un dado de seis
caras, que se divide en cuatro octavos.

82 P Umju.

83 Es A menos que se pueda partir, pues ... es un dado.

8 P O sea, el argumento suyo es que tendria que tener un dado, con los nimeros
cambiados para que diera ...

85 Es ... Exacto.

86 P Que diera exacto el 8, ;significa ...? ;Como se haria? Es que me perdi un poco

en lo que dijo ... creo que le corté lo que estaba diciendo. Estaba diciendo que
habia que hacer algo con el dado pero no ...

87 Es Pues por ejemplo, pues si, fisico es muy facil, se hace un dado de ocho caras,
pero ... tirando hacia los niimeros decimales que a uno la suma de todos los
nameros le de 8 ... y que a la vez pueda ser 6 ;si? ... imaginese ese dado, la
suma de ocho pero las caras sigan siendo seis.

12:45 88 P Si'y ¢cémo seria eso?

89 Es Pues, por ejemplo, ... no sé, ... un dado diferente, ;cémo decirlo? Por ejemplo,

que cambien los nlimeros o ... que trabaje con los decimales /... Silencio].
Prosigue la conversacion y Jonathan (Eg) mantiene su idea de que la fraccién 4/8 no sirve
para expresar la probabilidad y que la pregunta esta mal planteada, pues si bien la fraccién
3/6 es igual a 4/8 Jen tanto “da” lo mismo], cOMO el dado tiene 6 caras y tiene 3 pares, la fraccion
4/8 no sirve para este caso ya que no afirma realmente la expresién del dado, que es 3/6, 0 lo

gue esta preguntando realmente [E6(64)9'4].

Daniel (Es) se mantiene ahora en que dicha fraccion si puede llegar a ser la probabilidad de
que al lanzar un dado se obtenga un nimero par, ya que puede ser coherente la fraccion 3/6
con la de 4/8 y también con un dado de 6 caras [E5(70)9'4], pero aun mantiene dudas y plantea
gue no seria légico que a uno le dijeran /...; hay un dado de seis caras, que se divide en
cuatro octavos /...] A menos que se pueda partir, pues ... es un dado [E5(81_83)9’4]. Para él,
fisicamente es facil construir un dado que sirva para este propdsito; sin embargo, a veces
menciona que se tendria un dado de 8 caras y otras veces que puede ser de seis caras
siempre que la suma pueda ser 8, si se cambian los nimeros usuales del dado por nimeros
con cifras decimales. No logra expresar claramente como seria este dado, que reconoce
diferente pero posible: jimaginese ese dado!, la suma dé ocho pero las caras sigan siendo

seis [E5(37)9'4].
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12:45

14:02

14:03

14:37

14:37

15:18

15:19

16:05

90
91

92
93
94
95
96
97

98
99

100
101

102

103

104

105

106
107
108

109
110

111
112

113
114

o

Es

(Alguna otra cosa?... ;Pablo? ... [Silencio].

Creo que Jonathan, tiene aqui un argumento ;cémo es? [el estudiante ha escrito
algo en una hoja].

... Equitativo [En la hoja ha escrito parejas de numeros, todas las posibles
combinaciones: 1-1, 1-2, 1-3,..., 6-5, 6-6, organizadas en filas y algunas estan
resaltadas].

¢Qué significa 1-1, 1-2, 1-3, ...?

... Estas son las posibilidades que hay en un dado [sefiala algunas de las
resaltadas en cada fila], de sacar niimero par si se utilizan dos dados ...

Eso, eso lo aprendi alla en Estados Unidos ...

Umju [ “le entiendo, continiie”].

... Porque me ... yo pasé tres grados alla ... este paso es utilizado en los casinos
de alla, ;si ha visto que juegan con dos dados? ...

Umju [si, entiendo ... contintie] ..

. La posibilidad de dos dados aproximadamente es 7, es el nimero mas
aproximado. Si mira en todas las filas esta el nimero 7, se repite en todas [ha
resaltado las parejas de nimeros cuya suma es 7].

[... Silencio].

Umja.

Entonces la ... lo que yo quiero expresar ahi es que si miramos los nimeros pares
que se encuentran aqui, tan solo es el 0.5 por ciento, 6 3/6 6 4/8 que da lo mismo,
de posibilidad de que uno saque ese nimero [...]

Bueno, una cosa que hay que diferenciar entre la situacion que usted estd
planteando y la nuestra, es que no estamos hablando de dos dados, o0 sea no
estamos lanzando dos dados sino un dado simplemente ... Yo tengo un dado
(cudl es la probabilidad de que me salga par? ;/Si? ...

En el caso que usted propone, de alla, estaban pensando en dos dados y en la
probabilidad de que salga un determinado niimero, que es un poquito distinto, ...
que la suma efectivamente dé 7, o dé ..., lo que usted quiere decir, es que 7 seria
el nimero que tiene mayor probabilidad de aparecer, pero aqui estamos hablando
de un s6lo dado, sélo tengo un dado ¢cual es la probabilidad?

[... Silencio].

Quiero hacerles una ultima pregunta, basdndome un poco en lo que ustedes han
comentado. Si alguien les dice a ustedes, como dijo un estudiante, ... oigan el
siguiente argumento: “no importa si yo escribo 4/8, 10/20, 15/30, da lo mismo
porque estamos hablando de 3/6 y como 3/6 es la mitad, entonces 3/6 también seria,
como también lo seria 10/20 por ejemplo” ;si?

¢Qué le dirian ustedes a esa persona? ¢Estarian de acuerdo? ;0 le verian algin
problema a esa afirmacion?

Yo si estaria de acuerdo.

Daniel, lo veo pensativo, cabizbajo y meditabundo ... [Sonrie].

No exactamente en cuanto ... no contradigo que es la mitad y que seria lo mismo
... [el tono de la voz es de duda].

Umju.

... Pero si se busca una precision, si es un dado de seis caras, yo trabajaria con los
ndmeros que son, 3 de 6.

Tres de seis ...

... Porque a uno no le va a quedar claro que, por ejemplo, le diga 4/8 en un dado
de 6 caras, no pensaria jno! ... entonces es un dado de ocho caras si?

Umju.

... Por ejemplo, si a usted le dicen en un problema: hay un dado que se divide en
cuatro octavos ¢cudl es la probabilidad?, entonces es un lado de ocho caras no en
uno de seis.
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Por solicitud del entrevistador, Jonathan (Eg) explica brevemente una actividad que trabajé
en otra institucidn, respecto al nimero que tiene mayor probabilidad de obtenerse al lanzar
2 dados, la cual intenta relacionar en un momento con la obtencion de un namero par
[Ese”"]. Una vez el entrevistador aclara la diferencia entre estas actividades [Po2.103)],
decide preguntar nuevamente si 4/8 es la probabilidad que al lanzar un dado se obtenga un
namero par, esta vez de manera indirecta acudiendo a un argumento de otro estudiante,
quien explicitamente afirmaba que cualquier fraccion equivalente a %2 podria representar

dicha probabilidad, citando como ejemplos las fracciones 3/6, 10/20 y 15/30.

Frente a la pregunta de si estarian de acuerdo con el argumento de este estudiante o lo
cuestionarian, Jonathan [E6(106)9'4] dice estar de acuerdo, al parecer cambia su posicion
inicial.”* Daniel (Es) mantiene su posicion respecto a aceptar 4/8 como probabilidad de
dicho evento, pero insiste en que si bien no contradice que 4/8 es la mitad y que seria lo
mismo, si se busca precision trabajaria con los nimeros que son, 3 de 6 [E5(108-110)9'4], pues
no considera claro que se acuda a 4/8 en un dado de 6 caras, pues entonces seria un dado de
8 caras [E5(112-114)9'4]. Al parecer, vuelve a retomar su idea inicial, esta es, que 4/8 no podria

ser dicha probabilidad y se requeriria un dado de 8 caras.

16:06 115 P Umju [si], ... ¢Qué dice Pablo?

a 116 E; Pues yo estoy de acuerdo también en que diez veinte [se refiere a la fraccion
17:03 10/20] es lo mismo que 3/6.

117 P Umju [si, entiendo ... continiie].

118 E, ... Pero no si se formulara la ..., la pregunta... , si por ejemplo a usted le

preguntan ;Puede afirmarse que la fraccion 10/20 es la probabilidad de que
lanzando un dado se obtenga nimero par? Usted quedaria como nulo, porque

. (como asi que 10/20? Desde cuando acd un dado tiene 20 caras ¢si?,
entonces el pedacito que a mi no me cuadra [rie un poco] ... El pedacito que
a mi no me cuadra, es la especificacion para armar el, ... el problema.

119 P Pero, digamos, ¢usted lo dice pensando en otra persona que podria no
entender o estd pensando en usted? O sea, ;usted si entenderia o usted
también veria...?

120 E; Yo no entenderia, ... la verdad.

17:.04 121 P  Umju.

a 122 E; ... Yo no entenderia si a mi me pusieran la fraccion 4/8 lanzando un dado ¢si?

17:30 123 P Pero ahora, con lo que hemos hablado ¢aceptarian el 4/8 o todavia, como dice
... Daniel, eso no es muy preciso?; o quizas dirian: oiga si pero no seria muy
entendible si no hubiéramos hecho esté discusidn, o algo asi ;no?

17:37 125 E; Lo que pasa es que en el sentido comiin de la poblacion ... de la ... de todo el

a mundo eso no se entenderia.

" Esta técnica de pregunta indirecta, acudiendo a lo propuesto por otro estudiante (real o ficticio), ha
reflejado ser (til (ver, por ejemplo, D"Amore, 1999/2006a, pp. 172-173), en tanto posibilita lo que podria
denominarse un “descentramiento cognitivo” por parte del estudiante, quien puede hacer referencia a la
planteado sin asumir de manera directa la responsabilidad sobre lo inicialmente propuesto.
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17:.48 126 P  Umju.
127 E4 .. Me parece, pues, a mi.
128 P Bueno, pero como no estamos hablando de todo el mundo sino de ustedes
tres, ... en el caso de ustedes tres, y suyo en particular Pablo, jaceptaria ahora
0 no?, ;0 no lo convenceria?
17:49 129 E, No, no yo quedaria con la duda, mejor dicho.

a 130 P Jonathan, usted en este momento ¢aceptaria que 4/8 es la probabilidad? ;O no
18:41 le parece?
131 Es No.

132 P ¢Y cuél es argumento por el cual no?

133 Eg Se esta hablando del dado, son 6 caras, aunque la expresion de 4/8 pueda
Servir ...

134 P Umju.

135 Eg [Continta ...] No sirve, no se entiende, o mejor dicho esa pregunta que
ustedes plantearon, esta basada en el si y el no.

136 P Umja.

137 Eg ... Cualquiera de las dos respuestas esta bien.

138 P Umju.

18:42 139 Eg (Si? pero expresandola ... o como nos han ensefiado a nosotros, es expresar

realmente lo que ... lo que estd preguntando, que es con un dado, un dado
tiene 6 caras, 3 numeros pares, 3 nimeros impares, ya.

Un hecho que es importante resaltar aqui es que, si bien Pablo (E4) reconoce que las
fracciones 3/6, 4/8 y 10/20 son lo mismo, comenta que con respecto de la formulacién del
problema no es claro que lo sean, pues se requeriria de un dado de 20 caras, lo cual no es
usual. Explicitamente plantea que si le preguntaran: ;Puede afirmarse que la fraccion 10/20
es la probabilidad de que lanzando un dado se obtenga nimero par?, quedaria como nulo
[...] no entenderia, porque j¢Desde cuando aca un dado tiene 20 caras?! [E4(116-120)9'4].

Destaca que para el comin de la poblacion eso no tendria sentido [E4(125)9’4] y que él

quedaria con duda al respecto [Ea120)"].

Por su parte, frente a la pregunta de si aceptaria que 4/8 es la probabilidad Jonathan (Eg)
afirma que no, pues si bien la expresion 4/8 puede servir, se estd hablando de un dado de 6
caras [E6(133-135)9'4], pero a continuacion insiste en que no sirve, no se entiendo y finaliza
planteando que las dos respuestas, si 0 no, pueden servir argumentando que, desde lo que
le han ensefiado,”” debe expresarse lo que se le esta preguntando, sobre el dado, y éste tiene

6 caras [Ess7-130)" 1.

18:42a 140 P Umjt ... ;y Daniel?
19:45 [Silencio ...].

"2 Es decir, desde lo expuesto y trabajado en el contexto escolar.
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19:45 141 P (Siaceptaria? o...

142 Es Eneste momento si ...

143 P jAh, ya! [si, entiendo].

144  Es .. Después de hablar ya, todo eso.

145 P Ya|[entiendo].

146 Es O sea, para alguien comun no, pero...

147 P ¢Y qué lo hizo cambiar de opinién?

148 Es Porque..., yo por ejemplo acd, puse en la primera pregunta 50% [sefiala el
primer item del cuestionario, mientras suena el timbre para cambio de clase].

149 P ... Escribié en la tercera [que] 50% si es equivalente a una mitad, 50%
también es una mitad ...

150 Es [Interrumpe] Nos puede tener aqui otra hora [rie, hace referencia al timbre con
gue se anuncia la terminacion de la clase de matematicas y el inicio de una nueva
clase].

151 Es ... Decien daria lo mismo, mitad [se refiere a que 50 es la mitad de 100].

152 P Entonces usted dice, 4/8 seria la mitad entonces da lo mismo, no importa ...

153 Es Equivalente ... no mirdndolo hacia las caras, ni hacia el dado, sino a la mitad.

19:46 154 P ... S6lo lo escribo de otra manera, la expresion 3/6 s lo mismo que %, es lo
a mismo que 4/8, entonces lo puedo nombrar como quiera, esa es la
19:58 probabilidad.

¢ QUué dice Pablo? ese argumento estd como bueno ¢qué opina?
155 E, Lo quepasaesque...no yo sigo diciendo que yo no lo aceptaria.
156 P A pesar de todo, ;no lo aceptaria?

157 E, No.
19:59 158 P Jonathan, ya para cerrar ...
a 159 Eg No, tampoco.

20:04 160 P  Tampoco ... Listo, les agradezco.

Inicialmente Daniel (Es) mantuvo la idea que la fraccion 4/8 no podia ser la probabilidad de
que lanzando un dado se obtenga un nimero par [Ess, 4s, 81, 112)9'4]; en el transcurso de la
entrevista, después de diferentes interacciones con Pablo y Jonathan, sus compafieros de
grupo, y con el entrevistador (P), Daniel recuerda que en su cuestionario habia respondido
que la probabilidad es el 50%, y que es la mitad, que como afirma el entrevistador 4/8
también es una mitad, entonces esta fraccion seria equivalente ... no mirandolo hacia las
caras, ni hacia el dado, sino a la mitad [E5(153)9'4]. Es decir, cuando logra descentrarse del
objeto, de las caras del dado, y centra su mirada en las expresiones que representan la
mitad, logra reconocer que la fraccion 4/8 expresa la probabilidad pedida [Essa, 153)9'4]. Por
su parte, Pablo (E4) y Jonathan (Es) no aceptan el Gltimo argumento dado por Daniel vy,
aunque el entrevistador reelabora lo afirmado por éste (Es) y les plantea explicitamente que
éste parece un buen argumento [P(sa)], tanto Pablo como Jonathan no cambian de parecer e
insisten en que si bien la fraccion 4/8 es igual a 3/6, dicha fraccién no es la probabilidad

pedida [Eaes, 53, 61118157 Es13, 64, 81, 112) ]
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4.2.3 Configuracion cognitiva de objetos matematicos primarios. En los siguientes
diagramas se presenta la configuracion cognitiva lograda por cada uno de los tres
estudiantes después del proceso de interaccion realizado durante la entrevista grupal, en
relacién con el trabajo realizado a partir de la tarea sobre hallar la probabilidad de obtener
un namero par lanzando un dado. En dichos diagramas, mediante una linea continua, se
sefialan las funciones semioticas establecidas por cada estudiante, entre una expresion y un
contenido. Mediante una linea a trazos, en color azul, se sefialan las nuevas funciones
semidticas, evidenciadas durante la entrevista en la interaccion con sus compafieros en el

pequefio grupo.

Problema (Tarea — Cuestionario 1)
1. /Cuél es la probabilidad de que lanzando un dado se obtenga un nimero par?
2. ¢Existe(n) otra(s) manera(s) de expresar la probabilidad obtenida en el punto anterior?
3. ¢Puede afirmarse que la fraccion 4/8 es la probabilidad de que lanzando un dado se obtenga un nimero par?

Lenguaje Definicion
Probabilidad /_7-7 Casos favorables sobre casos posibles
50% // Procedimiento
< 3/6 — Aplicacion de definicion
R IE]
Argumento
Tesis: 4/8 no es la probabilidad
Razén: La fraccion 4/8 sirve, pero no esté bien especificada
pues el dado no tiene 8 caras

Diagrama 10. Configuracién final de Pablo: E,**

Inicialmente, en su trabajo individual, Pablo (E4) logré establecer tres funciones semidticas
[Diagrama 7] y durante la entrevista logra establecer una nueva funcion semiotica, entre 3/6
(expresién) y 4/8 (contenido); sin embargo, aunque reconoce la igualdad entre 4/8 y 3/6,
considera que, en el caso del dado, la fraccidn 4/8 no puede representar el nimero de casos
favorables sobre el numero de casos posibles, pues argumenta que la fraccion estaria mal
planteada, no se da en detalle, sirve pero no esta bien especificada [...] porque ... 418 s
basicamente lo mismo que 3/6, e insiste en que para ser la fraccién del dado no serviria
porque no se especifica bien lo que se busca [Espasos759*]- Si bien articula los sentidos
inicialmente asignados, considera que la probabilidad no puede ser 4/8 pues no se especifica
bien lo que se busca, [en la fraccion 3/6] el 3 [hace referencia] a los nUmeros pares y el 6 a las
caras del dado, en cambio en 4/8 eso no estaria claro [Easo ) %41. Pablo reconoce que, por
ejemplo, 10/20 “es lo mismo que 3/6”, pero considera que la fraccion 10/20 tampoco podria
ser la probabilidad de que lanzando un dado se obtenga un numero par, pues j¢desde
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cuando aca un dado tiene 20 caras?! [Esu16118)"]; contintia manifestando su duda y reitera

que 4/8 no puede ser la probabilidad pedida [E4(20155.157)°]-

Problema (Tarea — Cuestionario 1)

1. ;Cuél es la probabilidad de que lanzando un dado se obtenga un nimero par?
2. ¢Existe(n) otra(s) manera(s) de expresar la probabilidad obtenida en el punto anterior?
3. ¢Puede afirmarse que la fraccion 4/8 es la probabilidad de que lanzando un dado se obtenga un nimero par?

Lenguaje Definicién
Divisor |  Casos favorables sobre casos posibles
e i T
50% — —---" Procedimiento
<Z¥ 3/6 _-t-" Avblicacion de definicion
Ao -7

Argumento
Tesis: 4/8 es la probabilidad

Razén: Mirandolo como la mitad, no desde las caras

Diagrama 11. Configuracion final de Daniel: Es **

En su trabajo individual, Daniel (Es) habia establecido tres funciones semiéticas [Diagrama
8]; durante la entrevista establece de manera explicita una nueva funcion semiotica entre 4/8
(expresidn) y 3/6 (contenido), aunque inicialmente plantea que en la situacion especifica del
dado, si se busca precision preferiria trabajar con la fraccién 3/6 [E5(70,108-114)9'4].
Posteriormente, después de unos 3 minutos escuchando atentamente las intervenciones de
Pablo y Jonathan, y las preguntas del entrevistador (P), logra ‘“separarse” de la situacion
concreta del dado y establece una nueva funcion semidtica; esta vez entre la expresion 4/8 'y
el contenido “numero de casos favorables sobre nimero de casos posibles”, logrando asi

una articulacién entre los diferentes sentidos asignados [E5(142,144,153)9'4].

Problema (Tarea — Cuestionario 1)
1. ¢Cudl es la probabilidad de que lanzando un dado se obtenga un nimero par?
2. ¢Existe(n) otra(s) manera(s) de expresar la probabilidad obtenida en el punto anterior?
3. ¢Puede afirmarse que la fraccion 4/8 es la probabilidad de que lanzando un dado se obtenga un ndmero par?

Lenguaje Definicién
Probabilidad L—» Casos favorables sobre casos posibles
50% /% Procedimiento

e—" | Avlicacion de definicion

< 4/8
Argumento
Tesis: 4/8 no es la probabilidad
Razén: El dado no tiene 8 caras, sélo 6

Diagrama 12. Configuracién final de Jonathan: E4°*

Desde su trabajo individual, Jonathan (Eg) estableci6 cuatro funciones semidticas
[Diagrama 9], y durante la entrevista logra establecer una nueva, entre 4/8 (expresion) y 3/6

(contenido); sin embargo, considera que si bien pueden dar lo mismo, la misma igualdad
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[...] expresandolo asi [como 4/8] no es exacto, aunque la fraccion 3/6 sea igual a 4/8 y dé lo
mismo /.../ en este caso no sirve [Egu, 64)9’4]. Aungue en un momento esta de acuerdo en
que cualquier fraccidn equivalente a 3/6 seria la probabilidad pedida [Ee(los)g"‘], y establece
una nueva funcién semiotica, en tanto considera que la fraccion 4/8 podria ser la
probabilidad pedida (cambio temporal), después de las intervenciones realizadas por Pablo
y Daniel, duda de su ultima interpretacion y considera que podria ser vélida cualquiera de
las respuestas [Eg129-135) %4. Finalmente plantea que desde lo realizado en su trabajo
escolar, desde lo que le han ensefiado, la respuesta debe expresar lo que realmente se esta
preguntando, y que en este caso el dado tiene 6 caras, con 3 pares y 3 impares, por lo que
decide que cambia de opinion y considera que la respuesta debe ser negativa [E6(139,159)9'4],

es decir, mantiene la configuracion realizada inicialmente [Diagrama 9].

A manera de sintesis. Después de la interaccion en la entrevista, se evidencia que dos de
los estudiantes, Pablo (E4) y Jonathan (Eg), reconocen explicitamente la equivalencia entre
las fracciones 3/6 y 4/8, y que cualquier fraccion equivalente a 3/6 podria representar la
probabilidad pedida en la tarea, pero su “anclaje” al objeto, al dado y el nimero de caras,
no les permite articular los sentidos asignados a tales expresiones y, por tanto, no aceptan
que 4/8 sea dicha probabilidad. Por su parte, Daniel (Es) no s6lo reconoce la equivalencia
entre las fracciones propuestas sino que puede “separarse” de la situacion concreta del dado
y logra reconocer que la fraccion 4/8 representa dicha probabilidad y, por tanto, logra
articular los sentidos asignados a las diferentes expresiones numéricas. En resumen, la

informacion obtenida puede resumirse asi:

. Jonathan. Pequefio
Pablo (E Daniel (E

( 4) ( 5) (EG) grupo
Reconoce diversas maneras de representar Si Si Si Si
la probabilidad
Articula sentidos asignados No Si No No
Cambio (reconocimiento de equivalencia v v v v
entre 3/6 y 4/8)
Cambio (articulacion de sentidos) v

Tabla 6. Rejilla sintesis (final) —Pablo, Daniel y Jonathan (T-9)- Grado 9°, Colegio CHA

El proceso de interaccion durante la entrevista grupal gener6 cambios en las

interpretaciones inicialmente realizadas por los estudiantes; por una parte, los tres
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reconocieron explicitamente la equivalencia entre diversas expresiones numéricas y, por
otra, uno de ellos (Es) reconocio que la fraccion 4/8 era la probabilidad requerida, es decir,
logré articular los sentidos asignados a dichas expresiones. No obstante, aunque dos de
ellos (E4 y Eg) reconocen la equivalencia entre las expresiones numéricas 3/6 y 4/8, no

logran articular los sentidos de las mismas.

4.3 Tarea sobre triple de un nimero (Cuestionario 2)

A continuacion se presenta la rejilla con la informacion del trabajo realizado, tanto
individualmente como en grupo, a la tarea sobre triple de un nimero —equivalencia de
expresiones algebraicas obtenida por tratamiento—, y enseguida se presentan los diagramas
obtenidos a partir de ésta, correspondientes a la configuracién cognitiva de objetos
matematicos primarios lograda por cada uno de los integrantes del grupo en relacion con
dicha tarea. Posteriormente se realiza un andlisis de la entrevista, apoyado en la
transcripcion realizada (T-1) y en el cuaderno de notas del investigador.

4.3.1 Rejilla de respuestas y diagramas de configuracién cognitiva de objetos
matematicos primarios. Grupo de estudiantes de grado 9° (codigo 9), integrado por Cristian
(E1), Angely (E) y Dairon (E3), del colegio MMC (cddigo 1), respecto al trabajo realizado
en la tarea presentada en el cuestionario 2, relacionada con el triple de un numero

(equivalencia de expresiones algebraicas).

Tarea Instrumento Individual Trabajo en Entrevista
(Cuestionario 2) pequefio grupo (Planteamiento inicial)
item E; (Cristian) E; (Angely) E; (Dairon) Ej, E;y Es Ey, E;yEs
1 Expresion algebraica Que se deben 3nson 3 numeros | Reconocen que la 3nesel triple de un
y Ei. 3-n=3-4=12 multiplicar como 2+2+2 expresion 3n se nimero
Interpretacion de ! entre si, interpreta como 3
la expresion 3n 3-n=Multiplicar multiplicado por
un nimero o0 como
el triple de n
2 Si. Dan el mismo Las dos Lanesun Comprueban la Aceptan que
Es vélida la resulta_do las 2 expresiones son | nimero |gualda_1d para (n-1)+n+(n+1) =
= expresiones las mismas cualquiera conel | cualquierny lo _
1|gualdad . [Verifica cual se hace el verifican para un 2:2::_'_10"'1?;]
n-1)+n+(n+1)= iercici i =
(n-1) 3ng ) adecuadamente el ejercicio val_ozr especifico
’ valor de ambas (n=2)
expresiones para n=4]
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3
¢La expresion

(n-1)+n+(n+1)
puede interpretarse
como el triple de
un nimero?

No es el triple porque
dan el mismo
resultado

[Quiere decir que la
expresion dada no es
el triple pero al
evaluarla da el mismo
resultado que al
evaluar la expresion
3n, que es el triple]

Si ... es como si
se quemara los -
1+1[se
cancelan] y
quedaria
n+n+n=3n

Siesel triple
porque lan esun
nimero y hay 3
las cuales son
sumadas y
restadas y nos da
el triple.
Ej. (n-
L)+n+(n+1) =
2-1)+
2+(2+1)=
1+2+3=6
Este resultado es
el triple de 2

Aunque E; y E3
sostienen que la
expresion (n-1)+n+
(n+1) es el triple de
un namero, E;
insiste en que da el
mismo resultado
pero no es el triple,
sino una suma.

E;: No, porque el
triple de un nimero no
es asi ... (segmento
20)

E,: Si, si,... pues es
como cuando yo lo
resolvi (segmento 24)
Es: Yo diriaquesi ...
son tres nimeros
consecutivos iguales ,
entonces son el triple
de un ndmero(seg. 45
y 47)

Tabla 7. Rejilla respuestas- Cristian, Angely y Dairon—. Grado 9°, Colegio MMC

Comentario: Este pequefio grupo mencionado participé en una socializacion general orientada por la profesora del
curso, antes de la entrevista, en la cual se acordo que las interpretaciones mas usuales de la expresion 3n eran “3
multiplicada por n” y “triple de un numero”, y que la expresion (n-1)+n+(n+1) se podia interpretar como la suma de tres
ndmeros, 0 mas especificamente de tres ndmeros consecutivos. Ademas verificaron la igualdad entre las expresiones (n-
1)+n+(n+1) y 3n, para el caso general, pero dejaron pendiente la socializacion del tercer item [lo hicieron después de la

entrevista].

En los siguientes diagramas se presenta la configuracion cognitiva lograda por cada uno de

los tres estudiantes, obtenida a partir del trabajo realizado en grupo por dichos estudiantes

de grado 9° (final de la educacion basica), del colegio MMC, con respecto a la tarea

propuesta.”® En estos diagramas se sefialan, mediante una linea continua, las funciones

semioticas establecidas por cada estudiante, entre la expresion y el contenido.

Problema (Tarea —

Cuestionario 2)

En lo que sigue, asuma que n representa un nimero entero cualquiera. Por favor, conteste en el orden en que aparecen los
puntos y sélo continte con el siguiente cuando haya respondido completamente el punto anterior.

1. Diga qué significa o que interpretacion le asigna usted de la expresion 3n.
2. Digasi la siguiente igualdad es o no valida: (n-1)+n+(n+1)=3n
(a) Marque con una X la respuesta que considere correcta
(b) En caso afirmativo compruebe la igualdad; en caso negativo dé razones por las cuales no se cumple.
3. ¢La expresion (n-1)+n+(n+1) puede interpretarse como el triple de un nimero?
(a) Marque con una X la respuesta que considere correcta
(b) Explique o justifique a continuacién, con el mayor detalle posible, su respuesta.

St () No()

Si() No()

Expresion algebraica

Equivalencia
Igualdad
3n

(n-1)+n+(n+1)

Lenguaje

NUmero
Triple

/

Definicién

lw Resultado de multiplicar 3 por un nimero cualquiera

Propiedad
(n-1) +n+(n+l)=3n

Procedimiento

Evaluar la expresion en un valor especifico

Argumento

Tesis: La propiedad es vélida

Razon: Al evaluar la expresion en un valor especifico,

da el mismo resultado

Diagrama 13. Configuracién inicial de Cristian: E, **

™ El texto completo de la tarea propuesta se presenta en el primer diagrama, en los siguientes dos
diagramas éste se presenta resumido.
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En el trabajo realizado individualmente, Cristian (E;) establece una funcién semidtica entre

la expresion 3n y el contenido resultado de multiplicar 3 por un nimero cualquiera.

Problema (Tarea — Cuestionario 2)

1. Diga qué significa o que interpretacion le asigna usted de la expresion 3n.
2. Digasi la siguiente igualdad es o no vélida: (n-1)+n+(n+1) =3n
3. ¢Laexpresion (n-1)+n-+(n+1) puede interpretarse como el triple de un nimero?

Lenguaje
NUmero

Multiplicar
Triple
Igualdad

T> 3n /
(n-1)+n+(n+1)

//

Definicién
Resultado de multiplicar entre si (3 y n)
Propiedades
(n-1)+n+(n+1)=3n
Implicitas: Conmutativa y
Asociativa

Procedimiento
Aplicacion de propiedades

Argumento
Tesis: Si se cumple la propiedad

Razén: Aplicacion de propiedades (implicitas)

Diagrama 14. Configuracién inicial de Angely: E,**

En el trabajo realizado individualmente, Angely (E,) establece tres funciones semidticas;

una entre la expresion 3n y el contenido resultado de multiplicar 3 por un numero

cualquiera, otra entre la expresion (n—1)+n+(n+1) y 3n, y una tercera entre la expresion (n—

1)+n+(n+1) y resultado de multiplicar 3 por un ndmero cualquiera, es decir, el

reconocimiento de la equivalencia, obtenida mediante una transformacion de tratamiento, le

permite asignar el mismo sentido a las dos expresiones (n—1)+n+(n+1) y 3n.

Problema (Tarea — Cuestionario 2)

1. Diga qué significa o que interpretacion le asigna usted de la expresion 3n.
2. Digasi la siguiente igualdad es o no valida: (n-1)+n+(n+1) =3n
3. ;Laexoresion (n-1)+n+(n+1) puede interoretarse como el trinle de un nimero?

Lenguaje
NUmero

3n/

(n-1)+n+(n+l) —

Triple /
Suma
| —

Definicion 1:
|y Sumade 3 niimeros (n ntimero cualguiera)
Definicion 2:
| __—»  Triple de un nimero

Propiedades

(n-1) +n+(n+1)=3n
Implicitamente: Conmutativa, Asociativa e
Inversa

Argumento
Tesis: La propiedad es valida

Razon: Al evaluar la expresion en un valor
especifico da el mismo resultado

Diagrama 15. Configuracion inicial de Dairon: E;°*
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En el trabajo realizado individualmente, Dairon (E3) establece cuatro funciones semioticas;
una entre la expresion 3n y el contenido suma de 3 ndmeros (n nimero cualquiera), otra
entre la expresion (n-1)+n+(n+1) y 3n [evaluando las expresiones, tomando un valor
especifico], una tercera entre la expresion (n—1)+n+(n+1) y triple de un nudmero, y
finalmente, una entre la expresion suma de 3 nimeros y triple de un nimero; es decir, el
reconocimiento de la equivalencia, obtenida mediante evaluacion, le posibilita articular los

sentidos asignados a las expresiones (n—1)+n+(n+1) y 3n.

A manera de sintesis. En relacién con el reconocimiento, por parte de los tres estudiantes
referidos en esta seccion, de la equivalencia sintactica entre las expresiones (n—1)+n+(n+1)
y 3n, es decir, el reconocimiento de las transformaciones de tratamiento requeridas para
obtener una de las expresiones a partir de la otra (usando propiedades de los numeros
reales), asi como el reconocimiento de la equivalencia semantica, en tanto posibilidad de

articular los sentidos asignados a éstas, la informacion obtenida se resume asi:

Cristian Angely Dairon Pequefio
(Ev) (E2) (Ea) grupo
Reconoce equivalencia sintactica No Si Si Si
Avrticula sentidos asignados a expresiones No Si Si No

Tabla 8. Rejilla sintesis (inicial) —Cristian, Angely y Dairon- Grado 9°, Colegio MMC

Si bien E; acepta la equivalencia de las dos expresiones algebraicas, lo hace a partir de la
evaluacion con un valor especifico de n, y plantea que aunque los resultados de la
evaluacion son los mismos, la expresion (n—1)+n+(n+1) no es el triple del nimero, es decir,
no logra articular los sentidos asignados a dichas expresiones. E; y Es, quienes habian
reconocido individualmente la equivalencia sintactica de las dos expresiones y lograron
articular los sentidos asignados a éstas, en el trabajo en pequefio grupo aceptan la
argumentacion de E; y, aunque reconocen como grupo la equivalencia sintactica, no

articulan los sentidos asignados.

4.3.2 Andlisis de la entrevista. Los segmentos de la transcripcion de la entrevista
[Transcripcién 1] se presentan en cuatro columnas. En la primera de ellas se presenta el
tiempo transcurrido (en minutos y segundos), en la segunda columna la persona que

interviene (profesor—investigador: P y los estudiantes: Ey), en la tercera un numero
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asignado al segmento respectivo, cuyo texto se presenta en la ltima columna (en color azul
las intervenciones del entrevistador y en color negro las intervenciones de los estudiantes).
En general, como parte del guion establecido para las entrevistas, el entrevistador—
investigador (P) saluda a los estudiantes, les agradece estar alli y les solicita su autorizacion
para grabar la sesion. Inicia preguntando los nombres para realizar el registro respectivo y

dar curso a la conversacion.

00:00 P 1  Lesagradezco que me recuerden sus nombres.
E, 2 Cristian.
00:18 P 3 Cristian (E1)... ;del curso 901?
E, 4 Sisefior.
E, 5  Angely
P 6  ¢An-ge-la? [Deletrea el nombre].
E, 7 Angely (... Rie un poco).
P 8 ¢ Y? [dirige la mirada al otro estudiante que esté a su lado].
E; 9 Dairon
P 10 Dairon (Es).
00:18 E; 11 L.../menciona su apellido].
a P 12 Dairon LJ[...] ... Creo que puede hablar un poco mas fuerte ... esta
00:28 como un poco timido hoy ...
Eios 14 ... [Todos rien].

El entrevistador presenta una sintesis de una de las conclusiones a las que ellos llegaron con
su profesora de curso en el espacio de socializacion, en relacion con el cuestionario
(correspondiente al segundo instrumento de indagacién) en el cual se indagaba por el
significado asignado a las expresiones algebraicas (n—1)+n+(n+1) y 3n, asi como el
reconocimiento hecho de la equivalencia (sintactica) entre estas dos expresiones. Escribe
en una hoja, mientras habla, cada una de las expresiones y el significado asignado
consensualmente en la clase (suma de 3 numeros consecutivos y triple de un namero,
respectivamente) y, a partir de la primera, realiza las transformaciones requeridas
(identidades algebraicas) para mostrar que las dos expresiones son sintacticamente
equivalentes. Lo hace de manera pausada, mirando ocasionalmente a alguno de los tres
estudiantes, intentando reconocer en ellos sefiales (gestos o palabras) de aprobacion en

diferentes momentos.

Pausa P 15  Bien, quiero empezar haciendo un resumen sobre ciertas conclusiones a las

que llegaron con su profesora [Hace una pausa en la grabacién y comenta el significado
compartido por el grupo, asignado a 3n, “e/ triple de un niimero” y el significado asignado a
(n-1)+n+(n+1), “la suma de tres nimeros consecutivos”; asi como el reconocimiento de la
igualdad entre estas dos expresiones [el investigador estuvo como observador pasivo en la

clase en que trabajaron esta actividad] ¢Estan de acuerdo?
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00:01 E;,3 16  Si [responden todos].

a P 17 (Quieren hacer algiin comentario o alguna pregunta? ...
00:28 E; 18 NoO [E; y Es niegan con un movimiento de cabezal.
P 19  Bien, entonces estamos de acuerdo en que (n-1)+ n + (n+1), es igual a 3n;

la otra pregunta que se hacia en el instrumento es: ¢la expresion (n-1) +n +
(n+1) es, o significa, el triple de un nimero?, habia que responder si 0 ho y
justificar ... ;Qué dice ... Cristian?
Después de hacer explicito el reconocimiento de la igualdad entre las dos expresiones
algebraicas y de consultar a los estudiantes si hay algin comentario o pregunta respecto de
la sintesis realizada, se dirige a dos de ellos, Cristian (E;) y Angely (E>), indagando sobre el
tercer item del cuestionario (segundo instrumento de indagacién). Directamente les formula
la pregunta de si la expresion (n—-1)+n+(n+1) es o no, significa o no, el triple de un

ndmero.

00:28a E; 20 [...]Si... {Como es?, ;(n-1)+ n + (n+1), significa el triple de un nimero?

00:53 Yo creo que, que no porque el triple de un nimero no es asi, sino [que] esa
es la suma de tres nimeros consecutivos, no la suma de ... o sea tres veces
ese mismo nimero, o sea... [silencio].

La respuesta dada por Cristian (E;) refleja un hecho cultural de la asignacion de
significados asociados con la forma de cada una de las expresiones algebraicas: el triple de
un nimero no es asi /...7 esa es la suma [El(zo)g'l]. El sentido que le asigna a la expresion 3n
es de representacion de un producto o multiplicacién entre nimeros, mientras el asignado a
la expresion (n—1)+n+(n+1) es de una suma, aunque reconoce que la expresion 3n es tres
veces €se mismo numero [El(zo)g'l], pero sin reconocer la posibilidad de articular dichos
sentidos con base en la equivalencia sintactica antes reconocida de tales expresiones. En el
trabajo individual realizado con respecto al segundo instrumento, Cristian evalu6 las dos
expresiones (asignando el valor n=4) y reconoce que dan el mismo resultado, pero afirma
que (n—1)+n+(n+1) no es el triple de un numero, sin dar una explicacién respecto a su

afirmacion.
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00:54 P 21 ...ehhh, qué pena,... An-ge-ly [Deletrea nuevamente el nombre].
E, 22 [Rie un poco] Angely.
P 23 Angely [Reafirma, mientras verifica el nombre en su hoja] ¢Qué dice Angely?
01:04a E, 24  Si, si [rie con cierto nerviosismo]; pues es que como, cuando yo lo resolvi yo dije
01:22 que si, pues porque haciendo la operacidn con los nimeros verdaderos [se refiere
a nimeros enteros especificos], 0 sea, ehh, uno le da el triple de un nimero, que
equivalga a n [contesta con cierto tono de duda o inseguridad].
01:22a P 25  (Cuadles son los nimeros verdaderos?
01:26 E, 26 O sea, los numeros enteros, ¢si? [parece esperar la aprobacion del profesor].
P 27 jUmmju!
01:26a E, 28 [Continda] Por ejemplo, uno le asigna un ndmero a la n, entonces...

01:48 ...asignandole un nimero a la n, entonces eso...; o sea, que no estoy de
acuerdo con... [dirige la mirada a su compafiero Cristian].
P 29 Cristian [le recuerda el nombre del compafiero a quien hace referencia].

E, 30 O sea, algo asi, ;jno?, sino con esta... ;qué? suma de tres numeros
consecutivos, porque se dice que n, es un..., o sea, cuando usted coloca n es
para todos, entonces. ..

01:48a P 31  ¢Cuando coloca n es qué?

02:03 E, 32  Es ese, ese nimero que equivalga a n es para..., o sea n ac4, n acd y n, el
mismo ndmero, entonces nos da el tre [iba a decir tres]..., el triple de él, un
multiplo [Rie con cierto nerviosismo]...

Por su parte, Angely [Ez(gg)g‘l] difiere de lo planteado por Cristian (E;) y reconoce que al
operar, al evaluar cada una de las expresiones con nimeros naturales especificos, llamados
por ella nimeros verdaderos, se obtiene una igualdad [E1(24)9’1]. Realiza una induccion
espontanea, de caracter empirica, a partir de la cual garantizar que la igualdad se cumple
para cualquier numero verdadero, es decir, obtiene siempre el mismo resultado y esto,
culturalmente, le da sentido a la igualdad entre las dos expresiones: “suma de numeros
consecutivos” y “triple de un nimero” Los sentidos asignados por E; a las expresiones se
articulan y no se evidencia un cambio en el sentido asignado a la expresion (n—1)+n+(n+1)
para pasar a la expresion 3n. En el trabajo individual realizado con respecto al segundo
instrumento, Angely realizd las transformaciones algebraicas de tratamiento que le
permitieron mostrar la equivalencia sintactica entre ambas expresiones, y reconocié

explicitamente que las dos expresiones son las mismas.

02:04- P 33 ¢Nos puede resumir lo que ha dicho?
02:15 E, 34 “jAyy!” [Contesta, manifestando cierto cansancio].
E; 35 [Interrumpiendo] Yo si entendi,... mas o menos.
P 36  [Interrumpiendo] Pero por ahora dejemos que Angely termine ...
E> 37 Bueno, es cuando usted le da un nimero o le asigna ... [silencio] ...
02:15- P 38  En este momento, ¢esta de acuerdo o no estd de acuerdo en que esta expresion
02:23 [sefiala en la hoja la expresion (n-1)+ n + (n+1)] represente el triple de un
nimero? La pregunta es ¢si 0 no? [pregunta a Angely].
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02:23- E, 39 jSi
0242 P 40  (SI?

E, 41  Si, porque yo al asig, asig, ehhh...

P 42 ... Asignarle.

E> 43 Si, [al asignarle] un ndmero a n, entonces n va a ser siempre ese nUMero ¢si?,
entonces en la operacion va a ser ese y entonces al yo sumar esos me va a dar el
triple de un namero.

02:42- P 44 Ya...y [dirigiendo la mirada a Dairon] ...
03:00 E; 45 Yodiriaquesi.

P 46 ... Dairon, ;por qué?

Es 47 Pues yo, en mi operacion, yo escribi que si, porque n son tres ndmeros
consecutivos iguales, entonces son el triple de un mismo ndmero.

P 48  jUmmju! ... ;Cristian quiere agregar algo?
03:01- E; 49  Si, como decia Angely, que, que esto, al hacer la operacion, queda... digamos n
03:37 vale por 2, ehh [empieza a realizar los calculos], 1 [el valor de n-11 MA&s n, [da] 3, ehh méas

n+1, ehh 2, 3y 5, si da 6, seis, entonces el triple de un nimero seria el [de] 2, que
es lo que vale n [el valor dado a n].

P 50 iUmmjua!

E, 51  Eltriple del nimero, como dice Angely.

03:37- P 52 O sea que en este momento estaria de acuerdo con Angely.
03555 E1 53 Si
P 54 Y de la respuesta inicial que usted habia dado, ;qué piensa ahora?
E1l 55  Puestambién,... pueden ser esas dos [las dos respuestas].
P 56  ¢Esdecir?
E1l 57 Si, o sea, como decia Angely, puede ser esa o puede ser los tres nimeros
consecutivos, no...
03:56- E2 58  Por lo que, pues por lo que dice consecutivos entonces uno se imagina 1, 2, 3;

04:12 pues es ... /si?, pero como uno esta diciendo 2, 2, 2 (reemplaza n por 2), entonces
ese es el problema ahi, que las dos respuestas pueden ser si y no.
El 59 Si..
E2 60 ... pero, por mi parte, estd mas entre el si, que el no [Contesta con cierto tono de

duda o inseguridad].

La explicacion dada por Angely (E;) permite a Cristian (E;) reconsiderar su postura inicial
al evaluar las expresiones con numeros especificos [Eiss, 49_53)9’1], aceptando que la
expresion (n-1)+n+(n+1) es el triple de un namero, es decir, se evidencia un posible
cambio en el sentido asignado a la expresion (n—1)+n+(n+1); sin embargo, al preguntarsele
por lo realizado en el trabajo individual [P4)], en su cuestionario, donde habia respondido
que dicha expresion no era el triple de un nimero, E; plantea que también esa respuestas

podria ser, pueden ser esas dos [E1(55)9'1].

Pero ahora, ante las inquietudes planteadas por Cristian [El(zo)g'l] quien afirma que el triple
de un nimero no es asi, que no es como la suma de la expresion dada, Angely (E,) plantea
explicita y claramente en qué consiste la dificultad que encuentran: cuando se habla de

nlmeros consecutivos entonces uno se imagina 1, 2, 3 pero cuando se habla de triple de un
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namero esté diciendo 2, 2 ,2, entonces ese es el problema, que las dos respuestas pueden
ser, siy no [E2(53)9’1], afirmacion que es compartida por Cristian. No obstante Angely aclara

explicitamente que entre las dos opciones ella estd mas entre el si, que el no [Ez(eo)g'l].

Si bien Cristian (E;) reconoce que al evaluar las dos expresiones algebraicas con un valor
especifico obtiene el mismo resultado (el nimero 6), no evoca explicitamente la
equivalencia de las expresiones, ni articula los sentidos asignados a cada una de las
expresiones, centrando su atencion fundamentalmente en las operaciones realizadas
perdiendo de vista, al parecer, la relacién entre las dos expresiones que habia sido

recordada inicialmente por el entrevistador.

Dairon [E3(45)9'1] esta de acuerdo con lo explicado por Angely (E,) y afirma que, al evaluar
lo obtenido en las dos expresiones, son el triple de un mismo ndmero [E3(47)9'1]. Puede
afirmarse que, implicitamente, Dairon articula los sentidos asignados a las dos expresiones.
En el instrumento individual, Dairon (E3) efectio un procedimiento similar al realizado por
Angely durante la entrevista, en tanto evalud las dos expresiones dadas para dos valores
especificos, n=1 y n=2. Si bien no realizé transformaciones algebraicas, reconocio
explicitamente que (n—1)+n+(n+1) es el triple de un nimero, argumentando que al evaluar
con un nimero (tomd especificamente n=2) el valor de cada expresion era el triple de dicho

namero.

04:14- P 61  Veamos, cuando tenemos la expresion (n-1)+ n + (n+1), usted dice que...
04:30 E; 62 n, digamos, lo podemos equivaler por 2, ;si? como él dice [Cristian].
P 63  Digamos que sea 2.
E, 64  Luego...
04:31- E; 65  (Interrumpiendo)... Se resuelve.
04:41 P 66  Quedaria, 1 mas 2 mas 3.
E; 67 Si,...6.
P 68 Da®.
E; 69 Si
E, 70  Que seriael triple de n.
P 71  Seriael triple.

E; 72 Si.
04:42- P 73 ¢Y cuéando seria no?, ;cuando hay algo de dificultad? (anteriormente E2 ha
04:56 planteado que la respuesta puede ser a veces si y a veces no).

E, 74 Porque, por ejemplo, es que no; por ejemplo él [Cristian, E1] dice que no,
pues porque tres nimeros consecutivos, porgque n aqui seria 3, 0 sea que ya
no, o sea, pues no sé...

04:57- P 75  Miremos si fuese 3, ;Como quedaria? ...
05:04 E; 76  Ahi seria el triple de 6, no ... o sea ahi no quedaria... ese es el no, por

ejemplo ...
E; 77  [Interrumpiendo] ... ehhh, 6 digamos éste...
E, 78 ...el3..
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E; 79  éste, n, vale 3, entonces 2 mas 3, ehhh 5 mas 4 [el ndmero 2 hace
referencia al valor de n-1y el 4 al valor de n+1], ... 9 y pues también seria
el triple de 3 [... rie].

P 80 Noerael triple de 3, ;{quién?

05:22 E; 81 No, si, jsies!

-05:50 E, 82  jaichh!
E, 83  Sida, entonces, si, esto es el triple de un nimero.
E, 84  (Interrumpiendo)... del nimero inicial.

E; 85 Si.
P 86  (Que lo esta haciendo cambiar de opinién ahora?
E; 87  Las operaciones que estamos haciendo.
P 88 O sea que al hacerlo con nimeros especificos. ..
E; 89  (Interrumpiendo) Si.

05:50 p 90 ... ya, se convence.

E, 91  Recapacita (rie).

E, 92  Si, sefior (Contesta convencido).
Frente a la duda de Cristian (E;), respecto a que para n=2 la expresion (n—1)+n+(n+1) es el
triple de n, pero para otro valor puede que no lo sea, inquietud que ahora parece ser
compartida por Angely (E,—segmentos 74 y 76), el entrevistador les sugiere evaluar dicha
expresion para n=3 [P¢s)], lo que le permite a Cristian (E1) evidenciar que para este valor
numérico también da como resultado el triple del numero y exclama si, jsi es! /...7 si da,
entonces, si, éste es el triple de un nimero [E1(81-83)9'1], frente a lo cual Angely (E;) reconoce
su posible error, que hace explicito cuando exclama ;...aichh!, y complementa la afirmacién

de Cristian (E;) diciendo [es el triple] del ndmero inicial [Exga>'].

Cristian (E;) reconoce que el realizar la evaluacién de la expresion (n—1)+n+(n+1) con dos
valores especificos, con las operaciones que estamos haciendo [E1(87)9'1], en ambos casos se
obtiene el triple del valor asignado, lo cual le permite convencerse que dicha expresion
algebraica si es el triple de un nimero (E;—segmentos 89 y 92); en palabras de Angely,
Cristian recapacita y acepta [Ez(gl)g'l]; puede afirmarse que reconoce otro sentido para la

expresion (n—1)+n+(n+1), el cual logra articular con el sentido inicialmente dado.

Un aspecto a resaltar es que, para algunos estudiantes, el comprobar que para dos o tres
valores especificos de n las dos expresiones dadas toman el mismo valor numérico, les

permite “inducir” que dichas expresiones son iguales para todos los nimeros naturales.

06:01 P 93 y Angely, ;qué dice?..., Ahora ;“mas si”, o solo si?

E, 94 Me quedo en mi respuesta.
P 95 Su respuesta es cual?... que si.
E, 96 Que si (Contesta convencida).

06:01- P 97 .Y Dairon?

110



Doctorado Interinstitucional en Educacion Pedro Javier Rojas Garzon

06:27 E; 98 Igual.

P 99 El no ha cambiado. Bueno, les agradezco y por ultimo quisiera saber si
tienen algin otro comentario o inquietud sobre ese punto, que consideren
importante (...Silencio).

E, 100 No.

P 101 Cuando ustedes respondieron por primera vez este punto del cuestionario, o
cuando lo respondieron nuevamente con los del curso, ¢lo hicieron igual
que ahora o hubo diferencias?

06:27- E, 102  Nooo... yo lo hice igual.
06:50 E; 103 Si

P 104  Pero usted (se refiere a Cristian) habia dicho al principio que no.

E; 105 Si

P 106 (Y no se habia convencido de que si hasta ahora?

E, 107  Sisefior.

P 108 ;Y por qué cree que en esa ocasion no se convencié?

E; 109 Porque, es que, no estaba, o sea yo, yo estaba solo ¢Si...? entonces yo
estaba haciendo mi operacion..., no tenia mas argumentos para... para
aclarar eso...

06:50- P 110 En este momento, ¢fue el oir la explicacion de su compafiera lo que lo hizo
07:00 pensar y cambiar de opinion?

E. 111  “Aja”.

P 112  Bueno, les agradezco, han sido muy amables.

A manera de sintesis. En la entrevista (Transcripcion T-1), Cristian (E;) empieza
afirmando que la expresion (n—1)+n+(n+1) no es el triple de un namero, pues el triple de
un ndmero no es asi ... la suma de tres nimeroS consecutivos no es 3 veces ese numero
[El(zo)g'l], pero el proceso de interaccion durante la entrevista, especialmente con Angely
(E2), le posibilita repensar su respuesta al aceptar la sugerencia que ella hizo de realizar
evaluaciones de las expresiones algebraicas con valores especificos (con los valores 2 y 3);
es decir, acepta la equivalencia de las expresiones (n—1)+n+(n+1) y 3n mediante el analisis

de casos particulares, pero sin generalizar. Se trata de una especie de induccion empirica.

Angely (E;) por su parte reconoce la equivalencia sintactica de las dos expresiones
algebraicas, (n—1)+n+(n+1) y 3n, y aunque en el trabajo individual habia realizado las
transformaciones de tratamiento requeridas para verificar dicha equivalencia o identidad
algebraica, en la entrevista se apoya en un caso particular, con uno de los que denomina
numeros verdaderos [E2(24_43)9*1]. Ante la respuesta de Cristian (E1), quien plantea que el
triple de un nimero no es asi [El(zo)g'l], pues reconoce la primera expresion dada como una
suma, Angely (E,) duda y dice que la respuesta puede ser si 0 puede ser no [Exeo,74-76) lf

lo cual parece compartir E;.
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Dairon (E3) afirma que la expresion algebraica (n—1)+n+(n+1), si puede ser el triple de un
ndmero y mantiene su posicion durante la entrevista; si bien habla poco, todo el tiempo
estuvo escuchando con atencion a sus comparieros, y se evidencié que puede operar los
términos de la expresion desde lo general, sin requerir realizar evaluaciones con valores

especificos [Esusa7) 1.

Es importante reconocer la fuerza del hecho cultural que “el triple de un numero” se asocia
casi exclusivamente, y de manera inmediata, con la operacion “multiplicacion” y no con
una suma, como lo afirma Cristian (E;); hecho que genera duda en Angely (E,), quien
desde el inicio habia aceptado que “la suma de los nimeros consecutivos” es el triple de un
namero, es decir, quien pudo articular los sentidos asignados a las expresiones a partir de
verificar su equivalencia sintactica, haciendo que cambie temporalmente de opinion
[E2(58)9'1]. Finalmente Cristian cambia de opinién y acepta [E1(81-87)9’1]; Angely, después de
analizar dos casos particulares, despeja su duda y se convence [Ez(ge)g'l]; lo cual, ademas,
convence a Cristian de cambiar el sentido asociado con “el triple de un nimero”, quien
reconoce que el trabajo con casos particulares (valores especificos n) propuesto por Angely
lo convencio, pues evidencié que “una suma” de niimeros puede ser el triple de un nimero

y, por tanto, también puede ser “una multiplicacion” [E1(79_87,111)9’1].

Si bien Angely finalmente deja de dudar y acepta la equivalencia entre las dos expresiones,
resulta importante destacar que previamente ella reconocio que ve un problema en cuanto al
significado de las dos expresiones, pues cuando piensa en suma de numeros consecutivos
evoca numeros como el 1, 2 y 3 (nimeros diferentes), mientras que cuando piensa en el

triple de un namero, evoca nimeros como 2, 2, 2 (nimeros iguales) [Exsg)’].

4.3.3 Configuracion cognitiva de objetos matematicos primarios. En los siguientes
diagramas se presenta la configuracion cognitiva lograda por cada uno de los tres
estudiantes, obtenida a partir del trabajo realizado en pequefio grupo por dichos estudiantes.
En este diagrama, mediante una linea continua, se sefialan las funciones semioticas
establecidas por cada estudiante, entre la expresion y el contenido. Las nuevas funciones
semidticas, evidenciadas durante la entrevista en la interaccién con sus compafieros, son

sefialadas en el diagrama mediante lineas a trazos, en color azul.
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Problema (Tarea — Cuestionario 2)
1. Diga qué significa o que interpretacion le asigna usted de la expresion 3n.
2. Digasi lasiguiente igualdad es o no vélida: (n-1)+n+(n+1) =3n
3. ¢Laexpresion (n-1)+n+(n+1) puede interpretarse como el triple de un ndmero?

: Definicion
Lenguaje ="l .
Expresion algebraica Resultado de multiplicar 3 por un nimero
NUmero v cualquiera
Triple 7
Equivalencia -7
Igualda(/ -7 ~ Argumento _
<--P> 3n P Tesis: La propiedad es valida
W (n-1)+n+(n+1) ~ - Razoén: Al evaluar la expresion en un valor
especifico, da el mismo resultado

Diagrama 16. Configuracién final de Cristian: E; **

En el trabajo realizado individualmente, Cristian (E;) establecié una funcion semidtica
entre la expresion 3n y el contenido “resultado de multiplicar 3 por un ndmero
cualquiera”. Posteriormente, en la interaccion con sus compafieros, se evidencia que
establece dos nuevas funciones semidticas, una entre la expresion (n—1)+n+(n+1) y el
contenido 3n, y otra entre la expresion (n-1)+n+(n+1) y el contenido ‘“resultado de
multiplicar 3 por un numero cualquiera”, es decir, asigna el mismo sentido a la

expresiones (n—1)+n+(n+1) y 3n.

Problema (Tarea — Cuestionario 2)
1. Diga qué significa o que interpretacion le asigna usted de la expresion 3n.
2. Digasi la siguiente igualdad es o no valida: (n-1)+n+(n+1)=3n
3. ¢La expresion (n-1)+n+(n+1) puede interpretarse como el triple de un ndmero?

Lenguaje Definicion
NUmero ¥ 4 Resultado de multiplicar entre si (3 y n)

MLJTI::B:Lcar / Propiedades
(n-1)+n+(n+l)=3n
Igualdad
g an / Implicitas: Conmutativa y
; (n-1)+n+(n+1) / Asociativa

Procedimiento
Aplicacién de propiedades

Argumento
Tesis: Si se cumple la propiedad
Razoén: Aplicacién de propiedades (implicitas)

Diagrama 17. Configuracion final de Angely: E,°*

En el trabajo realizado individualmente, Angely (E,) establecio tres funciones semidticas;
una entre la expresion 3n y el contenido “resultado de multiplicar 3 por un numero

cualquiera”, otra entre la expresion (n—1)+n+(n+1) y 3n, y una tercera entre la expresion
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(n—1)+n+(n+1) y “resultado de multiplicar 3 por un nimero cualquiera”, es decir, después

de la interaccion con sus compafieros no establece ninguna funcién semidtica adicional.

Problema (Tarea — Cuestionario 2)
1. Diga qué significa o que interpretacion le asigna usted de la expresion 3n.
2. Digasi la siguiente igualdad es o no vélida: (n-1)+n+(n+1)=3n
3. sLaexoresion (n-1)+n+(n+1) puede interoretarse como el trinle de un niimero?

Lenguaje Definicién 1:
Nl'Jr_nero l_y  Sumade 3 nimeros (n nimero cualquiera)
1S-r|ple / Definicion 2:
grr?a/ | Tripledeun nimero
(D) —— | Propiedades
(n-1)+n+(n+l)=3n

Implicitamente: Conmutativa, Asociativa e
Inversa

Argumento
Tesis: La propiedad es vélida
Razén: Al evaluar la expresion en un valor
especifico da el mismo resultado

Diagrama 18. Configuracién final de Dairon: E;°*

En el trabajo realizado individualmente, Dairon (E3) establecio cuatro funciones semioticas;
una entre la expresion 3n y el contenido “suma de 3 nimeros (n nimero cualquiera) ”, otra
entre la expresion (n-1)+n+(n+1) y 3n [evaluando las expresiones, tomando un valor
especifico], una tercera entre la expresion (n—1)+n+(n+1) y “triple de un ndmero”, y
finalmente, una entre la expresion “suma de 3 numeros” 'y “triple de un nimero”; es decir,

la interaccion realizada no genera el establecimiento de nuevas funciones semioticas.

Otras evidencias. Si bien en varios casos se evidencia que los estudiantes encuentran
dificultad para reconocer la equivalencia sintactica entre las expresiones algebraicas dadas,
los argumentos dados por varios de ellos con respecto a que la expresion (n—1)+n+(n+1) no
es el triple de un nimero, apoyan la idea que el triple de un nimero no suele ser asociado
con una expresion que represente una suma de términos diferentes, sino con una expresion
que pueda ser reconocida directamente como “multiplicacion por 3 o como suma reiterada
(3 veces un mismo numero). A manera de ejemplo, se presentan algunas afirmaciones

realizadas en otras de las entrevistas realizadas.

Dice Camilo [Transcripcion 3]: “/...7 pues aca, como esta (n-1) y acd mas, ehh, (n+1), pues

ahi no esta el triple” [E7(9,11)9'1]. Gina (Eg), integrante de este mismo grupo, tampoco acepta
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que la expresion (n—1)+n+(n+1) sea el triple de un ndmero ... “porque es tres niimeros
consecutivos, no el triple de un nimero” [E3(15-17)9’1]. Posteriormente, una vez ha evaluado
la expresion, después de reemplazar por nimeros especificos, reconoce que si da el triple de
un ndmero [E8(115-119)9'1]. Realiza una especie de induccién empirica, y concluye “pues si,
porque si sirve con los numeros del 1 al ..., por ejemplo del 1 al 10, entonces sirve con

todos, ;jno?” [E8(140)9'1]-

Cesar (Eg) plantea inicialmente que la expresion (n-1)+n+(n+1) “no es 3 veces n”
[Eg(25)9'1], pero procede a evaluar la expresion (toma n=2). Rapidamente reconoce que la
expresion inicial si da el triple de un nimero y da un argumento general: jAhhh no!, si, si,
..., es el triple de un numero ..., si porque el que se le resta aca [se refiere al 1] se lo suma al
otro lado [Eg(34)9’1]. Posteriormente lo reafirma para un nimero cualquiera y plantea un

argumento de caracter general [E9(56-60)9’1].

A manera de sintesis. Después de la interaccidon en la entrevista, en relacion con el
reconocimiento de la equivalencia sintactica entre las expresiones (n—1)+n+(n+1) y 3n, y la

articulacion de los sentidos asignados a dichas expresiones, la informacion obtenida se

resume asi:
Cristian Angely Dairon Pequefio
(Ev) (E2) (Es) grupo
Reconoce equivalencia sintactica Si Si Si Si
Avrticula sentidos asignados a expresiones Si Si Si Si
Cambio (reconocimiento de equivalencia) 4
Cambio (articulacion de sentidos) 4 v

Tabla 9. Rejilla sintesis (final) —Cristian, Angely y Dairon (T-1)- Grado 9°, Colegio MMC

El proceso de interaccion durante la entrevista grupal gener6 cambios en las
interpretaciones realizadas inicialmente por los estudiantes; por una parte, posibilité que
uno de los estudiantes (E;), quien no articulaba los sentidos de las expresiones, lograra
hacerlo; asi como también que la duda generada en otro de ellos (E;) se resolviera y
afianzara la interpretacion inicialmente realizada, posibilitdndole afianzar la articulacion de

los sentidos.
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5. Resultados de Investigacion

En el trabajo realizado por estudiantes de grado 9° (Ultimo grado de la educacion basica) y
estudiantes de grado 11° (ultimo grado de la educacion preuniversitaria), en relacion con
tres tareas especificas, se evidencid la dificultad que encuentran varios de ellos para
articular diversos sentidos asignados a expresiones asociadas con un objeto matematico. De
hecho, si bien algunos reconocen la equivalencia sintactica entre dos 0 méas expresiones
dadas —en tanto pueden, a partir de una de las expresiones, realizar las transformaciones de
tratamiento requeridas para obtener la otra expresion—, no siempre logran articular los
sentidos asignados a dichas expresiones e incluso pueden cambiar el sentido inicialmente

asignado a una de ellas.

En el capitulo anterior se presentd evidencia de estudiantes que si bien desde el inicio
pudieron realizar el proceso de tratamiento requerido para reconocer la equivalencia

14 no lograron articular los

semidtica entre las expresiones dadas [por ejemplo, Ej;
sentidos asignados a dichas expresiones, y sélo posteriormente, después de la entrevista en
pequefio grupo, pudieron realizar tal articulacion [ver Diagramas 5.3 y 5.4]. Por otra parte,
estudiantes que a pesar de que inicialmente no pudieron realizar el proceso de tratamiento
requerido para reconocer la equivalencia sintactica entre las expresiones dadas [por

114 v E;*Y, ni lograron articular los sentidos asignados a las expresiones,

ejemplo, E;
posteriormente, después de la entrevista en pequefio grupo, lograron tanto reconocer la
equivalencia sintactica como realizar la articulacion de los sentidos asignados a cada una de

las expresiones [ver Diagramas 5.2 y 5.5; 5.13 y 5.16, respectivamente].

Asi, desde las evidencias presentadas, es posible cuestionar, o al menos relativizar, uno de
los planteamientos realizados por Duval (1995/1999, pp. 16-17; 1999/2004, p. 16) segun el
cual los principales problemas en el desarrollo de los conocimientos matematicos mas que
estar relacionados con las transformaciones tipo tratamiento lo estan fundamentalmente con

las transformaciones tipo conversion.
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Ahora bien, en relacién con las transformaciones tipo tratamiento, las dificultades que los
estudiantes encuentran para articular los sentidos asignados a expresiones pueden agruparse
fundamentalmente en cuatro grupos., los cuales se describen en las secciones que se

presentan a continuacion.

5.1 Reconocimiento iconico de las expresiones. Algunos estudiantes asignan sentido a las
expresiones basados de manera casi exclusiva en un reconocimiento iconico de las mismas;
asi, la forma de éstas determina la interpretacion realizada, como se evidencia en la
transcripcion (T-11), en las intervenciones de Daniel A. (E;) y Daniel D. (E3), para quienes
la “ecuacion basica” de una circunferencia es aquella en la que las variables estan,
explicitamente, elevadas al cuadrado y se encuentran a un lado de la igualdad: [E2(11)11'4] y
[E3(17)“'4]. Estas interpretaciones, como lo plantea Daniel D., se afianzan en el trabajo

escolar [Es@ssa0)"1:

“uno lo asimila diferente porque no ve esta forma que uno le ensefiaron, cOMo una circunferencia

tiene las dos variables cuadradas [...] Pero, a uno no se lo ensefian con las dos variables a los dos

lados de la igualdad”
En la transcripcién T-1 —correspondiente a una entrevista de un pequefio grupo de grado 9°
del colegio MMC-, se evidencia que Cristian (E;) logra reconocer una equivalencia entre
las expresiones (n-1)+n+(n+1) y 3n, al menos en casos particulares, para valores
especificos de n, pero no logra articular los sentidos asignados a cada expresion;
inicialmente interpreta la expresién (n-1)+n+(n+1) como una suma de tres ndmeros
consecutivos, pero no como 3 veces un namero: /...7 el triple de un nimero no es asi sino
[que] esa es la suma de tres numeros consecutivos, no la suma de ... o sea tres veces ese
mismo ndmero [El(zo)g'l]. Se refleja asi un hecho cultural, la asignacion de sentidos

asociados con la forma de cada una de las expresiones algebraicas.’

Otro caso se evidencia en la transcripcion (T-8), en las intervenciones de Manuel (Es3) y
Juan Francisco (E), grado 9°, del colegio CHA. Manuel también centra su mirada en la

forma de las expresiones y los procesos asociados con cada una:

" Muchos docentes, en sus cursos, insisten sobre este tipo de hechos, en tanto consideran que enfatizar en
la forma de las expresiones o ecuaciones constituye una “ayuda” para sus estudiantes.
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Porgue son tres términos diferentes [se refiere a los términos n-1, n, n+1], para ser el triple de un término
. . , 9,4
tienen que ser iguales, pues ahi no... [E3(55) ].

Porque esta expresion tiene sumas, tiene restas, tiene paréntesis, tiene nimeros agregados y tiene
los... las los numeros... las “enes”. El 3n simplemente tiene el “tres ene” el nimero que equivale a

“« ,, .. 9,4
ene” lo multiplicamos por tres y ya... no tenemos que hacer ... [E3(33) ].

Para E3 la expresion (n—1)+n+(n+1) da como resultado la expresion 3n, pero la primera
expresion no es el triple de un nimero, ya que es la suma de nimeros diferentes; en cambio
3n, el triple de n, requiere términos semejantes o iguales; es decir, cada una de estas
expresiones incorpora procedimientos que las diferencian. Por tanto, considera que la
expresion (n—1)+n+(n+1) no puede ser el triple de un ndmero, pues si bien hay 3 términos,
éstos son todos diferentes; pero 3n, el resultado de realizar las operaciones planteadas en la

primera expresion, si 1o es ([Eaug)™], [Eaes)™1):

... Para que sea el triple de un nimero, los tres términos tienen que ser iguales o semejantes y ahi
no muestra eso; ahi muestra que es una operacion de tres, pero ... no, no creo sea el triple

[Esey>]-

Este estudiante (E3) insiste explicitamente que la expresion matematica (n—1)+n+(n+1) no
es el triple de un numero; sino que sugiere la realizacion de un proceso que permite

encontrar otra expresion, su resultado: 3n, el cual si es el triple de un nimero:

Yo opino que a pesar ... es un argumento muy Vvalido,” pero pues ... también se podria tomar en
cuenta que si vemos la expresion y la resolvemos la finalidad de la expresion daria como ... el
resultado, ¢si?, se podria dar como el triple de un ndmero, pero ahi lo que nos estan preguntando
es si la expresion, nos refiere a eso. Lo que nos quiere decir la expresién es, bueno, ¢es el triple de
un nimero? Y eso no es lo que hace la expresién, la expresion matematica lo que hace es decirnos,
como jvea, hagan éste ... proceso van a encontrar una cosa y eso si puede ser el triple de un
namero!, por ese lado tal vez si seria la respuesta asi. Pero en si la expresion, para mi, no es el

. 9,4
triple [E3(57) ]
Pero si resuelta [después de realizar las operaciones], si puede dar, si es el trigle de un namero
. . - ., it
entonces por ese lado se podria tomar que si, pero en si la expresion no es [E3(77) .

Asi, este estudiante resalta que cada expresion incorpora un proceso, (n—1)+n+(n+1)
incluye sumas, restas, numeros “agregados” y paréntesis, mientras 3n s6lo incluye una

multiplicacion:

"™ Hace referencia al argumento de su compafiero Francisco, quien ha planteado que esa suma no es el triple
de un nimero: “Para que sea el triple de un niimero, los tres términos tienen que ser iguales o semejantes y
ahi no muestra eso” [E2(61)9’4].
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Pero si resuelta [después de realizar las operaciones], si puede dar, si es el triple de un ndmero
entonces por ese lado se podria tomar que si, pero en si la expresion no es [se refiere a la expresion

(n-1)y+n+(n+1)] [Esar)>].

Porque es una expresion, ahi no me dan términos semejantes y que yo pueda decir como, jmire! si
multiplicamos esto por esto, por esto, o multipliquemos este nimero por 3; eso no me lo esta dando
la expresidn, la expresion me dice como, jveal haga la expresion y después si va a encontrar lo que

necesita [E3(79)9'4].

Porque esta expresion tiene sumas, tiene restas, tiene paréntesis, tiene nimeros agregados y tiene
los... las los numeros... las “enes”. El 3n simplemente tiene el “tres ene” el numero que equivale a

“« ,, .. 9,4
ene” lo multiplicamos por tres y ya... no tenemos que hacer ... [E3(33) ].

Porque la expresion no tiene equivalencias ... o, pues si las tiene, pero también tiene otra serie de
. ; . . , 9,4
cosas, tiene los paréntesis, las sumas, las restas, ... le repito..., por eso para mi, jno! E3(105) ].

Juan Francisco (Ey), con respecto a la expresion (n—1)+n+(n+1), plantea algo similar a lo
afirmado por Manuel, diferenciando la expresion dada y la expresion 3n, en tanto
“resultado”:

Su resultado si es el triple de un ndmero, pero lo ahi nos preguntan es si si es el triple [E2(111)9’4].

O sea, que toca buscar la incégnita que es la “ene”, entonces tiene que ser tres numeros iguales para
. 9.4
que sea el triple [Epq13) "]

. . , . 9,4
... Entonces no pueden ser diferentes [los niimeros], y ahi nos pone operaciones [E2(115) ]

Eso es una simple operacion para desarrollar, que si nos puede dar el triple, no es que nos dé el triple,
nos da un resultado que no necesariamente es el ... ;Como decirlo? [...] Bueno, a mi me parece que

; . 4. 4
es0 no, no es el triple de un ndmero [Ez(m)g’ : Ez(]_lg)g ].

Es importante resaltar que indagaciones similares a las que aqui se reportan se han
realizado, de manera informal, con estudiantes universitarios que cursan carreras
relacionadas con la formacién de profesores de matematicas y con profesores de
matematicas en ejercicio, tanto en las ciudades de Bogota, Valledupar y Pasto (Colombia),
como en Ciudad de Guatemala (Guatemala), encontrando resultados similares a los aqui
reportados en relacion con las tareas propuestas. Por ejemplo, varios estudiantes
universitarios que cursaban cuarto semestre (final del segundo afo) de licenciatura en el

area de matematicas (Abril de 2009) reconocieron la ecuacién x*+y +2xy-1=0 como una

«circunferencia», 0 segin otros como una «parabola», pero a pesar de aceptar la

equivalencia sintéctica entre la ecuacion x +y = ﬁ y la ecuacion x*+y*+2xy-1=0, no hacian el

mismo reconocimiento con la primera ecuacion, es decir, no reconocian en ella una
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«circunferencia», por cuanto no “veian” en la ecuacion x+y=ﬁ que las variables

estuvieran elevadas al cuadrado.®

Otro caso, registrado en un curso corto con estudiantes para profesor de matematicas y con
profesores en ejercicio (Valledupar, Octubre de 2009), es el de una profesora de educacion
secundaria, con formacion universitaria en el area de matematicas y experiencia docente de
varios afnos a cargo de estudiantes de 8° a 11° grados; frente a la pregunta: ¢La expresion
(n-1)+n+(n+1) puede ser, representar, o interpretarse como, el triple de un ndmero?,
planted inicialmente, y de manera categorica, que no era el triple de un numero, pues “el
triple es 3n,... mientras que la expresion dada es la suma de tres niimeros consecutivos”;
posteriormente, una vez realizé transformaciones de tratamiento a la expresion dada (las
operaciones “indicadas”): (n-1)+n+(n+1)=n+n+n+1-1=3n, lo pensé unos segundos Yy
luego, con una expresion de sorpresa, manifestd: “esto me parece extraiio, nunca habia
pensado en la posibilidad de que la suma de tres nimeros consecutivos pudiese ser el triple

de un numero, ... jnunca lo habia pensado asi!” [notas del investigador].

5.2 Anclaje a situaciones dadas. En las diferentes transcripciones se evidencia cierta
tendencia a realizar interpretaciones ligadas casi exclusivamente con la situacién propuesta,
es decir, se evidencia un cierto “anclaje” a la situacion dada en la tarea, como en el caso
propuesto de encontrar la probabilidad de que lanzando un dado se obtenga un nimero

par.”’

Por ejemplo, Jonathan duda de aceptar la fraccién 4/8 como la probabilidad pedida
(transcripcion T-9, grado 9°, colegio CHA), pues no considera que esta fraccién sea

“representativa del dado™:

“4/8 no es tan representativo del dado, ya que el dado no tiene ni ocho caras, ni cuatro ndmeros
2 9,4
pares” [Eguz) "]

® Registrado en apuntes o notas tomadas por el investigador. A disposicién de los investigadores
interesados

" Se evidencia un fuerte reenvio al objeto concreto “dado”. Se reconoce asi una problematica de tipo
cognitivo asociada con el uso de modelos concretos en la construccion de objetos de las matematicas
escolares. Si bien el material concreto puede proporcionar un apoyo eficaz a la intuicion matematica, en
algunos casos puede constituirse en un obstaculo; si bien para el profesor se trata solo de un modelo, para el
estudiante puede constituir el objeto de aprendizaje (ver, por ejemplo, Maier, 1998).
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Pablo, por su parte, considera que la fraccion 4/8 esta “mal planteada” pues el dado no tiene
8 caras:

“la fraccion estaria mal planteada, para [...] resolver el problema, en base de las caras del dado
9.4
[...] Un dado nunca va a tener ocho caras [Eapszs) "]

Daniel, quien acepta que las fracciones 4/8 y 3/6 son lo mismo, en tanto equivalen a la mitad,
y que por tanto 4/8 podria ser la probabilidad pedida, considera que esta fraccion permite

“precision”, ni seria claro, pues el dado tiene solo 6 caras:

“la fraccion estaria mal planteada, para [ ...] resolver el problema, en base de las caras del dado
[...] Un dado nunca va a tener ocho caras [E5(103_112)9’4].

Angela (transcripcién T-13, grado 9°, colegio CAF), plantea explicitamente [Ezgg)™]:

“yo me guie... en las... en la cantidad de caras, de las caras del dado porque es que ahi estaba
claramente mencionando [...], asi sea el doble el de abajo de el de arriba, yo me guie fue por lo

de las caras totales”.

5.3 Interaccion y cambios en la interpretacion. En relacion con las entrevistas a pequefios

8 en tanto

grupos, se evidencia la importancia de contar con espacios de interaccion,’
oportunidad de conocer argumentos de otras personas, dudas, formas de organizar sus
ideas, que posibilitan afianzar o modificar las interpretaciones inicialmente realizadas. Es
importante precisar que las opciones de interaccion, y en particular las funciones semioticas
explicitadas por unos no necesariamente son reconocidas o asumidas por sus comparieros;
asi, no siempre generan cambios en su interpretacion, en la asignacién de nuevos sentidos o
en la articulacion de los mismos. Por ejemplo, Cristian (E;) se refiere precisamente a las
limitaciones del trabajo individual (transcripcion T-1, Grado 9°, Colegio MMC) e
implicitamente a la importancia de contar con otros argumentos para aclarar algunas ideas,

particularmente

Porque, es que, no estaba, o sea yo, yo estaba solo ;/Si...? [hace referencia al trabajo realizado

inicialmente, de manera individual] enfonces yo estaba haciendo mi operacion..., no tenia mds
9,1

argumentos para... para aclarar eso... [Eyage) "]

En relacidn con la importancia de la interaccion en el pequefio grupo (transcripcion T-6,
Grado 11°, Colegio EPE), Ricardo (Eg) afirma:

"8 En relacion con la importancia de los procesos de interaccion en la construccion de significados, en el
contexto escolar, puede consultarse trabajos como el de Cobb (1986) y el de Radford (2006b); este Gltimo, en
particular, destaca la importancia de “aprender a estar con otros, abrirse a la comprension de otras voces y
otras conciencias, en pocas palabras, a ser-con-otros”, y concebir el aula de clase como “una comunidad de
aprendizaje, cuyo funcionamiento esta orientado a la objetivacion del saber” (p. 117).
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[...] amilo que dijo Carlos me abrio mas a, a formar lo que iba a decir [E3(143)11'2].

Si bien las intervenciones y argumentos de otros comparieros del pequefio grupo pueden
generar cambios en la interpretacion de alguno de los integrantes, cuando los argumentos
no son claramente aceptados, dichos cambios pueden darse por periodos de tiempo cortos,

114 quien en relacion con la tarea 3 (conicas) realiz6 una

como en el caso de Ma. Elvira (E;
interpretacion en el trabajo individual que le permitié articular los sentidos asignados a las
dos ecuaciones dadas, luego la cambid en el trabajo en pequefio grupo [Tabla 1], pero
durante el desarrollo de la entrevista “retomo” la interpretacion inicial [T-11]. Por su parte,
los comparfieros del pequefio grupo de E;, Daniel A. (E;) y Daniel D. (Es), quienes
inicialmente no articularon los sentidos asignados a las dos ecuaciones dadas, en el

transcurso de la entrevista logran hacerlo [Ex113)"; Eso, 38, 40) -

El pequefio grupo integrado por Pablo (Es**), Daniel (Es™) y Jonathan (E¢>*), constituye
otro ejemplo sobre los cambios en la interpretacion posibilitados por la interaccion en la
entrevista en pequefio grupo [T-9], durante la cual se evidencia como dos de sus
integrantes, Pablo (Diagrama 10) y Jonathan (Diagrama 12), mantienen la interpretacion
inicialmente realizada, mientras que otro, Daniel (Diagrama 11), cambia su interpretacion
cuando logra establecer un nuevo sentido de la fraccion 4/8 y puede articular los sentidos

asignados a las fracciones.

5.4 Dificultades con el lenguaje matematico. En el transcurso del trabajo realizado por los
estudiantes, con las diferentes tareas, se evidencia dificultades que encuentran varios de
ellos en relacion con las interpretaciones de las expresiones dadas y con la realizacién de
tratamientos de dichas expresiones, particularmente en el contexto algebraico. Una de las
dificultades encontradas tiene que ver con la generalizacion a partir de algunos casos
particulares, como se evidencia en las intervenciones de Angela [Eu14.118) ", transcripcion
T-13]:

... Lo hice primero y pues empecé a hacerlo con casos particulares y me daba, por ejemplo lo hice
con el 9, con el 3, por ejemplo con el 9 dada 27 y el 3 me daba 9 ... [114].

En el resultado, entonces yo ... pues de ahi, de hacer varios, varias pruebas, si se puede decir asi,
yo inferi que si era el triple del nimero, porque pues 9x3 da 27 y 3x3 da 9 [116].

Pues... yo puse... que si y sostengo, porque pues con esta formula ... que es igual a 3n ehhh ... 3n
€S como tres veces n y es el triple, ademads ... la escritura... [118].
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Otros casos similares se evidencian en las intervenciones de Gina (Esg), correspondientes a
la transcripci()n T-3 [E3(115’133)9'1]:

... Dio el niimero y pues cogi otro numero y me dio ... 3 veces el mismo numero, o sea, sumando 3
[veces] el mismo nimero dio el resultado entre toda la operacion y asi lo hice con hartos nimeros
y entonces asi quedo, siempre daba ... 3 veces el mismo numero.

Asi como también en las intervenciones de Cristian (E;), correspondientes a la

transcripcion T-1 [Exs, 49,79, 83-89) " 1:

Si, como decia Angely, que, que esto, al hacer la operacion, queda... digamos n vale por 2, ehh
[empieza a realizar los calculos], 1 [el valor de n-1]1 mas n, [da] 3, ehh mas n+1, ehh 2, 3y 5, si da 6, seis,
entonces el triple de un nimero seria el [de] 2, que es lo que vale n [el valor dado a n]. [49]

éste, n, vale 3, entonces 2 mas 3, ehhh 5, mas 4 [el nimero 2 hace referencia al valor de n-1y el 4 al valor de
n+1j, ... 9 y pues también seria el triple de 3 [... rie]. [79]

Si da, entonces, si, esto es el triple de un nimero [83].

En la transcripcion T-2, hay evidencia sobre dificultades que encuentran estudiantes de 9°
grado para realizar transformaciones de tratamiento de las expresiones algebraicas, por
ejemplo, Zulay (Es) y Danna (Es) afirman que 3n-1 = 2n [Esuo’"; Esu”']; dificultades
como ésta han sido reportadas en anteriores investigaciones (ver, por ejemplo, Grupo
Pretexto, 1997).”

A manera de sintesis. En esta investigacion se presenta evidencia que confirma el
fendmeno reportado por D’Amore (2006), y posteriormente por Santi (2011), sobre
dificultades que encuentran los estudiantes para articular sentidos asociados a expresiones
reconocidas por ellos como sintacticamente equivalentes, en tanto pueden establecer las
transformaciones requeridas para obtener una de ellas a partir de la otra. La evidencia se
obtuvo con estudiantes de grado 9° (Ultimo nivel de educacion bésica) y de grado 11°
(4ltimo nivel de la educacion pre-universitaria), de cuatro instituciones educativas de la

ciudad de Bogota (Colombia), a partir de tres tareas asociadas con tres tematicas diferentes.

Se encontré evidencia que permite explicitar posibles causas de esta dificultad para
articular los sentidos, asociadas a tres hechos fundamentales. Uno, que aunque los

estudiantes “manejan” las propiedades basicas de los sistemas numéricos que les posibilita

" El autor de esta investigacion integré el Grupo PRETEXTO durante el periodo 1992-2001,
posteriormente sus integrantes conformaron el Grupo MESCUD (Mateméticas Escolares de la Universidad
Distrital).
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realizar las transformaciones de tratamiento requeridas para establecer la equivalencia
sintictica de las expresiones, encuentran dificultad para asociar sentidos diversos a las
expresiones dadas; dos, la tendencia a anclarse en situaciones especificas planteadas en el
contexto por la tarea propuesta y, tres, la “mirada” basicamente iconica de las expresiones
algebraicas. De igual manera, se pone en evidencia la importancia de los procesos de
interaccion como elemento fundamental para posibilitar la articulacion de sentidos
asignados a expresiones sintacticamente equivalentes. No solo se dispone de cierto tiempo
para socializar y reconocer los argumentos presentados por otros sino también, y sobre
todo, para analizar los argumentos presentados por unos y otros, los cuales no son asumidos

de manera acritica.
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