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Anno Accademico 2007-08

Ermanno Lanconelli

Costruzione di Gruppi di Lie associati ad
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Abstract

If L =
∑m

j=1 X2
j + X0 is a Hörmander partial differential operator in RN , we give

sufficient conditions on the Xj’s for the existence of a Lie group structure G = (RN , ∗),
not necessarily nilpotent, such that L is left invariant on G. We also investigate the

existence of a global fundamental solution Γ for L, providing results ensuring a suitable

left invariance property of Γ. Examples are given for operators L to which our results

apply: some are new, some appear in recent literature, usually quoted as Kolmogorov-

Fokker-Planck type operators.
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Lavoro in collaborazione con ANDREA BONFIGLIOLI

1. Presentazione del problema

Sia

(1) L =
m∑

j=1

X2
j + X0

un operatore di Hörmander in RN . Con questo intendiamo dire che gli Xj sono operatori

differenziali del primo ordine in RN , con coefficinti regolari, soddisfacenti la condizione di

rango massimo

(H) dim(Lie{X0, X1, . . . , Xm}(x)) = N, ∀ x ∈ RN .

Comè ben noto, questa condizione implica la ipoellitticità di L ( Hörmander [19, Theorem

1.1]). Negli ultimi decenni, molto lavori sono stati dedicati agli operatori (1), per la loro

rilevanza sia teorica che applicativa. Tuttavia, a parte i lavori fondamentali di Folland [17]

e di Rothschild e Stein [36], la maggiore attivitá è stata dedicata agli operatori somma di

quadrati
∑m

j=1 X2
j e alla loro controparte parabolica

H =
m∑

j=1

X2
j − ∂t,

si vedano [16, 20, 25, 26, 27, 28, 38, 39]. D’altra parte, operatori alle derivate parziali,

lineari e del secondo ordine, che compaiono come operatori di Kolmogorov di equazioni

stocastiche, come modelli differenziali in Finanza Matematica e nella visione umana e

artificiale, nei moti per curvatura Browniani , nelle equazioni phase-noise di tipo Fokker

Planck, si presentano tutte nella forma piú generale (1) (si vedano [1, 2, 12, 13, 14, 15,

31, 32, 35, 41]).

Quando L in (1) è invariante a sinstra e omogeneo di grado due su di un gruppo di Lie

stratificato (quindi nilpotente) in RN , avente dimensione omogenea Q ≥ 3, dai risultati

di Folland in [17], si ottengono teoremi di regolaritá massimale Lp. Precisamente: se

1 < p < ∞ e Lu ∈ Lp(RN), allora

XiXju ∈ Lp(RN), for every i, j = 1, . . . , m.
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In generale, in assenza di una struttura di gruppo omogeneo soggiacente l’operatore L,

Rothschild e Stein hanno dimostrato una versione locale della precedente stima Lp [36],

utilizzando il celebre metodo di lifting e approssimazione, che consente di applicare la

teoria di Folland allo studio delle proprietá locali degli operatori di Hörmander in forma

generale. Infatti, il Teorema di Lifting si puó descrivere nei termini seguenti. Sia {Xi} =

{X0, X1, . . . , Xm} un sistema di campi vettoriali in RN verificanti la condizione del rango

(H), e sia x0 ∈ RN un punto arbitrariamente fissato. Allora, in un intorno U di x0, il

sistema {Xi} puó essere liftato in un altro sistema di campi vettoriali {X̂i} definito in un

aperto Û ⊆ RN+p, con p ∈ N sufficientemente grande, in modo tale che gli X̂i risultino

localmente approssimabili mediante campi vettoriali Yi invarianti a sinistra e omogenei su

di gruppo di Lie stratificato (in realtá libero) in RN+p.

Con Andrea Bonfiglioli ci siamo prefissi lo scopo di ottenere stime di regolaritá Lp

globali e massimali, in assenza di strutture omogenee. Piú precisamente, ci siamo posti i

seguenti problemi :

(P1) Dato un sistema {X0, X1, . . . , Xm} di campi vettoriali in RN verificanti la con-

dizione del rango (H), esiste un gruppo di Lie G = (RN , ∗), non necessariamente

omogeneo ne’ nilpotente, tale che gli Xi generino l’algebra di Lie di G (e quindi

L =
∑m

j=1 X2
j + X0 sia invariante a sinistra G)?

(P2) Esiste una funzione non negativa γ, di classe C∞ in nel complementare di {0} tale

che

Γ(x, y) := γ(y−1 ∗ x), x, y ∈ RN , x 6= y

sia una soluzione fondamentale globale di L?

Risultati come in (P1) and (P2), insieme con opportune stime all’infinto di γ e delle

sue derivate seconde XiXjγ (i, j = 1, . . . , m), consentono di sviluppare una teoria globale

Lp per L. Infatti, se γ é la funzione in (P2), allora

−L(ϕ ? γ) = ϕ, per ogni funzione test ϕ.

Qui ? indica la convoluzione in G, il gruppo di Lie Lie in (P1).
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Di conseguenza, ponendo u := ϕ ? γ, si ha Lu = −ϕ, da cui segue la formula di

rappresentazione

XiXju = (p.v.) f ? XiXjγ + ci,j f,

dove le ci,j sono opportune costanti reali.

Si possono quindi ottenere stime Lp per L utilizzando la teoria degli integrali singolari

di tipo Calderón-Zygmund negli spazi quasi-metrici non omogenei, recentemente svilup-

pata da Bramanti in [9], ove viene esteso ai generali spazi quasi-metrici non-doubling un

notevole risultato di Nazarov, Treil and Volberg [33, 34] (si veda anche la monografia

[40]).

Questo approccio alla regolaritá massimale Lp è stata recentemente seguito in [11], ove

l’operatore di Ornstein-Uhlenbeck degenere

(2) L0 = trace(AD2) + 〈BxT , D〉, x ∈ RN ,

è stato studiato come controparte stazionaria dell’operatore di Kolmogorov

(3) K = L0 − ∂t.

In (2), A e B indicano matrici N×N constanti e reali, con A ≥ 0. Ricordiamo che K si puó

scrivere come in (1) e che K è ipoellittico se e solo se A and B hanno la particolare forma

a blocchi mostrata per la prima volta in [30]. In questo caso, l’operatore K è invariante

a sinistra su un opportuno gruppo di Lie in RN+11 , ed ha una soluzione fondamentale

globale Γ(z, ζ) che si scrive come in (P2), se traccia(B) = 0.

Lo scopo principale del nostro lavoro è consistito nel determinare una classe di operatori

di Hörmander soddisfacenti (P1) e (P2), ai quali si possa quindi applicare il precedente

approccio alle stime globali Lp. La classe che abbiamo trovato e’ ampia abbastanza da

contenere come esempi particolari gli operatori di Kolmogorov (3), cośı come i seguenti

prototipi di operatori di tipo Fokker-Planck introdotti da Mumford in [32] nella visione

1Si veda [6, Section 4.1.4], ove questo gruppo è chiamato di tipo Kolmogorov .
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artificiale:

Mf = (∂x1)
2 + cos x1 ∂x2 + sin x1 ∂x3 − ∂t,(4)

Mb = (x2 ∂x1 − x1 ∂x2 + ∂x3)
2 + ∂x1 + ∂t.(5)

Qui, i suffissi f e b stanno per forward e backward, rispettivamente. La nostra classe con-

tiene anche operatori di Kolmogorov non autonomi con coefficienti periodici recentemente

studiati da Da Prato e Lunardi [13]. Un esempio è il seguente:

(6) L = (∂x1)
2 + (cos t ∂x2 + sin t ∂x3)

2 − (∂t + x1 ∂x4)

.

Vogliamo ora descrivere sinteticamente come abbiamo affrontato i precedenti problemi

(P1) e (P2).

1.1. La legge di gruppo. Premettiamo alcune nozioni e risultati della teoria dei gruppi

di Lie in RN , cośı come sono presentati in [6, Chapter 1]. Chiamiamo campo vettoriale in

RN ogni operatore alle derivate parziali lineare del primo ordine

(7) X =
∑N

j=1 aj ∂xj
,

con aj ∈ C∞(RN ,R) per ogni j = 1, . . . , N . Se le funzioni aj sono analitiche reali

diremo che X è analitico reale. Inoltre, se X è come in (7), conveviamo di porre XI =

(a1, . . . , aN)T . Quindi, se X è un campo vettoriale in RN , XI è una funzione di classe

C∞ da RN a RN . L’insieme dei campi vettoriali in RN , denotato con T (RN), ha una

naturale struttura di algebra di Lie, data dalla sua struttura standard di spazio vettoriale

combinata con l’operazione [X, Y ] := XY − Y X. Ogni sottospazio lineare di T (RN),

chiuso rispetto alla precedente parentsi di Lie, viene chiamato algebra di Lie di campi

vettoriali in RN . Se a è un’algebra di Lie di campi vettoriali in RN , e x è un punto di

RN , allora

a(x) := {XI(x) | X ∈ a}

è un sottospazio lineare di RN . L’ algebra di Lie generata da un famiglia di campi

vettoriali Z = {Zα ∈ T (RN) |α ∈ A} è cos̀ı definita: Lie{Zα |α ∈ A} :=
⋂

a∈A a, dove

A indica la totalitá delle algebre di Lie di campi vettoriali in RN contenenti Z. Data
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un’algebra a ⊆ T (RN), è facile riconscere che dim(a(x)) ≤ dim(a) per ogni x ∈ RN .

La disuguaglianza opposta, in generale, è falsa. Tuttavia, se g è l’algebra di Lie di un

gruppo di Lie G = (RN , ∗), i.e., g = {X ∈ T (RN) |X è invariante a sinistra su G}, allora

dim(g) = N = dim(g(x)), per ogni x ∈ RN .

Se X ∈ T (RN) e x ∈ RN , il problema di Cauchy

γ̇(t) = XI(γ(t)), γ(0) = x

ha una unica soluzione t 7→ γ(x, t), definta in un opportuno intervallo aperto dell’asse

reale, che denoteremo exp(tX)(x). Un campo vettoriale in RN è detto completo se per

ogni x ∈ RN , exp(tX)(x) esiste per ogni t ∈ R. È ben noto che ogni campo invariante a

sisntra su di un gruppo di Lie è completo.

Consideriamo ora un afamiglia di campi vettoriali {X0, . . . , Xm} in T (RN) verificante

la codizione del rango (H), e denotiamo a := Lie{X0, . . . , Xm}. Allora, se gli Xj sono

invarianti a sinistra su qualche gruppo di Lie G in RN , a deve coincidere 2 con l’algebra

di G. Di conseguenza, una condizione necessaria affinchè (P1) sia risolubile è la seguente.

(H1) Ogni X ∈ a è completo e dim(a) = N .

Se vale (H1), allora exp(tX)(x) è ben definto per ogni X ∈ a, t ∈ R e x ∈ RN . In

particulare, la mappa

(8) Exp : a → RN , Exp(X) := exp(tX)(0)|t=1

è ben definta e di classe C∞. Inoltre, poichè Exp(X) = XI(0) + o(|X|) per X → 0,

esistono un intorno U dell’origine in a e un intorno V dell’origine in RN tali che Exp|U è

un diffeomorfismo di U su V . Poniamo Log := (Exp|U)−1 e definiamo

(9) x ∗ y := exp(Log(y))(x), for x, y ∈ V .

Se a è l’algebra di Lie di un gruppo di Lie G in RN , la legge di composizione di G

verifica (9) e, per x ∈ V , l’inversa x−1è data da

(10) x−1 = Exp(−Log(x)).

2Infatti, N = dim(a(x)) ≤ dim(a) ≤ dim(Lie(G)) = N .
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Osserviamo che le mappe (x, y) 7→ x ∗ y e x 7→ x−1 in (9) e (10) sono analitiche reali, se

lo sono i campi Xj.

Il nostro principale risultato riguardante il problema (P1) è il seguente.

TEOREMA 1. Siano X0, . . . , Xm campi vattoriali analitici reali in RN verificanti

la condizione del rango (H) e supponiamo che a := Lie{X0, . . . , Xm} soddisfi l’ipotesi

(H1). Supponiamo inoltre che le mappe (x, y) 7→ x ∗ y e x 7→ x−1 in (9) e (10) si

possano prolungare analiticamnte a tutto RN ×RN e a tutto RN , rispettivamente. Allora

G := (RN , ∗) è un gruppo di Lie la cui algebra è a.

Dal Terema 1 si deduce un corollario che ha un interesse a sè stante. Per formu-

larlo, è necessario introdurre un’altra definizione. Un gruppo di dilatazioni in RN è

un’applicazione lineare {δλ}λ>0 del tipo

(11) δλ : RN → RN , δλ(x) = (λσ1x1, . . . , λ
σN xN),

con σj ≥ 1 indipendente da λ, for j = 1, . . . , N . Un campo vettoriale X ∈ T (RN) è δλ-

omogeneo di grado a se X(ϕ◦ δλ) = λa (Xϕ)◦ δλ, per ogni λ > 0 ed ogni ϕ ∈ C∞(RN ,R).

Abbiamo quindi il seguente corollario che generalizza un precedente risultato di Bonfiglioli

[3].

COROLLARIO. Siano X0, . . . , Xm campi vettoriali analitici reali in RN verificanti la

condizione (H) e supponiamo che a := Lie{X0, . . . , Xm} verifichi l’ipotesi (H1). Sup-

poniamo poi che esista un gruppo di dilatazioni {δλ}λ>0 in RN tale che Xj sia δλ-omogeneo

di grado aj > 0, per ogni j = 0, . . . , m. Allora Exp in (8) è un diffeomorfismo globale, la

mappa x ∗ y in (9) è definta su tutto RN × RN e G := (RN , ∗) è un gruppo nilpotente la

cui algebra di Lie è a.

1.2. La soluzione fondamentale. Riguardo al problema (P2), abbiamo dimostrato l’e-

sistenza della soluzione fondamentale per una classe per operatori di Hörmander nella

forma generale (1) sotto le seguenti ipotesi (L1) and (L2).

(L1) Esiste una funzione regolare ψ : RN → R tale che

0 ≤ ψ ≤ 1, Lψ < 0 in RN .
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(L2) Esiste una sucessione crescente {Vn}n∈N di aperti L-regulari tali che

⋃

n∈N
Vn = RN .

Chiamiamo L-regolare ogni aperto limitato V ⊂ RN , con frontiera Lipschitziana, tale che,

per ogni x0 ∈ ∂V , essite un intorno U di x0 ed una funzione w : U → R verificante

(12) w(x0) = 0, Lw(x0) < 0, w > 0 in V ∩ U \ {x0}.

Il nostro principale risultato riguardante il problema (P2) è (P2)il seguente.

TEOREMA 2 Sia L un opertore di Hörmander del tipo in (1) verificante le ipotesi

(L1) e (L2). Allora esiste una funzione Γ con le seguenti proprietá

(i) La funzione (x, y) 7→ Γ(x, y) è non-negativa e di classe C∞ nell’insieme {(x, y) ∈
RN : x 6= y}.

(ii) Per ogni fissato x ∈ RN , Γ(·, x) e Γ(x, ·) sono localmente integrabili.

(iii) Per ogni funzione test ϕ, valgono le seguenti identitá :

L( ∫

RN

Γ(·, ξ) ϕ(ξ) dξ
)

= −ϕ =

∫

RN

Γ(·, ξ)Lϕ(ξ) dξ.

(iv) Per ogni ξ ∈ RN , L(
Γ(·, ξ)) = −Dir ξ, dove Dir ξ denota la misura di Dirac in {ξ}.

Inoltre, se , L è invariante a sinistra su G = (RN , ∗) e la misura di Lebesgue e’ invariante

a sinistra sullo stesso G, allora

(13) Γ(x, y) = Γ(α ∗ x, α ∗ y) for every α, x, y ∈ G, x 6= y.

In particolare, sef e denota l’identitá di G, then

Γ(x, y) = Γ(y−1 ∗ x, e) = Γ(e, x−1 ∗ y), for every x, y ∈ G, x 6= y.

Ringraziamento. Ringraziamo Giovanna Citti per averci illustrato l’importanza delle

equazioni di Fokker-Planck nei modelli matematici della visione, e per averci segnalato i

lavori [1] and [41].
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